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PARADOXNI PRIKLADY Z PRAVDEPODOBNOSTI

PAVEL TLUSTY

Stejné jako ostatni védni discipliny, také matematika popisuje
a zkouma rizné situace redlného svéta. Je proto zcela pfirozené,
ze historie matematiky zné fadu zajimavych paradoxnich pfipadi,
které se pak neziidka staly hybnou silou dalsiho rozvoje poznani.
Specialné teorie pravdépodobnosti je na paradoxy velmi bohat4.
Ukazme si nékolik pfikladi, jejichZ vysledek je ne¢ekany a piekva-
pujici.

Priklad 1: Uvazujme nésledujici hru pro dva hrafe. Hra¢ A ma
Stastné ¢islo 3, zatimco $tastnym ¢islem hrace B je ¢islo 7. Kazdy
z hra¢l vylosuje z intervalu (0,1) ndhodné jedno ¢islo (hrag
A ¢islo a, hrd¢ B ¢&islo b). VSechna é&isla a,b z intervalu (0,1)
jsou stejn& pravdépodobnd (rovnomérné rozdéleni). Pokud je 3
prvni nenulova cifra zlomku §, vyhrava hra¢ A, pokud je prvni
nenulovou cifrou 7, znamend to, Ze zvitézil hra¢ B. Je uvedena
hra spravedliva? Jaka cifra dava nejvétsi Sanci vyhrat?

Mohlo by se zdat, Zze vzhledem k tomu, Ze uvaZujeme rovno-
mérné rozdéleni, budou vSechny cifry 1,2, 3,...,9 stejné dobré.

ResSeni: Pokud &islo tazené hraem A (resp. hrd¢em B) naneseme
na osu z (resp. osu y), miZeme si celou situaci predstavit
tak, jako bychom nadhodné z jednotkového &tverce vybirali bod
o soufadnicich [a, b]. Tak pfevedeme feSeni Glohy na geometricky
problém.

VySetfime postupné pravdépodobnost toho, Ze prvni nenulova
cifra podilu ¢ je 1,2,3,...,9.

Zacéneme cifrou 1.
Je-li prvni nenulovéd cifra podilu § rovna 1, pak éislo § lezi
v nékterém z nasledujicich intervali:
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...{0.001, 0.002), (0.01, 0.02), (0.1, 0.2) (1)
(1, 2), (10, 20), (100, 200), ... (2)

UvaZme nejprve intervaly typu (1), tj.

0.1g%<0.2 = b< 10a, 5a < b

analogicky

a

01<
OO_b

<0.02 = b<100a, 50a < b,

atd.

Hledané a, b spliiujici vySe uvedené podminky pfedstavuji sou-
fadnice bodi v jednotkovém &tverci, které lezi uvnitf trojihelnik
s vrcholem v bodé A=[0,0], vySka v, = 1 a strana a je na Gsecce
spojujici body D=[0,1] a C=[1,1] (viz obr. 1). Soudet ploch troj-
Ghelnikd typu (1) je

1 1 1 1 1
el —F—— ... | =—.

2 \10 100 1000 18
D=[0,1] C=[1,1]
A=[0,0] B=[1,0]

Obr. 1

Nyni se zabyvejme intervaly typu (2), tj.

1g%<2 = b<a, 0.5a < b
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analogicky
a
10 < —b— <20 = 10b<a, 0.05a < b,

atd.

Hledana a, b spliiujici vySe uvedené podminky pfedstavuji sou-
fadnice bodi v jednotkovém étverci, které lezi uvnitf trojihelnika
s vrcholem v bodé A=[0,0], vy8ka v, = 1 a strana a je na Gsecce
spojujici body B=[1,0] a C=[1,1] (viz obr. 2).
=[1,1]

D=[0,1]

A=[0,0] B=[1,0]

Obr. 2
Soucet ploch trojihelniki typu (2) je

11, 1.1 \_5
2 2 20 200 ") 18

Dohromady tak dostavame, Ze

1 ) 1
p1—1—8—+ﬁ—§—0.333.

Analogickym zptisobem lze odvodit, Ze
pe = 0.148, p3 = 0.102, ps = 0.084, ps = 0.074,

pe = 0.069, pr = 0.065, ps = 0.063, pg = 0.062.

Vidime, Zze v tomto pfipadé dostaneme ponékud prekvapu-
jici vysledek. Rozdéleni cifer 1,2,...,9 neni rovnomé&rné (jak
bychom mohli oekavat). Nejpravdépodobnéjsi cifrou bude 1, na-
opak nejméné pravdépodobna je 9.
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Pfiklad 2: V tomto pfikladu budeme sledovat (isp&Snost dvou
maturitnich t¥{d (4.A a 4.B) pfi pfijimacich pohovorech na VS.
Zajim4 nés, zda jsou v pfijimacim fizeni Gsp&Snéjsi divky nebo
- chlapci. Zkoumejme nejprve zvl4a3f humanitni a pfirodovédné
obory a pak porovname Gspé&Snost chlapci a divek bez ohledu
na typ VS. Obé& t¥idy maji 33 z4ki (17 divek a 16 chlapct).

ReSeni: Zacneme nejprve tiidou 4.A.

Situaci si miZeme schematicky znézornit na obrazku (viz obr. 3).
Plné, resp. prazdné kolecko vyjadfuje Gspéch, resp. neispéch pfi
pfijimacich pohovorech. Z obr. 3a) vidime, Ze na humanitni obory
se hlasilo 10 divek a 5 jich bylo pfijato, zatimco z 6 chlapch byli
pouze dva Gspé$ni. Chceme-li porovnat spé$nost divek a chlapci,
lze si kazdou skupinku studentl predstavit jako krabici, ve které
je odpovidajici pocet Cernych a bilych kouli. Ndhodné vytdhneme
kouli z krabice a hleddme pravd&podobnost, Ze je Cernd (Gspéch
u pohovort). Odtud plyne, Ze pfi pohovorech na humanitni obory
byly divky 4.A (spé3néjsi nez chlapci, nebot

5>2
10~ 6

Také v pohovorech na pfirodovédné obory (viz obr. 3 b) ) byly
divky lepsi, protoze

5.1
7710
divky chlapcs divky chlapci
Obr. 3a humanitni obory Obr. 3b pFérodovédné obory

Pokud se podivdme na 4.A bez ohledu na typ VS, asi nés
nepiekvapi, Ze celkové (viz obr. 4) divky uspély i pohovori lépe
nez chlapci (vZdyt byly lep#i v humanitnich i p¥{rodovédnych
oborech), nebot

10 9

17° 16
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chlapcs

i

Obr. 4 4.A — Celkem

Zabyvejme se nyni tiidou 4.B.
Uspésnost studentd pii pfijimacich pohovorech je znizornéna na
obr. 5 a), b)

divky chlapci divky chlapcs
Obr. 5a humanitni obory Obr. 5b prirodovédné obory

Vidime, Ze i v této t¥idé si divky vedly lépe u pohovori jak na
humanitni (75 > 2), tak i na pfirodov&dné obory (3 > &).

Podivejme se na celkovou tsp&inost 4.B bez ohledu na typ VS.
divky chlapci

3

Obr. 6 4.B — Celkem

Z obrazku 6 je patrné, Ze i kdyz byly divky GspéSnéjsi nez
chlapci v humanitnich i pfirodovédnych oborech, tak celkové byli
spé8né&jsi chlapci, nebot

L
17 < 16

Dostédvame tak ponékud paradoxni a neolekivany zavér.
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