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PAR ULOH NA DELITELNOST
aneb

K CEMU SE TEZ DAJI POUZIT ROZKLADY a" £+ b"

EMIiL CALDA

Rozklady dvojélentt a® & b® se na stfedni 8kole b&Zné pouzivaji
pfi Gpravach vSelikych vyrazi, ale maloktefi studenti védi, Ze
podobnym zptisobem se pro kazdé liché n daji rozlozit i dvoj¢leny
a™ £ b". Jesté mendimu pocltu je pak znamo, Ze rozklad téchto
dvojélenti se d4 vyuzit pfi zkoumdani délitelnosti celych C¢isel.
Pokud chceme a méame Cas, miZeme je s tim sezndmit napf.
v rdmci partie o geometrické posloupnosti. Vzorce

a” £ b" =

= (axb)(a" ! Fa" 2b+a" 32 Fa" b3 +... Fab" 2+ 0" 1),
které plati pro vSechna licha pfirozena n, mohou totiz ziskat tak,
ze urc¢i soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim
¢lenem a™~! a kvocientem —2, resp. 2.

Za, pfedpokladu, Ze n je liché a a # 0, dostanou pro a # —b

an—l _ an—2b+an—3b2 _ an—4b3 o abn—-2 e bn—l = a” +b"
a+b

aproa#b

a® ! 4+a" 204+ a" 32 +a" e+ -+ ab” 2+ = a’ =
a—b

Odtud uz je vidét, Ze vySe uvedené vzorce pro rozklad vyrazi
a™ £ b", kde n je liché pfirozené ¢islo, vskutku plati, a to
i v pfipadech a = 0, a = b, a = —b, které byly plivodné vylouceny.

s w7

Uvédomi-li si nyni, Ze pro celé &isla a, b predstavuji vyrazy

an—-l == an—2b 4 an—3b2 F an-—4b3 S abn—2 4 bn—l
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cel4 ¢&isla, dojdou k zavéru, Ze pro libovolna cela ¢isla a, b a kazdé
liché ¢islo n plati:

a”+b"=(a+b) ki, a"-b"=(a->b) k2,

kde ki, k2 jsou celé &isla.

Znamend to, Ze soucet (rozdil) mocnin kaZdych dvou celych
éisel s tymz lichym exponentem je délitelny souctem (rozdilem)
téchto cisel.

Ukazeme si nékolik prikladd, ve kterych se tyto vysledky
uplatni. DokdZeme nasledujici tvrzeni:

(a) &islo 561 — 3731 je délitelné devatenacti;

(b) &slo 10353 — 53103 je dé&litelné t¥emi, EtyFmi, t¥indcti;
(c) &islo 4317 + 1743 je délitelné dvanicti.

V piipadé (a) si rozdil 564! — 373! predstavime ve tvaru

(56" + 1) — (37%' +1%)

a pouzitim véty o souctu lichych mocnin s tymZ exponentem
dostaneme nésledujici rovnosti, ve kterych k; , ks, k3 jsou celd ¢isla:

5641 — 373! = (56" +1) — (3731 + 1) = (56 + 1)ky — (37 + 1)ko =

= 5Tk, — 38k, = 19(3k1 - 2k2) = 19k3 )

tim je tvrzeni (a) dokézano.

Pfi dikazu (b) postupujeme podobné:
103°% + 53'9% = (103%% 4 1) + (53'% — 1) = 104k, + 52k, =

= 52(2k; + ko) = 4.13ks ,

kde ki, ke,ks € Z; dané &islo je tedy délitelné &tyFmi a tfinécti.
To, Ze je délitelné i tfemi, plyne z nésledujiciho:

103%3 + 53193 = (10353 — 1) + (5319 + 1) = 102k, + 54ks =
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= 3(34k, + 18ks) = 3k¢ ,
kde k4, ks, ke € Z.
V diikazu (c) se objevuji ,nové obraty“:

437 + 178 = (4317 + 17'7) + (178 - 17'T) =

= 60k, + 1717(17%6 — 1) = 60k; + 1717(289!% — 1) =
= 60k, + 17'7.288k; = 12(5k; + 17'7.24k;) = 12k3

kde ki, ke, k3 € Z.

K tomu, abychom zvladli $irsi spektrum tloh, je nutno védét, ze
rozdil mocnin kaZdych dvou celych cisel s tymz sudym exponentem
je délitelny souctem i rozdilem téchto cisel:

Pro libovolna cela C&isla a, b a kazdé sudé ¢islo n plati:
a”" -b"=(a+b)(a—-0b) -k,

kde k je celé ¢&islo.
Toto tvrzeni se d4 odvodit ze souc¢tu

an——2 +an——4b2 +an-—6b4 + ... +a2bn—4 + bn—2 ,

kde n je sudé. Jde zfejmé o soucet prvnich Z ¢lent geometrické
2

. ’ v — . 2 v
posloupnosti s prvnim &lenem a2 a kvocientem 2—;; tento soucet
je za pFisluSnych predpokladi roven

N

) _1_ an_bn
21 (a+b)(a-=0b)"’

Qul%

n—2.(

a

Qﬁl o

odkud uZ vySe uvedené tvrzeni — podobnym zplsobem jako obé
predchazejici — vyplyva. S pomoci v8ech tii dokdZeme, Ze plati:

(d) &islo 9951 — 50%° je délitelné ¢islem 49;
(e) ¢&islo 22225555 4 55552222 je délitelné sedmi;
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(f) pro kaZdé pfirozené n je &islo

23 43
400...003“° + 200...003
n krat n krat

délitelné ¢islem 6 00...006.
N e

n krat
Dikaz (d) je snadny:

9951 — 5056 = (99%1 — 1) — (50% — 1) = 98k; — 49k, =

= 49(2k; — ko) = 49k ,

kde k1, ko, k3 € Z.
Dokézat (e) je pon&kud obtizné&jsi; zjistime-li vSak, Ze &isla
2222 + 4 a 5555 — 4 jsou délitelnd sedmi, mame skoro vyhrano:

2222%%%° 4+ 5555%%%2 =

:'(22225555 + 45555) + (55552222 _ 42222) _ (45555 _ 42222) —
= (2222 4 4)k; + (5555 — 4)ky — 42222(43333 _ 1) =
=7-318k; + 7 - 793ky — 42222 (641111 — 1) =
=7-318ky + 7 793ky — 42222 . 63ks = Tks ,

kde kl,kz,k3,k4 € 7.

Postup pfi dikazu (e) je téméF evidentni; abychom vS8ak
nemuseli u v8ech nésledujicich ¢isel psat, Ze v jejich zapisu je n nul,
domluvime se na tom, Ze zapis ¢;0...0cq, kde ¢;,c2 jsou nenulové
¢islice, bude pfedstavovat (n + 2)-ciferné ¢&islo. Dostaneme tak:

40...03% + 20...03%3 =

= (40...03% + 20...03%3) + (20...03*3 — 20...03%3) =
= 60...06k; + 20...03%% - (20...03%° - 1) =
= 60...06k; + 20...03%3 - 20...02 - 20...04k, =
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= 60...06k; + 20...032% . 20...02 - 3ks - ko =
= 60...06k; + 20...03%3 - 60...06 - k3.ko = 60...06ky ,

kde k1, k2,k3, k4 € Z.

Dalsi tfi Glohy uZ reSit nebudeme. Pfenechdvame je kolegim,
ktef{ by svym svéfencim chtéli partii o délitelnosti celych &isel ve
smyslu tohoto ¢lanku rozsifit. M4 se v nich dokazat, Ze plati:

(f) ¢&islo 612° + 8923 je délitelné tficeti;
(g) &islo 4317 — 1743 je d8litelné deseti;
(h) pro kaZzdé pfirozené n je &islo

500...003% + 1 00...00 3%
o N gt
n kréit n+1 krét

délitelné ¢islem 1500...006 .
N
n kréit
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