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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 17.-20. 3. 2013 se v Jihlavé uskutecnilo celostatni
kolo 62. ro¢niku matematické olympiady kategorie A. Zvefejiu-
jeme zadani a feSeni tuloh, seznam vitézi a uUspésnych feSitelt.
Soucasné zverejiiujeme tlohy prvniho kola pfistiho ro¢niku Mate-
matické olympiady, kategorii A, B, C pro $kolni rok 2013-2014.

Ulohy celostatniho kola 62. ro¢niku
matematické olympiady
Jihlava 17.-20. bfezna 2013

1. Najdéte vSechny dvojice celych cisel a, b, pro néz plati rovnost

a1 a—1

202 -3  2—1°

(Pavel Novotny)

ReSeni. Zfejmé a # 1, proto mizeme danou rovnost piepsat na
tvar

a2+1_2b2—3

= . 1
a—1 2b -1 o

Zatimco ¢itatel zlomku na levé strané je kladny, je Citatel druhého
zlomku zdporny jen pro b € {—1,0,1}.

Pfitom pro b = —1 dostaneme po Upravé kvadratickou rovnici
3a%? — a + 4 = 0, kterd nema nemd realné feseni, a podobné i pro
b = 0: ani rovnice a® — 3a + 4 = 0 nem4 reilné feseni.

Pro b = 1 dostaneme rovnici a? + a = a(a + 1) = 0, ktera ma
dvé feseni a € {0, —1}. Dostavame tak dvé dvojice (0,1) a (-1, 1),
jez vyhovuji dané rovnosti.

Ptedpokladejme dale, Ze 2b% — 3 > 0, a zjistéme, kterymi pfi-
rozenymi Cisly lze zlomky v (1) kratit.

Jestlize &islo n déli a® +1 a a — 1, musi délit i a® + 1 — (a +
+1)(a—1) = 2. Podobné jestlize ¢islo n déli 2b% — 3 a 2b — 1, musi
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délit i (2b — 1)(2b+ 1) — 2(2b% — 3) = 5. Vzhledem k tomu jsou
pravé ¢tyfi moznosti, jak dosdhnout rovnosti zlomkt v (1):

(i) a?+1=2b>—-3aa—1=2b—1; dosazenim a = 2b do prvni
rovnice dostaneme vztah 4b% 4+ 1 = 2b? — 3, ktery neplati pro
Zadné realné b.

(i) a?+1=2(2b2-3)aa—1=2(2b— 1); dosadime a = 4b — 1
do prvni rovnice, po Upravé dostaneme kvadratickou rovnici
3b%2 — 2b + 2 = 0, kterd nemé realna Yeseni.

(iii) 5(a®+1) = 2b?—3 a5(a—1) = 2b—1; dosadime a = £(2b+4)
do prvni rovnice, po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici
3b% — 8b — 28 = 0, jez mé celodiselné feSeni b = —2. Tomu
odpovida a = 0.

(iv) 5(a? + 1) = 2(2b% — 3) a 5(a — 1) = 2(2b — 1); dosadime
4 = %(4b + 3) do prvni rovnice a dostaneme kvadratickou
rovnici b2 —6b—16 = 0 se dvéma celo¢iselnymi kofeny b = —2
a b = 8, kterym odpovidaji hodnoty a = -1 aa = 7.

Uloze tedy vyhovuje celkem pét celoéiselnych dvojic (a, b):

0,1), (=1,1), (0,-2), (—1,—2), (7,8).

Jiné resSeni. Vyjdeme z upravené rovnosti (1), kterou napiseme
ve tvaru

2 b—3
=b4 ———. 2
a—1 2b—1 2)
Pro a < —1 a pro a > 3 zfejmé plati |a — 1[ > 2. Podobné pro
b < —21iprob> 3 plati

a+1+

0<%

Proto napfed vypocitdme hodnoty obou zlomka v (1) pro a €
€{-1,0,2,3} (a#1)abe {-2,-1,0,1,2,3}:

—1{ 0 (2]3 b —~2]—=1]0{ 1

< 1.

a 213
a2 +1 - - 2h% —~ 3

-t ef { e (BB ~1] 2 I13]<112]8
ia—1 2h -1 | 3 3
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Porovnanim obou tabulek nachazime ¢ty¥i feseni:
(-1,-2),(-1,1),(0,-2),(0,1).
Pro zbyvajici hodnoty a, b plati

b—3 2

__1< —
2b—1 a-1

=a+1-b<2,

takZe zbyvaji jen dvé moznosti: a+1—b=0neboa+1—-b=1.
Jestlize a = b — 1, dostaneme dosazenim do (2) kvadratickou
rovnici b2 — 9b + 8 = 0, kterda ma dvé celoéiselna feseni b = 1
a b = 8. Dostavame tak dalsi feseni (7, 8).
Pro a = b dostaneme dosazenim do (2) kvadratickou rovnici
b2 + 5b — 4 = 0, ktera zadné celoéiselné feseni nema.

2. Kazdy ze zbojnikli v n-¢lenné druziné (n > 3) naloupil urcity
pocet minci. VSech naloupenych minci bylo 100n. Zbojnici se roz-
hodli rozdélit korist nésledujicim zptisobem: v kazdém kroku da
jeden ze zbojnikid po jedné minci jinym dvéma. Najdéte vSechna
prirozena cisla n > 3, pro ktera po konecném poctu krokt mize
mit kazdy zbojnik 100 minci bez ohledu na to, kolik minci jedno-
tlivi zbojnici naloupili. (Jan Mazadk)

Reseni. Oznacme z; podet minci, které ma i-ty zbojnik (&isla z;
se v pribéhu déleni budou meénit).

Necht n = 3. Po libovolném kroku se nezmeéni zbytek dcisla
21— 29 pri déleni tfemi. Pokud tedy byly pocatec¢ni stavy napiiklad
z1 = 101, z9 = 100, a z3 = 99, nemize nikdy nastat rovnost
z1 = z9. Cislo n = 3 tedy uloze nevyhovuje.

Ukazeme, ze pro kazdé n > 4 a libovolné pocatecni hodnoty
z; dosdhneme po kone¢ném poctu vhodnych krokii stavu, v némz
bude mit kazdy zbojnik 100 minci.

Oznaéme s = Y |z; — 100|. Cislo s budeme zmensovat, do-
kud to bude mozné, tak, ze v kazdém kroku néktery ze zbojniki,
ktefi maji nejvice, da po jedné minci nékterym dvéma, ktefi maji
nejméné. Necht uz se takovym zpisobem ¢islo s neda zmensit.
Pokud s = 0, skoncili jsme.
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Pokud s # 0, méa néktery zbojnik 100 — k£ minci (kK > 0), k
zbojnikli ma po 101 minci a vSichni ostatni maji po 100 minci.
Pokud k£ > 2, zmensime hodnotu s ve dvou krocich:

100—-k%,101,101 — 100—k+1,102,99 — 100—£k+2, 100, 100.

Je-li k sudé, bude mit po %k takych dvojkrocich kazdy zbojnik
100 minci. Pokud je k liché, dostaneme se do stavu, v némz ma
jeden zbojnik 99 minci, jeden jich m4 101 a vsichni ostatni maji
po 100. Pak uz déleni snadno dokoncime:

99,100,100,101 — 99,101,101,99 —
— 99,102,99,100 — 100, 100, 100, 100.

Jiné reSeni. Pro neprazdnou mnozinu Z zbojniki oznacme r(Z)
rozdil mezi pocCty minci nejbohatsiho a nejchudsiho ¢lena mno-
ziny Z. Na pocatku vybereme nékterého nejbohatsiho zbojnika A
(libovolného z téch, ktefi naloupili nejvice minci) a oznacime Z
mnozinu zbyvajicich zbojniki. Pokud r(Z) > 2, da jeden z nej-
bohatsich zbojnikl ze Z minci nejchudsimu a minci zbojnikovi A.
Takto pokracujeme, dokud plati r(Z) > 2. ProtoZe pocet minci
zbojnika A stéle roste a minci je jen konecny pocet, po konec¢ném
poctu kroki bude r(Z) < 1.

Od tohoto okamziku v kazdém dalsim kroku za¢ne davat zboj-
nik A, dokud ma aspon 102 mince, po jedné minci dvéma nej-
chudsim. Nerovnost r(Z) < 1 pfitom zistava zachovana. Jakmile
nastane situace, ze zbojnik A ma méné nez 102 mince, jsou dvé
moznosti: Bud ma zbojnik A pravé 100 minci a déleni je skonceno;
anebo mé 101 minci, takze jeden ze zbojnikli musi mit 99 minci
a vSichni ostatni ze Z po 100. Déleni pak skonc¢ime stejné jako
v prvnim feSeni.
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3. V rovnobézniku ABCD se stfedem S oznacme O stied kruz-

nice vepsané trojiuhelniku ABD a T bod jejiho dotyku s thlopric-

kou BD. Dokazte, ze pfimky OS a CT jsou rovnobézné.
(Jaromir Simsa)

Reseni. Ozna¢me a = |AB|, b = |AD| a ¢ = |BD|. Ptipad a = b
je trivialni (tehdy obé pfimky OS a CT splyvaji s pfimkou AC),
budeme proto dale predpokladat, ze a > b (v pripadé a < b staci
vymeénit oznaceni vrcholi B a D).

Ozna¢me T’ obraz bodu 7' v soumérnosti podle stiedu S
(v niz A je obrazem bodu C'). Protoze CT' || AT’, je naSim ci-
lem dokazat, ze OS || AT’. Dosdhneme toho ovéfenim stejnoleh-
losti trojuhelniki AT'E a OSE, kde F je prisecik poloptimky AO
s uhlopfickou BD (obr. 1). Diky pfedpokladu a > b a tomu, ze AE
je osa thlu BAD, lezi bod E mezi body S a D stejné jako bod T’
(ten jakozto kolmy primét bodu O lezi mezi body E a D), zatimco
bod T” lezi mezi body S a B.

Obr. 1

Potiebnou (i postacujici) rovnost pomeért

|AO| _ |T'S|

— 1
OF| ~ [SEI &
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dokazeme tak, ze je vyjadfime pomoci délek a, b, c. Jak je znamo,

|DT|:{).._:}___;.__~—_Q, aproto
b+c—a a—2>b
T'S| = |TS| = < — _ ,

Z vlastnosti os hli v trojuhelnicich ABD a AE D plynou rovnosti
|BE|: |ED| = |AB|:|AD| a |AO|:|OE|=|AD|:|DE],

z nichz postupné dostaneme

ac be

BE| = —— DFE| = ——

l | a—+b a4 | ! a+b’
ac ¢ c(la—0b)

SE — BE — B e ——

ISE| = |BE| = |BS a+b 2 2(a+bd)’
A0 |AD| b a+b
|OE| ~ |DE| ~ bc — ¢

a+b

Poslednim zlomkem jsme vyjadfili hodnotu levé strany (1). Ukazme,
ze stejnou hodnotu ma i prava strana:

a—>b
7'S| 2 a+b
ISE| — cla—b) ¢
2(a+—)_

Tim je diikaz tvrzeni Glohy uzavien.

Jiné feseni. Oznac¢me 7’ bod dotyku kruznice vepsané troj-
uhelniku DBC se stranou BD. To je, jak je znamo, soucasné
bod, v némz se strany B dotykd kruznice k' pFipsand troju-
helniku ABD. Ozna¢me p polomér kruznice k vepsané trojuhel-
niku ABD a p’ polomér kruznice k’. Bod E lezi na spojnici stfedl
kruznic £ a k' i na jejich spoleéné teéné, je tedy stfedem stejno-
lehlosti obou kruznic. Proto plati rovnost

|ET'| p' a+b+c

|ET]  p a+b—c
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Oznac¢ime-li |ST'| = |ST| =z a |SE| = y, mame

a+b

b
S b aodtud =
z—y a+b-c Yy &

b

takze

|ET| z4+y a+b+c
|ES|  y A

Oznacime-li v velikost vysky trojuhelniku ABD z vrcholu A, plati

|[EA] v a+b+c |ET|
[EO| p ¢ |ES|

Tim je stejnolehlost trojuhelniki FAT" a EOS, a tedy i rovno-
béZnost primek AT’ a OS dokéazana.

Analytické reSeni. Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak,
aby A = [0,0], B = [1,0], D = [a,b]. Potom C = [a + 1,b],
5= [%(a +1), %b] Bod O ma stejnou vzdélenost od stran troju-
helniku ABD, proto jeho soufadnice vyhovuji soustavé rovnic

br—ay —br+la—1ljy+b

Ve Ja1rip

Oznac¢ime-li ¢ = \/(a — 1)? + b, d = Va? + b?, dostaneme

_[ a+d b }
le+d+1'c+d+11
Dale
a+d D—-B
T_B+(l_c+d+1> c |
1 (1-a)? /l1-a
- — — b +1)].
c+d+1[c+d+a ¢ ( c )]
Ovéfeni linearni zavislosti vektoru
a—+1 a+d b 2
S—O"[ 2 —c+d+1’§( _c+d+1)]
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a
d _(1—(1}2 l1—a
C—T:[a+1—c+ T 1- <L)
c+d+1 c+d+1

¢ili rovnosti

[(a+1)(c+d+1)—2a—2d](c+d— 1;(1) =

= [(a+ Dc+d+1)—c—d—a-+ Q—-_—C—Cl—)i](c+d—1)

je uz rutinni zalezitosti.

4. Na tabuli je napsano v desitkové soustavé celé kladné cislo V.
Neni-li jednomistné, smazeme jeho posledni ¢islici ¢ a ¢islo m,
které na tabuli zistane, nahradime ¢islem |m — 3c|. (Napfiklad
bylo-li na tabuli ¢islo NV = 1204, po tipravé tam bude 120—-3 -4 =
= 108.) Najdéte vSechna pfirozena cisla N, z nichz opakovanim
popsané upravy nakonec dostaneme cislo 0. (Peter Novotny)

ResSeni. Nejdfive zjistime, pro kterd ¢isla N dostaneme rovnou
nulu. Z¥ejmé |m — 3c| = 0, pravé kdyz m = 3¢ neboli N = 10m +
+ ¢ = 3le. V8echny nasobky N = 31c pro ¢ € {1,2,---,9} tudiz
uloze vyhovuji.

Dokéazeme, ze Gloze vyhovuji pravé vsechny prirozené nasobky
¢isla 31. Protoze ¢ = N - 10m, je m — 3c = 31m — 3N, takze po-
psana operace zachovava délitelnost ¢islem 31. Staci tedy ukazat,
7e z libovolného nasobku N = 31k, kde k& > 10, dostaneme popsa-
nou upravou vzdy mensi nasobek ¢isla 31. Pro takové N je ovsem
m > 31, m — 3¢ > 0, tudiz |[m—3c| = 31m--3N < 4N —3N = N.
Znamenéa to, ze po konecném poctu kroki dostaneme popsanou
Upravou néktery z deviti nejmensich nasobkt ¢isla 31 a nasledné
nulu. Tim je uloha vyfesena.

Pozndmka. Dé se dokonce ukézat, ze nerovnost |m —3c| < N plati
uz pro kazdé N > 20.
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5. Je dan rovnobéznik ABC D takovy, ze paty K, L kolmic z bodu D
po fadé ke strandm AB, BC jsou jejich vnitinimi body. Dokazte,
ze KL || AC, pravé kdyz

|[9SBCA| + |9ABD| = |[<BDA| + |XACD|.
(Jan Mazdk)

ResSeni. Stiidavé ahly ABD a CDB jsou shodné (obr. 2), proto
|SBCA|+|4ABD|+|¥ BDA|+|4ACD| = 180°. Rovnost | BCA|+
+ |FABD| = |<BDA| + |XACD| tedy plati, pravé kdyz

|XBCA| + |3 ABD| = 90°. (1)
D C
L
S‘f
A K B
Obr. 2

Body K a L lezi na Thaletové kruznici s primérem BD. Obvo-
dovy thel BDK je tedy shodny s ihlem BLK, a proto (vzhiledem
k rovnosti stiidavych thlt ABD a CDB)

|SBLK|+ |XABD| = |¥BDK| + |[<CDB| = 90°.
Piimky KL a AC jsou ov§em rovnobézné, pravé kdyz |4 BLK| =

= |4 BCA|, coz je podle predchozi rovnosti ekvivalentni rovnosti (1).
Tim je pozadovana ekvivalence dokazana.
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6. Najdéte vSechna kladna redlna cisla p takova, Ze nerovnost

Va2 +pb? + /b2 +pa? > a+b+ (p—1)Vab

plati pro libovolnou dvojici kladnych realnych cisel a, b.
(Jaromir Simsa)

Reseni. Pro dvojici a = b = 1 dostaneme pro parametr p > 0
nerovnici, kterou vyresime:

2y/p+12=2 p+1,

22 yp+l,

p< 3.

Ukézeme nyni, ze pozadovanou vlastnost ma kazdé p € (0, 3).
Pro p € (0,1) je zadana nerovnost splnéna triviadlné, nebot

vaz+pb?2>a, V/b2+pa2>b a (p—l)\/cESO.

Zabyvejme se proto dale pouze pfipadem p € (1, 3). Levou stranu L
dokazované nerovnosti mizeme chapat jako velikost dvou vektort
(a,by/D), (b,a\/p) € R?2, proto podle trojihelnikové nerovnosti

L =+/a® + pb? + /b2 + pa® = |(a,b\/p)| -+ | (b, ay/P)| >
> [(a+b,(a+b)p)| = (a+b)1+p (1)

Pro pravou stranu P pomoci nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym primérem naopak dostavame horni odhad

a - 1
P=a+b+(p—1)\/cE§a+b+(p~l)—L§-lz: (p+ )2(““’),

Nerovnost I > P je tak dokazana, nebct silnéjsi nerovnost

(a+b)V/prls (p+ 1)2(a+b)

je ekvivalentni s nerovnosti +/p + 1 < 2, jez je pro kazdé p € (1,3)
zfejmé splnéna.
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Pozndmka.
Odhad (1) dostaneme téz pouzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerov-

nosti pro dvojice (a,b,/p) a (1,/p): z nerovnosti

a+pb < /a2 + pb? - /1 + p,

plyne prvni z nerovnosti

Vva? + pb? >

a + pb

V1 p’

druhou odvodime analogicky.

V% + pa? >

b+ pa

v1i+p

bl
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2013-2014

Kategorie A

A-I-1. Cislo n je souinem ti{ (ne nutné rtznych) prvocisel.
Zvétsime-li kazdé z nich o 1, zvétsi se jejich soucin o 963.
Urcete puvodni ¢islo n. (Pavel Novotny)

A-I-2. Pro libovolna kladna realna ¢isla x, y, z dokazte nerovnost

1 1 1 T 2 2. &
(m+y+z)<—+—+—) <m?, kdem = min (—+y+—,g+—+—).
xT Yy =z y z2 T T Y 2
Zjistéte rovnéz, kdy v dokazané nerovnosti nastane rovnost.
(Jaroslav Svrcek, Jaromir Simsa)

A-I-3. Ozna¢me I stfed kruznice vepsané danému trojihelniku
ABC'. Predpokladejme, Ze kolmice na pfimku C'I vedena bodem [
protne pfimku AB v bodé M. Dokazte, ze kruznice trojihelniku
ABC opsana protne usecku CM ve vnitinim bodé N a ze primky
NI a MC jsou navzajem kolmé. (Pavel Novotny)

A-I-4. Oznacme [(n) nejvétsiho lichého délitele cisla n. Urcete
hodnotu souctu

W) +1(2) +1(3) + --- + 1(22013).

(Michal Rolinek)

A-1-5. Kolika riznymi zplisoby mizeme vydlazdit plochu 3 x 10
dlazdicemi 2 x 1, lze-li je pokladat v obou navzajem kolmych smé-
rech? (Stanislava Sojdkovd)

A-I-6. V roviné daného trojihelniku ABC urcete vSechny body,
jejichz obrazy v osovych soumérnostech podle pfimek AB, BC,
C A tvofi vrcholy rovnostranného trojithelniku. (Pavel Caldbek)
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KATEGORIE B

B-I-1. Kazdému vrcholu pravidelného 63thelniku pfifadime jedno
z Cisel 1 nebo —1. Ke kazdé jeho strané pfipiSeme soudin &isel
v jejich vrcholech a vSechna ¢éisla u jednotlivych stran se¢teme.

Najdéte nejmensi moznou nezapornou hodnotu takového souc¢tu.
(Pavel Caldbek)

B-I-2. Urcete vSechny dvojice (z,y) realnych ¢isel, které vyhovuji

nerovnici " y )
r vy
(z + y)< + y) (y + )
(Jaroslav Svréek)

B-I-3. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojihelniku
ABC'. Na polopfimkiach BC a AC zvolme po fadé body FE a F
tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokaite, Ze body
C, E, F a stfed I kruznice vepsané trojuhelniku ABC lezi na téze
kruznici. (Jaroslav Svrcek)

B-I-4. Dana napsala na papir trojmistné cislo, které pri déleni
sedmi dava zbytek 2. Pfehozenim prvnich dvou ¢islic vzniklo troj-
mistné ¢islo, které pii déleni sedmi dava zbytek 3. Cislo vzniklé
prehozenim poslednich dvou éislic ptivodniho ¢isla dava pfi déleni
sedmi zbytek 5. Jaky zbytek pii déleni sedmi bude mit ¢islo, které

vznikne pfehozenim prvni a posledni ¢islice Danina ¢isla?
(Pavel Novotny)

B-I-5. V roviné jsou dany body A, T, U tak, ze ihel ATU je
tupy. Sestrojte trojihelnik ABC, ve kterém 7', U jsou po fadé
body dotyku strany BC' s kruznici trojihelniku vepsanou a pri-
psanou. (Kruznici pfipsanou tu rozumime kruznici, kterd se kromeé
strany BC dotyka i polopfimek opacnych k polopfimkam BA
aCA.) (Sdrka Gergelitsovd)

B-I-6. Najdéte nejmensi redlné cislo r takové, ze tyc¢ o délce 1
1ze rozlomit na &tyfi ¢asti délky nejvyse r tak, aby ze zaddnych t¥i
téchto ¢asti neslo slozit trojihelnik. (Jan Mazdk)
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C-I-1. Urcete, jaké nejmensi hodnoty miize nabyt vyraz V =
= (a—0b)2+ (b—c)? + (c—a)?, spliuji-li realna ¢isla a, b, ¢ dvojici
podminek

a + 3b+ c =6,
—a+ b —c=2.

(Jaroslav Svréek)

C-I-2. V roviné jsou dany body A, P, T nelezici v pfimce. Se-
strojte trojuhelnik ABC tak, aby P byla pata jeho vysky z vr-
cholu A a T bod dotyku strany AB s kruznici mu vepsanou. Pro-
vedte diskusi poctu feSeni vzhledem k poloze danych bodii.
(Pavel Leischner)

C-1-3. Cislo n je sou¢inem t¥i réiznych prvocisel. Zvétsime-li dvé
mensi z nich o 1 a nejvétsi ponechame nezménéno, zvétsi se jejich
soucin o 915. Urcete cislo n. (Pavel Novotny)

C-I-4. Ve c¢tverci ABCD ozna¢me K stied strany AB a L stfed
strany AD. Use¢ky KD a LC se protinaji v bodé M a rozdéluji
¢tverec na dva trojuhelniky a dva ¢tyruhelniky. Vypoctéte jejich
obsahy, jestlize isecka LM ma délku 1 cm. (Leo Bocek)

C-I-5. Dokazte, ze pro kazdé liché prirozené cislo n je soucet
nt 4+ 2n? + 2013 délitelny &islem 96. (Jaromir Simsa)

C-I-6. Sachového turnaje se zacastnilo 8 hract a kazdy s kazdym
odehral jednu partii. Za vitézstvi ziskal hra¢ 1 bod, za remizu
pul bodu, za prohru zadny bod. Na konci turnaje méli vSichni
Ucastnici rizné pocty bodu. Hrac, ktery skonéil na 2. misté, ziskal
stejny pocet bodt jako posledni ¢tyfi dohromady. Urcete vysledek
partie mezi 4. a 6. hra¢em v celkovém potadi.  (Vojtech Bdlint)



