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MUJ ZDRAVY ROZUM A NEKONECNO

EMIL CALDA

Zustane-li vam rozum nad nééim stdt,
je to znament, Ze ho stale jesté mate.

Uvedenym nazvem bych rad naznadcil, Ze zdravy rozum v sou-
casné dobé porad jesté mam, i kdyz o tom pochybuji stale Casté&ji.
Snad bych mél také podotknout, Ze k problematice mého zdravého
rozumu se ¢asto vyjadruje i ma zena, ale pro nasledujici ivahy neni
zapotiebi, abych zde jeji zavéry reprodukoval.

S nekonecnem jsem meél potize uz v dobé, kdy jsem udcil na
stfedni Skole. Na jedné mé vyucovaci hodiné, ve které jsme probi-
rali limitu posloupnosti a na které byla jako hospitujici pfitomna
zastupkyné feditele (aprobace matematika, deskriptivni geomet-
rie), jsem nékolikrat pouzil formulaci ,n jde do nekoneéna“. Pfi
nasledném pohovoru jsem se dovédél, Ze bych to fikat nemél, pro-
toze nekonecno by mohlo v Zacich vzbuzovat dojem, zZe existuji
véci nepoznatelné, které — jak jisté vim — neexistuji. Taky by se
pry mohli domnivat, Ze tam — nedej panbu! — sidli Biih, a Ze bych
mél proto radéji fikat ,,n roste nade vSechny meze“. Pomyslel jsem
si, ze Bih by mohl sidlit i nade vSemi mezemi, ale vzmohl jsem
se jen na namitku, Ze je to obvyklé réeni, a to i v matematice
socialistické. Dovolil jsem si dokonce oponovat, Ze si nemyslim, Ze
kdyz o nécem nebudeme mluvit, tak ze to nebude existovat. Byl
jsem tenkrat jesté mlady a myslel jsem si, Ze argumenty mohou
nékoho presvédcit. Nicméné vSak od této doby vzdy, kdyz byla
ve tfidé hospitace, ,rostlo n nade vSechny meze“ a do nekone¢na
chodivalo jindy.

V soucasné dobé jsem se s nekonecnem vyrovnal - jednim z di-
vodu je, Ze se tam asi brzy odeberu. Nicméné vSak mij zdravy
rozum se s nékterymi nepochybnymi fakty, kterd se nekonecna
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tykaji, vyrovnat nedokazal a stile se jim divi. Nékteré z nich se
pokusim ukazat navzdory tomu, Ze jde o matematické vysledky
dobre znamé.

Prvni ukazkou je téleso, které ma konec¢ny objem a nekonecny

1
povrch. Predstavme si valec s polomérem podstavy rovnym 2

a vyskou 2, na jehoz horni podstavu postavime druhy s polomérem
podstavy 12 vyskou 4 tak, Zze osy obou valcl splyvaji. Stejnym
zpusobem pripojime k témto dvéma valcim tfeti, jehoZ polomér

podstavy je 3 a vyska 8, na tyto tfi postavime étvrty s polomé-
1 :
rem podstavy 16 2 vyskou 16 a timto zpuisobem pokracujeme tak,

1
aby polomér podstavy n-tého valecku byl o a jeho vyska byla
n

rovna 2n. Pro objem V,, a obsah §,, plasté n-tého valce ziejmé

plati
2
1 T
Vn:’lf' (2—n> anz—n-

1
Sn=2ﬂ'<'2—ﬁ)'2n:27f.

Je zfejmé, Zze pro objem V a obsah S plasté télesa tvoreného ne-
konecné mnoha témito valecky dostaneme:

255 SURESY L S VS FRNESLUM, B
n=1 E 4 8 2n

oo
S=ZSn=27r-(1+1+~-+1+...)=oo
n=1

Zjistili jsme, ze objem vzniklého télesa je roven 7 a je tedy ko-
neény, zatimco obsah jeho plasté kone¢ny neni. Kazdému, kdo
néco vi o nekonecné geometrické radé, je to naprosto jasné, ale
mij zdravy rozum, ktery se mi pofadd nedari potlacit, se proti
tomu vzpouzi.
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Predstav si, povida, Ze polomér podstavy i vyska kazdého va-
lecku jsou ddny v centimetrech a Ze mdme plechovku, ve které je
7 cm3 barvy. Predstav si ddle, Ze viechny vdlecky jsou duté a Ze
v jejich podstavdch jsou otvory, kterymi jsou propojeny, takze
barva, kterou prelejeme z plechovky s objemem mcm3 do wvaZo-
vaného télesa, vyplni cely jeho objem. Neobarvi vsak celou jeho
vnitini plochu, nebot jeji obsah je nekonecny. Neni to divné? Je
mozné, aby kapalina zcela vypliujici duté téleso nesmacela cely
jeho vnitrek?!

Chcete-li tuto avahu zpochybnit argumentem, Ze uvedené té-
leso je konstruovatelné pouze myslenkové a ze se neda realizovat,
takze tato situace viibec nemiize nastat, zdravy rozum vam na-
mitne, Ze ani v myslenkovych experimentech by zadny rozpor byt
nemél. A tak se chvili dohadujete, az vas to oba prestane bavit
a k Zadnému sblizeni rozdilnych stanovisek nedojde. Zdravy ro-
zum jen tak nepresvédcite, i kdyz se miize stat, ze v ojedinélych
pripadech uspésni budete.

Mné se napiiklad podarilo dosahnout toho, Ze miij zdravy ro-
zum uz se nedivi tomu, ze soucet nekonec¢né mnoha kladnych sdi-
tanct nemusi byt nekonecné velky, ale Ze miize byt roven urcitému
¢islu. Pochopil to na pfikladé nekonecné geometrické rady s kvo-
cientem |g| < 1, tj. Fady, pro jejiz ¢leny a, je lima, = 0. To vSak
mélo za nasledek, ze se zacal domnivat, ze soucet kazdé rady, je-
jiz ¢leny konverguji k nule, je urcité ¢islo a neni tedy nekonec¢né
velky. Chcete-li mu ukazat, Ze se myli, vezmete nejspis harmonic-
kou fadu a dokaZete mu, Ze tato fada diverguje k nekone¢nu. Pro
zajimavost si ditkaz tohoto tvrzeni ukdzZeme, a to v jiné podobé,
nez byva obvyklé.

1\".
Vyjdeme z toho, Ze vime, Ze posloupnost (1 + — | jerostouci
n
a Ze ma za limitu &islo e. Znamenéa to, Ze pro vSechna pfirozena

1\" 1
¢isla n plati (1 s 5 ——> < e, neboli n - In (1 + E) < 1, to je
n

1 . ’ ! 4 N
— > In(1 + 1/n). Z této posledni nerovnosti dostavame, Ze pro
n
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vSechna n plati:

T4 st s bt = >
2 3 n
1 1 1
>In24+hn{l4+=)+hn({l+=-)+---+In{14+—-|=
2 3 n
—miimdimi 2
=lns+ng 5 =
2:3:4-...-(n+1)
= In 5.5, =In(n+1).

Tento vysledek znamena, Ze rostouci posloupnost ¢astecnych soucti
harmonické fady neni shora omezena, takze tato fada diverguje
k plus nekonecénu.

Dtiikaz jste zdarné dokoncili, ale uz se o slovo hlasi zdravy
rozum. Predstav si, pmvz’ Ze z turdého papz’ru vystrihneme ctve-
recky, jejichz obsah v dm? je postupné 1, 1 2 3, }1, o %, -
témito cCtverecky budeme pokryvat plochu strahovského stadionu.
Vzhledem k tomu, Ze posloupnost cdastecnich souctid harmonické
rady je rostouci a neni shora omezend, po jisté dobé celou plochu
pokryjeme. To bych tedy rdd vidél, fekne s ironickym tsmévem,
a Ceka, co vy na to. A miZete mu vykladat, co chcete, stejné jeho
pochybnosti nevyvratite.

K ukézce, Ze soucet nekonecné fady miize byt nekonecny, i kdyz
jeji Cleny konverguji k nule, se harmonicka fada pouziva velmi
casto. Nevyhodou je, Ze k dikazu tohoto tvrzeni jsou zapotfebi
znalosti pfekracujici ramec stfedni Skoly. Existuji vsak jiné fady
tohoto typu, jejichz divergence se dokaze snadnéji.

1
n; Vn+y/n+1
verguji k nule, ze vztahu

e - VETI- VR

dostaneme, Ze pro jeji ¢asteény soucet s, plati

n = (V2= V) + (V3- v2)+ (VAFI- V) = aFI-1

, aze

Vezmeme-li naptiklad fadu , jejiz ¢leny kon-
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Rostouci posloupnost ¢astecnych soucti této fady neni tedy shora
omezena, coz znamena, ze dana fada diverguje k plus nekone¢nu.

Se souCtem nekonecné fady se také setkavame ve znamém
Zenonoveé paradoxu o Achillovi a Zelvé. Na zacatku bézeckého
utkani se Achilles nachéazi v bodé A, Zelva v bodé Z; ve vzda-
lenosti d od bodu A a oba se v dany okamzik daji do pohybu
po piimce AZ; — Achilles za Zelvou rychlosti u, zelva od Achilla

d

rychlosti v < w. Achilles pfibéhne do bodu Z; za dobu ¢t; = —,

u

ale Zelva uz tam nebude, protoze za tuto dobu se premistila do
d

bodu Z,, jehoz vzdalenost d; od bodu Z; je v - o Achilles po-

kracuje ve stihani a z bodu Z; se pfemisti do bodu Z; za dobu

d d v
iy = L = 2.2 Timto zpusobem se Achilles Zelvé stale priblizuje,
U U u

ale podle Zenéna ji nikdy nedohoni, protoze vzdy, kdyZ pribéhne
do bodu, kde byla, uz v ném nebude. Nasledujici vypocet nam sice
nefekne, kde je chyba v Zendnové uvaze, ale umozni nam dobu,
za kterou Achilles zelvu dohoni, urcit. Pro tuto dobu 7', ktera je
rovna souctu nasledujici nekonecné rady, plati

T=t1+ta+tz3+---=

d d v d (v>2 d (v)3
== = = f = =2l = o v w2
u u u u u u u

=d- (u—v)

nebot kvocient Z— této geometrické fady je kladny a mensi nez
d

uU—v
znamenejme, Ze ke stejnému vysledku bychom dosli snadnéji, kdy-
bychom si pfedstavili, Ze Zelva stoji a Achilles se k ni priblizuje
rychlosti © — v. Mné ani mému zdravému rozumu neni jasné,
pro¢ néktefi autofi povazuji tento vypocet za vyvraceni Zend-
novy uvahy — tento vypocet pouze potvrzuje to, Ze Achilles Zelvu
dohoni, a to vime i bez poéitani. (Pouceni o tom, jak se k tomuto
problému stavi patamatematika, mohou zajemci najit v [1].)

jedna. Achilles tedy Zelvu dohoni, a to za dobu T = . Po-
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Doufam, Ze z feCeného vyse bylo vidét, Ze zdravy rozum, ktery
zde v nékterych pfipadech zastupoval i nazory stfedoskolskych
studenti, to pri setkani s nekoneénem nemiva lehké. A to pred
nim skryvam poznatky o tom, Ze na rizné dlouhych Useckach je
stejné bodil, a uz vibec se ho neodvazuji seznamit s paradoxem
Banacha a Tarského, ktery pravi, Ze dvé koule o raznych polomé-
rech je mozné rozlozit na stejny koneény pocet disjunktnich ¢asti,
které jsou navzajem shodné! Zdravy rozum vznikl béhem historie
pfi préaci lidi s mnozZinami koneénymi — pocet mamuti, které pasl
praclovék, byl vzdy konecény a pocet Zen svedenych Donem Jua-
nem také nekonec¢ny nebyl. Nechtéjme proto na zdravém rozumu,
aby nam radil, kdyz jde o nekone¢no, a budme radi — i kdyz ma
fadu nedostatki — Ze ho mame!
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