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O JISTE SOUSTAVE NELINEARNICH ROVNIC

ALES KoBzaA

S problematikou feseni soustav rovnic se stfedoskolsti studenti
setkavaji zpravidla hned v prvnim ro¢niku v ramci celku vénova-
nému studiu rovnic a nerovnic. Znalosti a dovednosti zde ziskané
pak casto uplatni v navazujicim ucivu. Jako priklad 1ze uvést ana-
lytickou geometrii. Jejimi prostfedky je totiz mozné fadu probira-
nych geometrickych tloh prevést pravé na problém feSeni soustav
rovnic, které casto byvaji také nelinearni. Jsou-li vSak nelinearni
vSechny rovnice uvazované soustavy, muize byt feseni takového sys-
tému obtiznéjsi. V tomto ¢lanku budeme vénovat pozornost feseni
soustavy tvorené rovnicemi

® +y? = 25, 1)
doe — Ay + 2y =8 (2)
v R x R a rozebereme v ném nékolik zpisobi, kterymi ji lze se

stfedoskolskymi studenty vytesit.

1. feSeni
P1i mechanickém postupu byva bézné uziti tzv. dosazovaci me-
tody. Upravou rovnice (2) dostaneme

y(x—4)=8—4x.
Kdyby = = 4, byla by posledni rovnice tvaru Oy = —8, coz by byl
spor. Proto je x # 4, takZe mizeme vyjadrit
_ 8—dx
 x—4

3)

a dosadit do rovnice (1). Rutinnimi ekvivalentnimi apravami rov-

nice )
—4
x2+(8 x) — 25
r—4

Y
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obdrzime algebraickou rovnici tvaru
z* — 82 + 72?4+ 1362 — 336 = 0. (4)

K jejimu feSeni ale nemame zadny obecny algoritmus, ktery by byl
pro vypocet se stredoskolskymi studenty pouzitelny. Rovnici ¢tvr-
tého stupné tedy dokazeme Tesit pouze ve speciadlnim pripadé. Lze
napiiklad najit vSechny racionalni koreny takové rovnice, ma-li
racionalni vSechny koeficienty, coz je nas pripad. Jejich odstépe-
nim pak nésledné miiZzeme snizit stupen algebraické rovnice, kte-
rou zbyva doresit. Je tedy patrné, ze zvoleny postup FesSeni neni
jednoduchy ani numericky pohodlny. Nechceme-li vSak na pokra-
¢ovani v feseni zadané soustavy zapocatym zplisobem rezignovat,
potfebujeme najit racionalni kofeny rovnice (4). K tomu existuje
algoritmus, ktery se na nékterych skolach vyucuje. Plyne z néj,
Ze v8echny raciondlni kofeny rovnice (4) jsou dokonce celoéiselné,
pfiGemz musi byt déliteli ¢isla 336 (téch v Z existuje 40). Abychom
se vyhnuli pomérné dlouhému testovani popsanych moznosti, pro-
vedeme uvahy, které je mozné udélat dokonce i se studenty, kteri
zminéné vlastnosti algebraickych rovnic neznaji.

Piedpokladejme, Ze 2 € Z je kofenem rovnice (4). Z vyjadieni
(3) dostavame, ze y € Q. Ze tvaru y*> = 25 — 22 navic plyne, Ze
y? € Z. Kdyby tedy y € Q — Z, muselo by také y?> € Q — Z, coz,
jak jiz vime, neni mozné. Tato skuteCnost znamend, ze nejprve
potfebujeme zadanou soustavu vyftesit v Z x Z. To lze vyhodné
provést pomoci tpravy rovnice (2) do soucinového tvaru

(z—4)(y+4)=-8. (5)

Oba ¢initelé vystupujici na levé strané rovnice (5) jsou ziejmé celo-
C¢iselni. Proto musi byt ¢islo # — 4 rovno nékterému z celociselnych
déliteld c¢isla —8, tzn.

(x —4) € {£1;£2; +4; +8} . (6)
Vidime tedy, Ze stac¢i projit ,pouze“ 8 piipadl a to je vyrazné
méné nez vyse zminéngch 40  kandidatt“ na kofeny rovnice (4).

Vlastni vypocet je pak nasledujici. Na zakladé informace (6) na-
jdeme vzdy odpovidajici hodnotu x, jejim dosazenim do vyjadfeni
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(3) ziskdme pFislusnou hodnotu y a pro dvojici takto nalezenych
¢isel x, y provedeme dosazenim do rovnice (1) zkousku, zda spliiuji
rovnéz tuto rovnici. Postupnym opakovanim popsaného procesu
obdrzime vSechna Feseni soustavy rovnic (1) a (2) v Zx Z. Zjistime
tak, Ze existuji pravé dvé a to usporddané dvojice [3;4] a [—4; —3].

Zbyva nam jesté doresit uvazovanou soustavu v R x R. Vy-
délenim polynomu z levé strany rovnice (4) souc¢inem jeho dosud
nalezenych kofenovych ¢initeld (z — 3) (xz 4+ 4) upravime rovnici
(4) do soucinového tvaru

(z—3)(z+4) (z* — 9z +28) =0.

ProtozZe je diskriminant rovnice x? — 9z + 28 = 0 zéporny, nemé
tato rovnice zadny realny koren. To tedy znamend, ze mnozina
v8ech kofenti soustavy rovnic (1) a (2) v R x RiZ X Z je stejnd
a sice K = {[3;4],[—4; -3]}.

2. feseni

Pokud se na rovnice feSené soustavy podivame geometricky, spa-
tfime v nich vyjadieni znamych kuZelosecek. ReSeni, kterd sou-
stavé rovnic (1) a (2) vyhovuji, pak popisuji spoleéné body obou
téchto kuzelosecek. Rovnice (1) pfedstavuje stfedovou rovnici kru-
Znice, kterd ma stfed v pocatku soustavy souradnic a ma polomér
5 j. Druhou rovnici soustavy pak mutzeme stejné jako v prvnim
FeSeni vySe upravit do tvaru (3), ktery je predpisem linedrni lo-
mené funkce, jejimz grafem je rovnoosa hyperbola. Déle plati

_8—dx  —A4(r—4)-8 4 8

r—4 x—4 N x—4

Odtud vidime, Ze tato hyperbola mé stfed v bodé [4; —4] a jejimi
asymptotami jsou primky o rovnicich x = 4 a y = —4. Soustavu
rovnic (1) a (2) tedy mizeme Tesit téz graficky (viz obrazek 1) tak,
ze najdeme vSechny priseciky obou kuzelosecek, jejichz charakte-
ristiky jsme vysSe popsali. Je tfeba zdiraznit, Ze pfi tomto postupu
je potiebna peclivost a je nezbytné urcit vice bodt, kterymi kazda
z kuzelosecek prochazi, abychom pocet jejich pruseciki a hlavné
jejich polohu urcili presné.
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Obr. 1

Tento postup miize byt pro studenty poucny, protoze obvykle
jsou zvykli pracovat opaéné. Casté totiz byva fadu geometrickjch
uloh prostfedky analytické geometrie prevést na problém alge-
braicky a zejména priiseciky ruznych atvari uréovat vypoctem.

3. feseni

Posledni feseni, které uvedeme, bude opét Cisté algebraické. Ten-
tokrat ovsem provedeme takova vyjadfeni a vyuzijeme vhodné
substituce, abychom se vyhli potfebé feseni algebraické rovnice
vyssiho nez druhého stupné. Hlavni myslenkou tohoto postupu
jsou nasledujici ,trikové“ tpravy rovnic feSené soustavy

P+ =25 o 2 —2y+y? =25—2zy & (z—y)° =25—2ay
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de—dy4+aoy=8 & zy=8—-4(xz—y).

Oznacme jesté
ey (7

s = zy. (8)

Soustava rovnic (1) a (2) je tedy ekvivalentni se soustavou rovnic

r? =25 —2s (9)

s =8 —A4r. (10)

Tuto soustavu ovSem pomérné snadno vytesime, kdyz z (10) dosa-
dime za s do (9), ¢imz obdrzime kvadratickou rovnici v proménné
r tvaru

2 =25-2(8—4r) & 1> -8 —9=0.
Vzhledem k tomu, Ze 2 — 8 — 9 = (r —9) (r + 1), jsou jejimi
kofeny ¢isla r1 = 9 a ro = —1. Z (10) pak vypocteme, Ze s; =
= —28 a sy = 12. Dosazenim do substitu¢nich rovnic (7) a (8) pak
dostaneme soustavu rovnic pro hledané nezndmé = a y. V prvnim

pfipadé ze (7) dostdvdme 9 + y = x, takZe po dosazeni do (8)
mame

9\* 31
-28=094+y)y < 0y2+9y+28<y+2> +Z>0’

coz je spor. Ve druhém piipadé ze (7) zjistujeme, Ze
y—1l=u, (11)
proto po dosazeni do (8) vychazi

R2=(y-1y & 0=y’—y—12=(y—4)(y+3).
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Takze y; = 4 a y2 = —3. Konec¢né odpovidajici hodnoty nezndmé
x nejrychleji uréime z vyjadfeni (11). V souladu s pfedchozimi
feSenimi i nyni dostavame x1 = 3 a 5 = —4.

Pozorny ctendf si jisté vsSiml, ze zadna z vylozenych metod
neni univerzalni a ze vzdy bude existovat pfiklad soustavy rov-
nic, ktera prislusnym zptsobem nebude Fesitelna. Tato soustava
pritom muze byt ,jen nepatrné“ odlisna od vyse feSené soustavy
rovnic (1) a (2). Ilustrujeme to na néasledujicich pfikladech, je-
jichz pfipadny detailni rozbor (s vyuzitim vySe popsanych metod
feSeni) jiz ponechdme na ¢tenafi. Kazdy z téchto piikladt pii-
tom dostaneme ,pouze drobnou® zménou koeficient rovnice (2),
pri¢em? prvni rovnici soustavy bude vzdy rovnice (1). Témito pfi-
klady zdiraznime skutec¢nost, ze i ,,velice mala* odlisnost v jediné
z rovnic uvazované soustavy muze znamenat ,,podstatnou” zménu
v poctu a vlastnostech jejich kofenti a z tohoto diuvodu také v me-
todé jejiho feSeni.

Jak bylo vySe uvedeno, zplisobem vylozenym v 1. feSeni lze
doresit uvazovanou soustavu jen diky skutecnosti, ze mé dva ko-
feny v Q x Q. Je mozné se presvédcit, ze postupem, ktery byl prfi
tomto reseni proveden, nelze vyfesit napf. soustavu rovnic

> +y?=25 a z—y+axy=-31,

protoze v Q x Q nemé Zadny kofen. Pro tuto soustavu se vsak
dé4 graficky (viz 2. zptisob feSeni) ukdzat, Ze nemé zadné Feseni
ani v R x R (pfislusné kuzelosecky nemaji zadny spoleény bod
a jsou od sebe ,dostatecné vzdalené®, takze je grafické feseni ,,pri-
kazné“). Také ji lze Fesit pomoci postupu provedeném pii 3. FeSeni.

Podle vyse uvedeného se da také ukazat, Zze ani soustava rovnic

22+1y?=25 a doe—4dy+ay=15

nemd v Q x Q zadné feSeni (a nelze ji tudiz vyfesit 1. zptisobem).
Pii grafickém feSeni lze zdavodnit, Ze tato soustava ma v R x
x R pravé dva kofeny, ale pouze s vyuZitim grafu je ur¢ime jen
priblizné. Pokud bychom k feSeni této soustavy pouzili postup ze
3. feseni, nalezli bychom pfesné hodnoty jejich kofeni, které jsou
v obou proménnych iracionalni.
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Samoziejmé ani 3. zpusob FeSeni neni univerzalni. Nemohli
bychom jej aplikovat napf. na feSeni soustavy rovnic

249 =25 a 2o +y—ay=22,

nebot druhd rovnice této soustavy nevykazuje ,,potfebnou symet-
rii“, diky které jsme mohli zavést substituci (viz (7) a (8)). U této
soustavy je vSak mozné s vyuzitim pristupu ze 2. feSeni ukézat,
7ze v R x R nemé feseni.

Jednotlivé metody feSeni uvazované soustavy, které jsme
v tomto textu vylozili, tedy sice nedavaji navod k feSeni jakékoliv
soustavy rovnic, pfesto se mohou vzajemné dopliovat a jejich vy-
klad miize byt pro studenty zajimavy a obohacujici. Pozoruhodné
na nich muize byt rovnéz propojeni vice oblasti u¢iva matematiky
a poukazani na jejich vzajemné souvislosti.

Abstract

We consider system of two nonlinear equations. The aim of this pa-
per is to present three different methods for solving this problem.
Finally we discuss advantages and drawbacks of used methods. It
is shown that none of them is universal.
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