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CO S NEJEDNOZNACNYM ZADANIM
SLOVNEJ ULOHY?

MATUS HARMINC, JANA CHUDA

Odpoved na otazku v nézve je zrejmé: zadanie mé byt jed-
noznacné. V tomto ¢lanku sa budeme zaoberaf jednou tlohou
o dotykajtcich sa kruzniciach v obdlzniku. Jav, ktory pomocou
nej chceme rozdiskutovat, sa méze pritrafit hocikomu, kto tvori
a formuluje slovné tlohy z matematiky. Ucitelia zédkladnej alebo
strednej skoly to robia bezne napriklad pri priprave tloh v kontrol-
nych pisomkach. Chceme podat navod pre riesitela takejto tlohy
i naSe stanovisko k tomu, ako jej rieSenie zhodnotit.

Uloha, o ktorej pojedname, sa objavila v 55. roéniku Mate-
matickej olympiddy, v krajskom kole kategdrie C. V rieSeniach
sttaziacich sa ukdzalo, Ze vyklad jej zadania nie je jednotny. Naj-
prv uvedieme zadanie tejto tlohy, aby mohol ¢itatel skisit néjst
v jeho formulécii samostatne to, ¢o sposobilo nejednoznacnost vy-
kladu, neskor aj jeho korektné formulacie odpovedajice spésobom,
ktorymi bolo pochopené.

Zadanie ulohy

Slovenska verzia:

,Kruznice k, [ s vonkajsim dotykom leZia obe v obdlzniku ABCD,
ktorého obsah je 72cm?. Kruznica k sa pritom dotyka stran CD,
DA a AB, zatial €o kruznica [ sa dotyka stran AB a BC. Urcte
polomery kruznic k a [, ak viete, Ze polomer kruZnice k je v cen-
timetroch vyjadreny celym ¢islom“ (SKMO, 2006: s. 2).

PretoZe nasa tvaha sa tyka aj ¢eského variantu zadania tlohy,
uvadzame aj znenie Ceskej verzie zadania tlohy.
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Ceské verzia:

,Kruznice k,l s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABCD,
jehoz obsah je 72cm?. Kruznice k se pifitom dotyka stran CD,
DA a AB, zatimco kruZnice [ se dotyka stran AB a BC'. Urcete
poloméry kruznic k a [, jestlize polomér kruznice k je v centimet-
rech vyjadfen celym ¢islem® (MO, 2006: s. 1).

D C D C

C

Obr. 1 Obr. 2

Vzorové autorské riesenie uvadzalo, ze tloha mé prave dve
rieSenia. Citujeme pokyny k hodnoteniu tlohy: ,,Za uplné riese-
nie dajte 6 bodov bez ohladu na to, ¢ riesitel urcil jediné dve
moznosti vypoctom, alebo z piatich mozZnosti vylucil postupne tie,
ktoré nevyhovuji dangm podmienkam. Za kazdé nesprdvne riese-
nie (napriklad ked Ziak uvedie ako mozny vysledokr =5, s =1/5)
strhnite bod“ (SKMO, 2006: s. 3). Pokyny v ¢eStine sa od sloven-
skych 1isili len pouzitym jazykom.

Domnievame sa, ze aj samotni opravovatelia tejto tlohy jej
korektnost a tplnost rieSenia definovali rézne. Napriek tomu, Ze
plny podet bodov mali davat za obe pripustné riesenia, objavili sa
6-bodové riesenia, v ktorych bolo uvedené len jedno riesenie z toho
dévodu, Ze ziaci interpretovali zadanie tilohy tak, Ze sa jednotlivé
kruznice dotykaju len tych stran obdlznika, ktoré st explicitne
vymenované.

Pokyny na opravovanie a hodnotenie nie st z nasho pohladu
najs$tastnejsie. Myslime si, Ze ak riesitelia tlohy chépu nieco inak,
nez ofakavaji autori tlohy (resp. tilohova komisia MO), nezna-
mena to, zZe je to neopravnené, v rozpore so zadanim alebo z ne-
pozornosti. Skor sme toho néazoru, ze ak jednu, nizsie uvedenu
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moznost z Gvah vyradili na zadklade svojej, logicky zdévodnenej
interpretacie zadania tlohy, tak mali ziskat plny pocet bodov.

Co bolo potrebné k vyrieSeniu tlohy

Skiisme sa zamysliet, ¢o sa touto tlohou sledovalo a ako to odzr-
kadloval oficidlny nédvrh bodového hodnotenia. Na vyrieSenie tejto
tlohy bolo potrebné uvedomit si tieto skutocnosti:

e ak r, polomer kruznice k, méa byt celé ¢islo, tak velkost strany
BC (resp. AD) bude parne celé éislo;

e naviac, toto celé ¢islo nemoZe byt prilis velké, presnejsie:
obsah obdlznika je 72 cm?, preto |[BC| < /72 = 8,49 cm;

e Gvaha, 7e ak obsah a jeden rozmer obdlznika s celé ¢sla,
tak aj druhy rozmer obdlznika je celé &slo, nie je spravna
(napr. 7,2 - 10 = 72);

e polomery oboch kruznic st obmedzené rozmermi obdlznika,
mozu byt nasledovné:

|BC|| |AB|| r s | Komentar (Ne)vedie
(cm)| (cm)| (cm)| (cm) k rieSeniu

kruZnice by nespliiali
1| 2 36 1 vietky podmienky zo | Nevedie
zadania, bud by sa
navzajom nedotykali,
alebo by sa kruznica [
nevosla do obdlznika

Nevedie

kruznica [ by sa doty-
kala aj strany C'D
polomer s dopocitame
4.1 8 9 4 1 | pomocou Pytagorovej| Vedie
vety

najmensie parne celé
dislo (|BC|) vécsie nez
5.1 10 - - - 18,49 cm, nie je ho po-| Nevedie
trebné uvaZovat, rov-
nako ani ziadne vicsie
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e moznosti v 1., 2. a 5. riadku nevedu k rieseniu;
e moznost v 3. riadku vedie k hodnotdm r = s = 3 cmy; tieto

hodnoty boli pre vicsinu ziakov nepripustné;

e moznost v 4. riadku vedie k rieSeniu s polomermi r = 4 cm,

s = 1 cm; dopoéitanie polomeru s na zéklade vztahov, ktoré
platia medzi kruznicami k a [ v obdlzniku ABCD a pomocou
Pytagorovej vety v trojuholniku K M L:

D C

Obr. 3

|IKM|=r—s=4—s

|IKLl=r+s=4+s
IML|=|AB|—-r—s=9—-4—s=5—3s

IMK|” + |ML|* = |KL|?

(s—25)-(s—1)=0

s1 = 25, nemdze byt polomerom kruznice, ktord mé byt
vnatri daného obdlZnika;

so = 1, spliia poziadavky zo zadania.

7 nésho pohladu sa da déjst k dvom zaverom:

1. Uloha m4 jedno riesenie: 7 = 4cm, s = 1cm (kruznica [ sa

nema dotykat strany CD).

2. Uloha ma dve rieSenia: r =4cm, s = lcm ar = s = 3cm

(kruznica [ sa moze dotykat aj strany CD).

Pri analyzovani ziackych rieseni sme dospeli k nazoru, ze za-

danie nie je sformulované uplne jednoznacne, je mozné dvojaké
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uchopenie tohto zadania. Nejasnosti pramenia z pochopenia c¢asti
zadania, , Kruznica k sa pritom dotyka strain CD, DA a AB, za-
tial ¢o kruznica | sa dotyka strdn AB a BC.*

Pozrime sa na vyznam slovného spojenia zatial &o: ide o pod-
radovaciu spojku, ktord sa pouZiva pri vedlajsich vetach caso-
vych vo vyzname za ten ¢as, medzitym, ale tiez v odporova-
cich vedlajsich vetach vo vyzname kym, ale. V prvom pripade
ako ¢asova spojka vo vedlajsich vetach ¢asovych stoji na zaciatku
stvetia: Zatial éo Tomds rarnajkoval, otec ho poidcal, ako sa md
na stavbe spravat (Zubek podla Ruzicka, 1974: s. 273). V druhom
pripade m4 vyznam protikladu a stoji vnutri stivetia, vo vedlajsich
vetach odporovacich: Stary Zachar bol stedryj, zatial ¢o Ondrej bol
bezcitny (Krno podla SSJ).

Aj z umiestnenia spojky ,,zatial’ €o* teda vyplyva, Ze je pou-
zitd v svojej odporovacej funkcii. Je vsak diskutabilné, ¢i vyssie
spominand vetu mame chdpat v tom vyzname, Ze kruznica k sa
dotyka vymenovanych troch stran, CD, DA a AB, a kruZnica [ sa
dotyka vymenovanych dvoch stran, AB a BC|, nevylucujtic dotyk
s dalou stranou obdlznika. Alebo ju treba chapaf tak, ze kru-
Znica k sa dotyka vymenovanych troch stran, CD, DA a AB,
a kruznica [ sa dotyka len vymenovanych dvoch stran, AB a BC,
vyluéujic dotyk s dalsou stranou obdlznika. Myslime si, Ze ani
jeden z tychto vykladov nemoZno povazovat za chybny.

V rovnakej situacii boli aj ¢eski rieSitelia. Pévodne ¢asovy vy-
znam spojky ,,zatimco* s rovnakym vyznamom ako mezitimco
sa rokmi meni na kontrastne porovnavaci: Ndavstévnici Matéje se
odhaduji na sto tisic dusi, zatimco pred vdlkou to byvala pout né-
kolika set lidi (K. Capek). Ten byva vyjadrovany tiez spojkou
kdezto, rokmi nadobtda prevahu a ¢asovéa stbeznost je v tzadi,
alebo celkom chyba (Danes, 1963). Aj v Ceskej verzii zadania ide
zrejme o pouzitie spojky ,,zatimco“ v jej kontrastne porovnava-
com vyzname.

V nasledujticom priblizime ¢itatelovi ukazky z rieseni, tykajice
sa pochopenia prave tejto problematickej ¢asti zadania tlohy.
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Ukazky Ziackych rieSeni

Ukézky uchopenia zadania ukazuji réznost pristupu jednotlivych
riesitelov. V zatvorkéch za menom uvadzame ziskany pocet bodov
za rieSenie (maximélny pocet bodov bol 6) a skutocnost, ¢i riesitel
diskutabilnt moznost z 3. riadku tabulky akceptuje, alebo neak-
ceptuje. V citovanych ukazkach rieSeni zvyrazinujeme relevantné
Casti hrubym pismom. Ukazky st autentické, mena st pozmenené.
V prepisoch ziackych rieseni sme zjednotili oznacenie polomerov
kruznic tak, ze r je polomer kruznice k a s je polomer kruznice .

Daniel (3, neakceptuje):

Tento ziak robi Styri rozklady ¢isla 72 na sGéin Einitelov, 4 - 18,
2-36, 6-12 a 8-9. Podla neho vyhovuje len posledny, pricom obdlz-
nik so stranami 6 cm a 12 cm nevyhovuje, pretoze ,obe (rozumej:
kruznice k a l) by museli byt rovnaké, kedZe polomer kruznice k by
bol 6 cma to nevyhovuje, lebo kruznica | by sa dotgkala stany
CD.“ Svoje riesenie podporuje aj obrazkom, v ktorom je v ob-
dlzniku ABCD narysovana len jedna kruznica (zrejme k) a pise,
ze: ,nevyhovuje”.

Erik (3, neakceptuje):

Ziak vlastnymi slovami formuluje niektoré informacie zo zadania,
pricom slovné spojenie zatial o nahridza slovami ale a iba:
,Dalej vieme, Ze kruznica k sa dotyka strin AB aj CD, ale kruz-
nica l iba strany AB. Z toho vyplyva, Ze k je vicsia ako l i polomer
kruznice k je vicsi ako polomer kruznice I r > s“ ¢o nepripusta
moznost r = s = 3cm.

V tychto rieseniach vidime, Ze riesitelia pochopili spojenie za-
tial’ o vo vylucovacom vyzname, teda prva kruznica sa dotyka
prave troch (vymenovanjch) stran a druha iba (niektori pouzili
len) tych dvoch, ktoré st uvedené v zadani. V nasledujicej ukazke
je pritomny druhy sposob uchopenia danej tlohy: to, ¢o v zadani
nie je zakazané, to je pripustné.

Ivana (4, akceptuje):
-+ to by vsak znamenalo, Ze sa (rozumej: kruznica [) bude do-
tykat aj strany CD, ¢o v zadani nie je uvedené. V zadani viak
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nie je uvedené ani to, Ze sa strany CD dotjkat nesmie,
preto je to mozZné riesenie ulohy.*

7 desiatich ostatnych riesitelov, ktori ziskali plny pocet bo-
dov (6), 0smi sa k moZnosti r = s = 3cm vyjadrili explicitne.
mer kruznice [, neakceptovali ju a nepovazovali za rieSenie tlohy.
A teda v odpovedi uviedli jediné riesenie. Posledni dvaja z nich
tito moznost nasli, ale zamietli ju bez komentéra. Z tychto desia-
tich ziakov sa az osem zaradilo medzi celkovo spesnych riesitelov
(ziskali celkovo viac ako 10 bodov). Vyberame z ich rieseni:

Lenka (6, neakceptuje):

Hned prva veta jej rieSenia znie: ,Zo zadania aj z ndaértu vy-
plyva, Ze kruznica k je vicsia ako kruznica l.“ Neskor, ked narazi
na rieSenie r = s = 3cm, vylic¢i ho s argumentom: ,c¢o je uZ zo
zadania vylucené.“

Norbert (6, neakceptuje):
V tabulke s moZnostami pre velkosti polomerov oboch kruZnic,
v riadku s moZnostou r = s = 3cm pise: ,,spor r # s“.

V jednom pripade si ziak s dvojakym vykladom zadania pora-
dil nasledovne. Z jeho odpovede je vidiet, Ze aj ked si nie je isty,
¢ to zadanie dovoluje, pre istotu uvadza aj druhé rieSenie s ko-
mentarom v zatvorke.

Jozef (6, akceptuje):

L KruZnica k md polomer 1 ecm al md 4 cm, alebo (akl sa méZe
dotgkat CD), k md 3 cm, | md 3 cm.“ (Polomery méa v prvom
pripade v odpovedi naopak, ale za tto drobnost nestratil body.)

Z uvedenych ukazok je zrejmé, ze nemdzeme vo vSeobecnosti
hovorif o nepozornosti ani o chybe. Myslime si vSak, Zze aj druhé
skupina rieSeni, kde sa kruznica [ dotyka aj strany C'D, je spravna.
Prekvapujtce je mnoZstvo rieseni, kde sa tato moznost nijako ne-
objavila a riesitel sa o nej vobec nezmienil.
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Aj ked vo vzorovom rieSeni sa argumentuje pomocou neostrych
nerovnosti, v pokynoch k hodnoteniu sme nenasli komentar ku
roznym interpretacidm zadania tilohy, pokial ide o strany, ktorych
sa kruznice maji dotykat. Ako vidief z uvedenych ukéazok vyssie,
vicsina ziakov v tomto smere pochopila tlohu inak ako autori.

Na porovnanie uvadzame aj niektoré skiisenosti s rieSeniami
ucastnikov krajského kola matematickej olympiddy v Juhomo-
ravskom kraji. O nich piSe v préaci (2008) Jitka Bélaskova. Ku
chybe o celo¢iselnej dizke druhej strany obdlznika (Bélaskova,
2008: s. 35) piSe: ... ndsledovalo chybné konstatovdni, Ze jeli-
koZ zadany obsah obdélniku je celé cislo a jeden jeho rozmeér je
rovnéz celé cislo, musi byt i druhy rozmeér obdélniku celé cislo,
cozZ samozrejmé nent pravda.“ Této chyba sa vyskytla az v 28 zo
73 rieSeni. V Kosickom kraji to bolo u 7 z 53 ziakov.

K otéazke, ktorej sa v tomto ¢lanku venujeme, uvidza (Bélas-
kova, 2008: s. 28): , K dplnému teseni hodnocenému Sesti body
dospéli celkem 4 Zdci a pouze 8 Zdci ze vsech pritomngych ziskali
za tuto tlohu nula bodi, coZ je opét jedinecné ve srovndni s pocty
nul u tloh ostatnich. Co se miZe zddt prekvapivé, je skutecnost, Ze
v tak uspésné uloze se nasli pouze 4 Zdci, kteri za ni obdrzeli plngch
sest bodu a 14 Zdku ziskalo pet bodiu. To ddvam za vinu hlavné
skutecnosti, Ze zaddni ulohy mohlo vést ke zmatent jejich Tesitelt
a k vylyouceni vesent, které pak komise povaZovala za spravné. Jde
o to, Ze v zaddni ulohy (3) se poZaduje aby se kruznice | dotykala
stran AB a BC, ovSem tim se dle autori nevylucuje pripad, Ze
se bude kruZnice | dotykat také strany CD ... nebot z hlediska
matematické logiky je wurcité sprdvné wvdzit i pripad kruznice I,
kterd se bude dotykat strany C'D. Nikde v textu zaddni ulohy se
toto nevylucugje.“

Autorka sa vSak na rozdiel od nas domnieva, Ze nejde o neuve-
domelo pouzité dvojznacéné zadanie, ale o zamer otestovat vSima-
vost a pozornost riesitelov (Bélaskova, 2008: s. 28-29): , Otdzkou
zustdva, zda je formulace ulohy vyloZené klamava. Podle mého nd-
zoru st zadavatelé dlohy pohravali s postrehem Zdkd . .. Diky zmi-
néné skryté komplikaci se tak povedlo i u 4dlohy (8) jakymsi zpiso-
bem oddeélit ty nejlepsi a nejpozornéjsi resitelé od ostatnich. ...«
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V nasledujtcej tabulke (obsahujicej tabulku 1.4 v Bélaskova,
2008: s. 29) uvddzame prehlad ziskanych bodov z tejto tlohy:

Pocet bodov 0 1 23] 4|5 | 6 |spolu

Pocet ziakov
Kosicky kraj

1010116 | 3|2 |11 53

Podet ziakov Ju-| 3 | 7| 7 1 og |14 | 14| 4 | 73
homoravsky kraj

O vplyve vykladu zadania a uchopenia zadania na bodové
hodnotenie rieSenia pise (Bélagkovd, 2008: s. 35): ,Je jisté, Ze
z 14 Zdku, kteri byli ohodnoceni péti body, by jich 11 meélo bodu
sest, kdyby kvuli spatnému pochopeni zaddni ulohy nevyloucili pri-
padr, = r; = 3 em.“ Toto vyjadrenie potvrdzuje, Ze sa od riesitela
Ziada néjst a uviest aj rieSenie, v ktorom r = s = 3 cm.

V Kosickom kraji 18 riesitelov na zéklade zadania ustdilo, ze
r > s. Celkovo 28 riesitelov moznost » = s = 3 cm neakcepto-
valo, 4 ju akceptovali, 20 riesitelov sa k tejto moZnosti nijako ne-
vyjadrilo alebo sa k nej na zaklade chybnych tivah nedopracovalo
a 1 ziak sa vyjadril tak, Ze ak sa kruznica [ moze dotykat aj strany
CD, tak pontka aj druhé rieSenie. Ak v procese rieSenia sa moz-
nost r = s = 3cm objavila, ale nebola povazovana za pripustni
a neobjavila sa v odpovedi, v KoSickom kraji sa body nestrhli.
Opravovatelia nevideli v tlohe zadmer ,postrehnit® skryty obsah
zadania. V opa¢nom pripade by 10 z 11 rieSeni bolo ohodnotenych
namiesto Siestimi bodmi iba piatimi bodmi.

Zavery

V naej tlohe o kruzniciach bolo vymenovanych niekolko javov,
ktoré si mal rieSitel uvedomif na to, aby tlohu tispeSne vyriesil.
Vyklad spojky ,zatial ¢o* (resp. ,zatimco*) nepatril k tym javom,
ktoré je mozné povaZovat za podstatné. Preto nedaf plny podet
bodov v pripade, Ze riesitel jednu moZnost v kontexte zadania
vylaéil, sa ndm zd4 byt nespravodlivé.
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V snahe vyhnut sa akymkolvek pochybnostiam a nedorozume-
niam pri pochopeni zadania mozeme preformulovat znenie tlohy
dvojako. Prvy pripad, v ktorom ocakédvame vylicenie moznosti
rovnako velkych kruznic, by mohol vyzerat nasledovne (oproti po-
vodnému textu st pridané tri slova vyznadené hrubym pismom):
Kruznice k, [ s vonkajsim dotykom lezia obe v obdlzniku ABCD,
ktorého obsah je 72 cm?. Kruznica k sa pritom dotyka troch stran
CD, DA a AB, zatial ¢o kruznica [ sa dotyka len dvoch stran
AB a BC. Urcte polomery kruznic k£ a [, ak viete, Ze polomer
kruznice k je v centimetroch vyjadreny celym cislom.

V druhom pripade, v ktorom pripustame, Ze polomery kruz-

nic k al modzu byt rovnaké, zadanie by mohlo vyzeraf takto (oproti
povodnému textu je vynechané slovo pritom a spojka zatial ¢o
je nahradena spojkou a):
Kruznice k, [ s vonkajsim dotykom lezia obe v obdlzniku ABCD,
ktorého obsah je 72cm?. Kruznica k sa dotyka stran CD, DA
a AB a kruznica [ sa dotyka stran AB a BC. Urcéte polomery
kruznic k a [, ak viete, Ze polomer kruznice k je v centimetroch
vyjadreny celym cislom.

Napokon eSte odporucania, najprv ucitelovi, potom Ziakovi.
Ak sa uz stane, ze dand tloha mé dve interpretécie zlucitelné so
zadanim a pri oboch sa prejavi znalost ¢i neznalost testovaného
uciva, ni¢ sa nedeje. V opa¢nom pripade je potrebné dat Zziakovi
moznost preukizat vedomosti znovu a rieSenia ,nespravne® vy-
loZenej tlohy nehodnotitf. Pokial ide o ziaka, ktorému sa zda, ze
tloha mé dvojaky vyklad, mé pravo sa ucitela na to opytat. Tym
sa moze v zarodku predist nedorozumeniu. U¢itel nie je neomylny
a takto ma moznost (s podakovanim za upozornenie) nejednozna-
¢nost zadania tlohy na poslednt chvilu odstranit. Ak je riesitel
ponechany sdm na seba a nemd moznost sa pytat, urobi najlepsie,
ak pripusti pri rieSeni tlohy obe moznosti vykladu jej zadania,
napriklad tak, ako to urobil Jozef: ,, KruZnica k md polomer 1 cm
al md 4 cm, alebo (ak 1 sa méze dotgkat CD), k md 3 cm,
Il md3cm.“
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Abstract

In the paper we deal with a task about two circles touching in
a rectangle. The assignment of the task was formulated in a fuzzy
way, so solvers understood it differently. We present extracts from
the authentic solutions which reflect this phenomenon. We suggest
an approach to such tasks, how to solve them and how to assess
their solutions.
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