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MATEMATIKA

Extremalni alohy

Alena Filipcukova, PFF MU, Brno

Extremalni tlohy mohou studenti vnimat velice pozitivné, pokud uvidi
jejich jasné aplikace. Vétsinou se studenti sami pidi po informacich, kde
danou ¢ast matematiky mohou pouZit, jenze pii takovych alohach mohou
narazit na rizné problémy.

Jednak jde o ulohy slozitéjsi, ¢asto je tfeba je rozdélit na nékolik men-
gich a jednodussich poduloh, a druhym problémem je nezvykly zépis tiloh
s mnoha fyzikalnimi veli¢inami a u této zméti ,,pismenek* je t¥eba rozli-
8it, které prislusi optimaliza¢ni proménné a které ne. Studenti uvadéji, ze
praveé velky pocet ,,pismenek® je v tlohach Casto dési a zpisobuje chaos
pii jejich feSeni tlohy.

Studenty je ale potieba k feSeni takovych tloh pfivést, protoze je ¢eka
odmeéna, kterou je vyfeSeni opravdového problému.

V nésledujicim odstavci si popiSeme postup pfi feSeni extremélnich
aloh.

ResSeni extremalnich aloh

Extremalni alohy podobné jako jiné komplexni tlohy v matematice je
vhodné pri feSeni rozdélit na nékolik mensich a jednodussich podiloh a
fesit jednu po druhé.

Nejprve je nutné vytvorit z poskytnutého zadani funkci, jejiz globalni
extrém budeme hledat. Na stfedni $kole musi jit o funkci jedné pro-
ménné. Casto se extremalni tlohy pouzivaji k uréeni extrémnich hodnot
obvodu a obsaht rovinnych tutvara a povrchi a objemu téles nebo také
fyzikalnich ¢ chemickych veli¢in. P¥i sestavovani funkce ¢asto vyuzivame
riznych geometrickych a fyzikalnich vzorct, zavisi tedy také na znalos-
tech studentti z téchto oblasti.

Dalsi dil¢i tlohou je uréeni intervalu, na kterém budeme extrémy se-
stavené funkce hledat. Tento interval ¢asto vyplyne z povahy funkce a
proménnych nebo z fyzikalnich ¢ chemickych znalosti. Vétsinou se jedna
o rozméry obrazct ¢ téles nebo fyzikalni veli¢iny a interval je tak omezen
na nezaporné ¢isla.

Zname-li funkci a interval, extremalni uloha piejde v tlohu hledani
globélniho extrému funkce na daném intervalu. P¥i uréovani globélnich
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MATEMATIKA

extrémii funkce, ktera je spojita v uzavreném intervalu (a,b), postupu-
jeme tak, Ze nejdfive najdeme viechny lokalni extrémy funkce v (a,b),
které mohou nastat ve stacionarnich bodech nebo v bodech, ve kte-
rych funkce nemé derivaci. Vypoc¢tenim hodnoty druhé derivace funkce
v téchto bodech zkontrolujeme, zda se skute¢né jedna o lokani maxi-
mum ¢ minimum. Pokud je hodnota druhé derivace v bodé zaporné, ma
funkce v tomto bodé lokalni maximum. Naopak je-li hodnota druhé de-
rivace v bodé kladné, jedna se o lokalni minimum. Déle jesté vypocteme
hodnoty f(a), f(b). Potom porovname v8echna nalezena lokdlni maxima
a minima a hodnoty f(a), f(b) a vybereme z nich nejvétsi a nejmensi.
To bude globélni maximum a minimum.

7 uvedeného postupu vidime, Ze i takovou tlohu lze rozdélit na vi-
cero podiloh. Pro studenty je tak mnohem jednodussi vyfeSit nékolik
téchto na sebe navazujicich kratkych podiloh nez Fesit tlohu celou bez
jakéhokoliv systému. Studenti si na tento systém prace zvykli a ¢asto
se jiz sami dozaduji po nadiktovani jednotlivych kroki za sebou, mohou
se tak drzet jakési kuchaiky. Rozsahly postup lze tak snadno zredukovat
do nékolika stru¢nych heslovitych kroki. Jesté vice nez ¢islovany seznam
krokt se mi v8ak osvédcilo shrnout postup do schématu, ktery mtuzeme
trochu s nadsézkou nazyvat vyvojovym diagramem. Ptiklad takového
schématu uvadi nasledujici obrazek. Ukazalo se mi, ze kreativité se meze
nekladou a ¢im napaditéjsi jsou tvary v diagramu, tim jsou pro studenty
vice u¢inné a snadno zapamatovatelné.

proved
kontrolu

vyber
nejmensi/nejvetsi
hodnotu

najdi
interval z
podminek

vytvor
funkci ze
zadani

najdi lokalni
extrémy
funkce

vytvor
funkeci jedné
proménné

Obr. 1: Postup feSeni extremalni ulohy

V tvodnich hodinach vénovanych extremélnim tdloham je velmi diile-
zity vhodny vybér tloh s ohledem na jejich naro¢nost. Doted si vybavuji
své pedagogické zacatky, kdy jsem v tivodni hodiné pocitala prvni fese-
nou ulohu, na kterou jsem v ucebnici narazila. Hledani rovnoramenného
trojuhelniku, ktery méa pifi daném obvodu maximéalni obsah, rozhodné
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nebylo tim spravnym zacatkem. O tom mé presvédéily vydésené a zma-
tené pohledy studentii, které mam dosud zivé pred oCima.

Je proto vhodné zacit napft. ulohou typu: ,Najdéte takové kladné
¢islo, aby jeho soucet s ¢islem k nému prevracenym byl minimalni.*, kde
sestaveny soucet je pfimo funkci jedné proménné. Dale do vyuky zara-
zuji napf. ulohu typu: ,,Cislo 28 rozlozte na dva séitance tak, aby jejich
soudin byl minimé&lni.“, ktera zprvu vede na funkci dvou proménnych,
po dosazeni ze zadani dostaneme pak pro sou¢in funkci jedné proménné.
Teprve pak bych zaradila nasledujici alohu a pozdéji i tlohy aplikaé¢ni.

Piiklad 1. Najdéte pravouhelnik, ktery ma pfi daném obvodu maxi-
malni obsah.

Na této typické tloze je dobré studenttim ukézat spiSe ,,hezké* vtipné
feseni. Casto se v matematice setkavame s tlohami, kdy je zadana veli-
¢ina bez jednotky. Tady si miizeme za jednotku vzit obvod pravouhelniku
a tim si zjednodusit cely postup. Také tim vysvétlime, proc¢ se ve fyzice
jednotky zavedly rtzné. Pokud se zamyslime se studenty nad historic-
kym vyvojem jednotek délky, pfipomenou si tieba lokty, palce, séhy nebo
kroky, urc¢ité mohou délku obvodu svého pravoihelniku i néjak hezky po-
jmenovat — tfeba takhlepiesnédlouhyprovaz. Jako kouzelnici pak mizeme
zéroven kousek provazu vytahnout z kapsy a ukazat. To je nova jednotka
délky, ktera pak méri obsah v jednotkich na druhou, a miizeme ukazat
tieba takhlepresnédlouhgprovaz na druhou nakreslenim pomoci provazu
na tabuli (a zde studenty mtZeme nechat premyslet i nad druhou, tieti
nebo &tvrtou dimenzi).

Resent. Oznaéme a a b délky stran hledaného pravotuhelniku. Jeho obvod
je jeden takhlepresnédlouhgprovaz a obsah S je dan znamymi vztahy

1 =2a+ 2b, S=a-b.

Nagim tkolem je najit pravotuhelnik, ktery ma maximalni obsah.

Na vztah S = a - b pro vypocet obsahu se tedy muzeme divat jako na
funkci dvou promeénnych a, b.

Pro vySetfeni globalnich extrému funkce v8ak potfebujeme funkci
jedné proménné. Mizeme vyuzit zadaného obvodu 1 = 2a + 2b a jednu
z proménnych z néj vyjadrit. Vyjadiime-li a, dostavame

1-20 1
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a po dosazeni do vztahu pro obsah S méme funkci jedné proménné b:

S@):(%—b)-b:%b—b? (2)

Na tomto misté studentiim nabizim elegantnéjsi feSeni bez pouziti dife-
rencidlniho po¢tu, ve kterém se studenti je$té neciti bezpecné. Navic si
tim zopakujeme a ozivime uéivo z nizsich ro¢niki, coz studenti v ramci
opakovani pfed maturitou velmi oceni.

Hned na prvni pohled muaZeme vidét, Ze nalezena funkce

S@:—ﬁ+§

je funkci kvadratickou. Jejim grafem je parabola, ktera vzhledem k za-
pornému koeficientu u kvadratického ¢lenu je oteviend smérem doli. Je
tedy zfejmé, Ze maximum této funkce nastane pravé ve vrcholu paraboly.

Pojd'me si tuto zavislost znazornit graficky, studenti tak lépe vidi, co
vlastné poéitaji. Stadi najit priseciky paraboly s vodorovnou osou. Ty
najdeme FeSenim rovnice

1
7H+5b:m
kterou vytknutim b pfevedeme do sou¢inového tvaru:

1
b(-vt3) =0

Vidime, ze priiseéiky paraboly s vodorovnou osou nastanou v bodech

by = 0 a by = %. Vrchol paraboly a ziroveii i maximum funkce S(b)
lezi pfesné mezi témito body — tedy v b = i. Z (@) vidime, ze také
a= % — % = i. Vzpomeneme-li si, Ze délku obvodu naseho pravotuhelniku

jsme pojmenovali jako takhlepfesnédlouhyprovaz, lezi maximum funkce
ve ¢tvrtiné takhlepresnédlouhéhoprovazu.

Ted muzeme studentim ukézat, ze pouziti derivace vede k témuz
vysledku, protoze S'(b) = —=2b+ 1 = 0.

Druhou derivaci dostavame S”(b) = —2. Zaporna hodnota druhé de-
rivace potvrzuje, Ze v bodé b skute¢né nastava maximum.

Hledanym pravoihelnikem s maximélnim obsahem je tedy ¢tverec
o strané délky ¢tvrtina takhlepiesnédlouhéhoprovazu. Obsah tohoto pra-
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votuhelniku je samoziejmé
1 2
S=a?= <1 takhlepfesnédlouhéhopmvazu> =

1
=16 takhlepiesnédlouhéhoprovazu®.

b

o
e
N | o

Obr. 2: Graf zavislosti obsahu pravothelniku na délce strany b

Chceme-li studenty trochu potrapit, miaZzeme tulohu fesit jesté dalsim
zpusobem piipadné toto feSeni jim zadat jako domaci cvic¢eni. Predpis
funkce S(b) si mohou studenti upravit na druhou mocninu dvojélenu
(tzv. na ¢tverec). Z takto upraveného piedpisu pak jiz snadno uréi pfimo
soutfadnice vrcholu paraboly.

Nasledujici tloha je velmi oblibena mezi studenty.

Piiklad 2. Z obdélnikového papiru o rozmérech 8 cm a 5 cm vystiih-
neme ve vSech rozich stejné ¢tverecky a slozime krabic¢ku. Urcete stranu
¢tverecku tak, aby po slozeni vznikla krabicka maximélniho objemu.

Samotnému feSeni tlohy totiz predchazi stiihani papiru, skladani kra-
bicek, zjistovani jejich objemu a porovnavéni s ostatnimi spoluzaky. Stu-
denti se snazi uhodnout spravnou délku strany ustfizeného ¢tverecku.
Vyfeseni tlohy a potvrzeni odhadu studentt je pak uz jen tfesnickou na
dortu.
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Teprve az studenti za¢nou nabirat jistotu pii FeSeni jednoduchych
tloh, se odvazime k feSeni tuloh z fyziky.

Extremalni ulohy z fyziky

Nésleduji extremalni dlohy z fyziky Jedna tloha je z oblasti optiky,
druhé z oblasti elektfiny. Obé tyto oblasti byvaji zafazeny do vyuky
v poslednich dvou ro¢nicich studia stfedni Skoly, kdy se studenti zadi-
naji profilovat. Je proto velmi dilezité, aby technicky zaméteni studenti
vnimali tzkou souvislost mezi matematikou a fyzikou. Casto se stava,
ze studenti toto propojeni nevnimaji, a proto je nutné ho budovat od
pocatku.

Studenty nesmime odradit komplikovanymi formulemi. To je ale pe-
dagogicky velmi tézky tkol. Studenti jsou z matematiky zvykli na ulohy,
které jsou vymysleny tak, aby v pribéhu feSeni nevychazely slozité vztahy
a i samotny vysledek se libil. Jak to zaruéit u aplikovanych tloh z fyziky?
Nejjednodussi je pouziti barev. Vizualni odliSeni je totiz pro nas mozek
velice u¢inné. Pokud je v tloze moc ,,pismenek®, optimaliza¢ni promén-
nou oznacéime tieba ruzové, aby na nas z formule porad mrkala. Pokud
to podpofime vtipnou glosou, studenttim ani nepfijde formule moc slo-
zita. Osvédcilo se mi, Ze ¢im §ilenéjsi barvu pouZiji, tim vic studentim
pomiiZe.

Priiklad 3. Jak daleko je tieba umistit predmét od tenké spojné ¢ocky
o ohniskové vzdalenosti f, aby vzdélenost jeho skute¢ného obrazu od
pfedmétu byla nejkratsi?

Reseni. Oznacme vzdalenost skuteéného obrazu od predmétu d, déle
z fyziky zname znadeni a jako vzdalenosti predmétu od ¢ocky, a’ jako
vzdalenosti obrazu od ¢ocky a f je vzdalenost predmétového ohniska F
nebo obrazového ohniska F” od ¢o¢ky — tzv. ohniskova vzdalenost.

Velmi vhodné je nakreslit si obrazek pro lepsi pfehlednost. Pfedmét ve
tvaru modré Sipky je za pouziti zelenych vyznacnych paprskt zobrazen
¢ockou. K zobrazeni sta¢i pouzit dva vyzna¢né paprsky, napr. paprsek
jdouci rovnobézné s optickou osou o, ktery se po prichodu ¢oc¢kou lame
do obrazového ohniska F’, a paprsek jdouci stFfedem cocky, ktery po
prichodu ¢oc¢kou pokracuje v ptivodnim sméru. Po protnuti vyznaénych
paprsku vznika skuteény obraz opét ve tvaru modré Sipky.

DTyto tilohy jsem zamérnd vybirala ze sbirek, ve kterych nejsou feseny. Ctenari
tak budou mit k dispozici dalsi vzorové priklady.
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Obr. 3: Priklad 3

Mezi veli¢inami a, a’ a f plati tzv. zobrazovaci rovnice ¢ocky:

1 1 1
E—l—;:?. (3)

Do tohoto mista vétsinou studenti zvladaji pracovat sami. U¢ivo optiky
pro né byva Cerstvé zazité. Proto i obrazek nechavam na tabuli kreslit
studenty, ktefi si navzajem napovidaji. Déle jiz do feSeni musim zasah-
nout a studenty spravné nasmeérovat.

Co chceme najit? Mame ur¢it vzdalenost a pfedmétu od cocky, je
dobré ji ted rtzové oznacit i v obrazku a v kazdém kroku ji pak razove
psat.

Vzdélenost mezi pfedmétem a obrazem mizeme podle obrazku vyja-
drit jako

d=a+d. (4)

Dle zadani mé tato vzdélenost byt nejkratsi. Budeme tedy hledat glo-
balni minimum funkce pro vzdalenost d. V tuto chvili je d = a+a’ funkei
dvou proménnych a a a’. Vyjadieme si proto ze zobrazovaci rovnice (3]
proménnou a':

= — = aq =

fa a—f

1 a-—f , fa
a

Po dosazeni o' do (@) a upravé na spoledny jmenovatel dostaneme
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funkci jedné proménné a:

2 _ 2
d(a) = a + fa _a fa+fa: a_
a—f a—f a—f
Dale musime zjistit interval, na kterém budeme hledat globalni extrémy
funkece d(a). Funkce d(a) vyjadfuje vzdalenost, ktera nikdy nebude za-
porné. Tuto podminku zapiSeme jako

az

a—f

Vzhledem k tomu, Ze pro a? plati vidy a® > 0, je podminka splnéna
pro a — f > 0 tedy pro a > f. Tady je dobré ukazat tuto nerovnost na
obrazku a vysvétlit nerovnost i na fyzikalni podstaté.

Zadany piiklad tedy vede na hledéni globalnfho minima funkce
d(a) = ”’”’_Zf pro a € (f,00).

Zatneme hledanim lokalniho extrému funkce d(a). Provedeme tedy
prvni derivaci, kterou nasledné upravime:

v 2a(a—f)—a®  ala—2f)
S T

Po polozZeni prvni derivace rovno nule dostavame dva stacionarni body:
a1 = 0, ktery déale nebudeme uvazovat, protoze je mimo nas zkoumany
interval, a as = 2f. Provedeme druhou derivaci funkce d(a), abychom
zjistili, zda v bodé a = 2f nastane lokalni extrém:

d"(a) = (2a —2f)(a— f)? — (a* —2af)-2(a — f) Y

(a—f)* (a—f)*

Upravy derivaci zde vice rozepisovat nebudu, ale pfi vyuce je nutné se
i témto tpravam vénovat. Casto totiZ Fesenf tlohy ztroskotd v tom, Ze
si studenti vyraz chybné upravi. Sami studenti uvadéji, ze neni slozité
funkci zderivovat, ale mnohem sloZit&jsi je spravné derivaci upravit, aby
s ni dale mohli pracovat.

Vypo¢tenim hodnoty druhé derivace ve stacionarnim bodé rozhod-
neme o lokdlnim extrému:

2
2f = 2 >0 = ostré lokalni minimum.

B
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V tuto chvili uré¢ime hodnotu funkce d v bodé lokalniho extrému:

(2f)?

d(2f) Y 4f.
Dale bychom méli urcit také hodnoty funkce v krajnich bodech vysetio-
vaného intervalu. To vSak délat nebudeme vzhledem k tomu, Ze interval je
otevieny. Spo¢teme zde aspon limity, jednostrannou limitu pro f zprava
a limitu v nekoneénu. Pokud by néktera limita byla mensi nez hodnota
d(2f) = 4f, funkce by globalni minimum neméla, protoZe krajni body
do intervalu nepatii.

a® a®

lim = 00, lim
a—f+ a — f a—00 (I —

= Q.

Vidime, ze globalni minimum tedy skute¢né nastava v bodé a = 2f,
ukazeme to pfimo na obrazku a s prikladem jsme hotovi.

Casto studenti v tomto misté skondi, aniz by ucinili n&jaky zaver.
Kdyz jsou pak dotézani, co vlastné vypocitali, vétSinou nejsou schopni
jednozna¢né odpovédét. Je proto nutné, abychom ve studentech od za-
¢atku budovali, Ze tiloha musi byt zakonc¢ena znovu navratem k obrazku
a slovni odpovédi, nikoliv jen podtrzenym vysledkem. Zbyvé tedy odpo-
védét: Predmét musime umistit do vzdalenosti 2 f od spojné ¢ocky. Jen
tak bude vzdalenost skute¢ného obrazu od predmétu nejkratsi. Vypo-
Ctem jsme zjistili, ze vzdalenost mezi predmétem a obrazem pak bude
rovna 4f.

Posledni tulohu, kterou zde uvedu, je mozné ukizat studentiim v ma-
turitnim seminéfi. Proto opakovani Ohmova zakona a zakonitosti pro
zapojeni rezistorti nechavam na nich. Maturanti se aspon procvi¢i v mlu-
veni pfed ostatnimi spoluziky, coz jim pak u maturity bude vyhodou.
Vétsinou se setkavame s nadSenymi, zkuSenymi a matematicky zdatnymi
studenty, takZe si muzeme dovolit i vice ,,pismen*.

Priklad 4. Z n = 72 monoc¢lankt, kazdy s elektromotorickym napétim
U, = 2 V a vnitfnim odporem R; = % Q, je sestavena baterie. Kolik
¢lankt za sebou a kolik ¢lankt vedle sebe je tfeba zapojit, aby tato
baterie davala co nejvétsi proud, je-1i vnéjsi odpor vedeni R = 3 Q7

Resent. V této tloze budeme vychézet z Ohmova zékona, ktery zname
ve tvaru

(5)
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Mono¢lanky budeme zapojovat za sebou (sériové) a vedle sebe (para-
lelnsg).

I IMN
+ - + -
[ I
U U
) b)

Obr. 4: Piiklad 4: a) sériové zapojeni, b) paralelni zapojeni

Pfi sériovém zapojeni rezistoru (obr. 4a) prochazi celym obvodem
stejny proud, tedy I = I; = I>. Napéti na jednotlivych rezistorech se
s¢itaji a plati U = Uy + Us. Celkovy odpor R — odpor jediného rezistoru,
ktery by oba nahradil — je roven souc¢tu jednotlivych odpori:

R=R;+ Rs.

U paralelniho zapojeni (obr. 4b) je na v8ech rezistorech stejné napéti a
plati U = Uy = U,. Celkovy proud je roven sou¢tu proudu prochéazejicich
jednotlivymi rezistory I = I; 4+ I5. Pro celkovy odpor z Ohmova zékona
plyne, ze

1 1 1
R R R

Vratme se nyni zpét k zadani. Potfebujeme najit funkci pro proud I,
jejiz globalni maximum budeme hledat. Baterii, ktera tento proud davé,
musime sestavit ze sériového a paralelniho zapojeni 72 monoc¢lanki.

Tady se studenty naraZime na problém, Ze vlastné neznédme univer-
zalni vzorec pro proud v kombinovaném zapojeni z libovolného poctu sé-
riové a paralelné zapojenych mono¢lankt. Studentim zde davam prostor
k zamyslen{ a sami vét§inou prijdou s napadem, abychom nejprve sesta-
vili baterii z menstho po¢tu monoclanki. Zjisténé vysledky pak muzeme

Roénik 96 (2021), ¢islo 3 25



MATEMATIKA

zobecnit. Navic si jsou studenti védomi, Ze tézko obsdhneme vSechna
mozna zapojeni, jako napi. paralelni zapojeni v paralelnim zapojeni.
Proto je na misté mensi postréeni studentii a vysloveni rady, ze ¢lanky
budeme zapojovat do paralelnich skupin (tvofenych pouze jednotlivymi
monodlanky), které budou nadale zapojeny sériové.

Sestavme tedy nejprve baterii napf. ze 6 monoc¢lanki a podivejme
se, jaky proud tato baterie dava. Zapojeni mize vypadat tfeba jako na
nésledujicim obréazku.

U,=2V
R —1g

1., " 6 4.
L L
I I

2 5.
L L
I I

3 6.
L L
I I

Obr. 5: Priklad 4: baterie sestavena z 6 monoc¢lanka

Vyjadfeme z Ohmova zakona (f) elektromotorické napéti Ue, po drobné
apravé znaceni dostavame

U, =R;. I+ RI, (6)

kde U, na levé strané znamené celkové elektromotorické napéti baterie
a R; pfedstavuje celkovy vnitini odpor baterie sestavené z monoclanki.
Tyto dvé hodnoty musime u naSeho zapojeni zjistit.

V naSem zapojeni jsou 1., 2. a 3. monoc¢lanek zapojeny paralelné,
k této paralelni skupiné je sériové pfipojena dalsi paralelni skupina mo-
noc¢lankd ¢. 4,5, 6. Dle zadani maji monoc¢lanky stejny vnitini odpor R;.
Pro odpor paralelniho zapojeni monoclanka ¢. 1, 2, 3 plati:

1 1 1 1 1 1 1 3

=t = — ==
Rip3 Ry Ry Ry Ry Ry R; Ry
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odtud vidime, Ze
R;
Rya3 = 5 = Rys6.

Jak jsme jiz zminili, paralelni skupiny monoclanka 1,2,3 a 4,5,6 jsou
zapojeny vuci sobé sériové, proto pro celkovy vnitfni odpor baterie R;,

plati
R R, 2
R; =R Ris6 = — + — = =R,;.
ie 123 + 456 3 + 3 31t

Provedeny vypocet studenti zvladaji s malou dopomoci téméf sami. Ob-
dobné priklady maji totiz natrénovany z hodin fyziky. Neni tedy nutné
se zde vice zdrzovat. Problém jim nedélaji ani nasledujici avahy o napéti.

Dale urcime celkové elektromotorické napéti baterie Ue,. Ze zadani
vime, Ze elektromotorické napéti kazdého monoclanku je U.. Pro para-
lelni skupiny monod¢lankt plati

Uios = Uy = Us = Us = Uk,
Usse =Us =Us = U = U,.

A celkové elektromotorické napéti baterie U., dostaneme ze sériového
zapojeni trojic monoc¢lankiu jako

Ue, = Urz3 + Ussg = U + U, = 2U..

Dosadime-li U,, a R;, do (@), dostaneme
2
2U, = gRiIJr RI,

odtud po vytknuti vyjadiime proud I jako
20U,

[=5——.
2
§R1+R

(7)

V tomto zapojeni baterie jsme méli 2 sériové skupiny paralelnich trojic.
Oznac¢ime-li y po¢et monoc¢lankt zapojenych paralelné a x pocet sériové
zapojenych skupin, pak v naSem zapojeni plati y = 3 a x = 2. Navic
pro pocet monoc¢lanku ziejmé plati x - y = 6, uvazujeme-li baterii z Sesti
monoclank.

V tuto chvili mtzeme se studenty nase dosavadni avahy o Sesti mo-
noclancich zobecnit pro libovolny pocet n monodclankd.
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Obecné pro pocet monoclanki v baterii plati
T-y=mn, tedy dle zadani = -y = 72. (8)
Dosazenim z a y do (7)) dostavame pro proud I obecné

I=- zU, 7
—R,+ R

Y

kam muZeme dosadit ze zadani U, = 2 V, R; = % QaR=30 Ko-
ne¢né tak dostdvame hledanou funkci pro proud I, které je funkci dvou
proménnych x a y:

2x
I:

: 9)
Eg
6y
My v8ak potiebujeme funkci pouze jedné promeénné, proto vyjadiime
z ([B) proménnou y jako y = 72/x.
Zde studenty vybizim, aby mi vysvétlili, pro¢ je pro nés vyhodnéjsi
vyjadfit proménnou y nez x.
Dosadime do (@) a dostavame

2x 2x
I({L‘): = 2
R S
72 432
6. —
x

Globalni maximum této funkce I(x) budeme dal hledat. Potfebujeme
vSak jesté interval, na kterém bude hledani extrému probihat. Proménna
x zde predstavuje pocet sériové zapojenych skupin monoclankd, téch
miZe byt nejméné jedna (vSechny monoclanky by byly zapojené pa-
ralelng) a nejvice 72 (vSechny monoclanky by byly zapojeny sériové).
Budeme tedy uvazovat interval x € (1,72).

Zadany priklad tedy pfechazi v tlohu hledani globalnitho maxima
funkce

na intervalu (1, 72).
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Zatneme hledanim lokalnich extrému funkce I(z), spocteme si jeji
prvni derivaci

x? 2x 9
2| _ox | 2= x 1296 — 22
<432+3> v <432> 6— — —_
I'(z) = _ 216 _ 216

5 = =
v +3
432

.7/2 ? CC2 z
<4—32+ 3) <4—32+3>

kterou nasledné polozime rovnu nule. Zlomek je roven nule, je-li jeho
Citatel roven nule, staci tedy pracovat jen s ¢itatelem prvni derivace

1296 — 22 _0
216
Resfme tedy rovnici
1296 — 2* = 0,

(36 —x)(36 +z) =0

a dostavame dva stacionarni body x1; = 36 a x5 = —36. Kofen x5 dale
nebudeme uvazovat, nebot nepatii do zkoumaného intervalu. Bod z;
je podeziely z extrému, a proto bychom méli vypocitat druhou derivaci
funkce. P¥i pohledu na prvni derivaci to vSak studenti odmitaji a ja se jim
ani nedivim. V tuto chvili se mizeme obratit na né&jaky volné dostupny
vypodcetni software, ktery vypocet udéla za nas. Casto ve svych hodinach
pro tyto ucely pouzivam napf. uzivatelsky privétivy Desmos.

Nakonec se miizeme se studenty vydat jesté dalsi mnohem jednodussi
cestou. Zjistime, zda dochézi ke zméné znaménka prvni derivace v okoli
stacionarniho bodu, a na zékladé toho rozhodneme, zda v tomto bodé
nastane extrém. Ze znaménka prvni derivace navic zjistime informace
o monotoénnosti funkce. Pribéh funkce a jeji derivace naznacuje nésle-
dujici obr. 6.

Vidime, Ze v z = 36 nastava lokilni maximum, které je na intervalu
x € (1,72) zarovei i globalnim maximem. V krajnich bodech intervalu
vzhledem k pribéhu funkce totiz hodnota funkce I(z) nikdy nebude vyssi
nez v bodé x = 36. V grafu také vidime, ze se kolem bodu x = 36 méni
znaménko derivace.
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I(z)
I'(z)
Rt-""TTTTTTTo o= I(2)

|
|
|
|
|
|
|
I'(z)!
36 72 ¥

—

Obr. 6: Piklad 4: pritbéh funkce I(x) a I(x)

Vypocteme jesté funkéni hodnotu v bodé globalniho maxima — tedy
v bodé x = 36:
1036) = =29 A =124,
S
432

Zde pokladam studentim otazku, jaky vyznam tato funkéni hod-
nota ma. Vétsinou spravné odpovidaji, Ze se jednd o maximélni hodnotu
proudu, kterou sestavené baterie dava.

Déle jeste dopocteme z ([8) y:

2T

= — =2.
T 36

Y

Co jsme to nakonec vypocéitali? Takovou otazku namifim smérem ke
studentiim. Vratime se k nas$im dvahdm na zac¢atku tlohy, kde jsme si
zavedli znaeni y pro pocet monoclanki zapojenych paralelné a x pro
pocet sériové zapojenych skupin. Z toho je jiz ziejmé, coy =2 a x = 36
znamena.

Zbyva uz jen odpovédét. Konstrukei odpovédi nechavam opét na stu-
dentech.

Maximélni proud 12 A dava baterie, ktera je sestavena nasledujicim
zpisobem — 2 monoclanky vedle sebe (paralelng) a téchto dvojic 36 za
sebou (sériove).

Na zaveér si spravnost feSeni ovéiime se studenty ve volné dostupné
simulaci https://tinyurl.com/y86hlxlr. Obvod v uvedeném odkazu
jiz. obsahuje parametry ze zadani. Zménou zapojeni si mohou studenti
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vyzkouSet, jak se méni elektricky proud v obvodu. To jim ponechavam
na domaci badéni.

Podobné a dalsi tlohy ¢ekaji na ¢tenare v nasledujicim cviéeni. Spoustu
dalgi dloh TeSenych i nefeSenych najdeme ve sbirkiach uvedenych v pou-
zité literatufe na konci ¢lanku.

Cviceni pro chtivé ¢tenare

1. K baterii s elektromotorickym napétim U, a vnitinim odporem R;
je pripojen spotiebic. Vijkon baterie je P(I) = U.I — I?R;. Pri jakém
proudu bude viykon mazimdlni?

Ulohu lze Fesit s uzitim i bez uziti diferencialniho po¢tu. Muzeme vyu-
7it pruseciki grafu kvadratické funkce P(I) s osami soustavy soufadnic.
Vrchol paraboly mizeme nalézt také pomoci tpravy na druhou mocninu
dvojé¢lenu.

2. Jak must byt sestaveno n = 320 cldnki v baterii, aby pri daném
vnéjgim odporu R = 2 Q ddvala mazimdind proud? Vnitini odpor jednoho
cldnku je R; = 0,1 €.

Zde postupujeme podobné jako pfi feSeni piikladu 4.
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