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MATEMATIKA

Pocitani mnohothelnikd

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

1. Uvod

Uvazujme n vzajemné ruznych bodu nepravidelné rozmisténych na
kruznici. Tyto body spojime tsetkami, kazdy s kazdym. Tyto tsecky
vytvoii nepravidelné mnohotuhelniky. Zabyvejme se otazkou, kolik tako-
vych mnohotihelnikii vznikne. Poéitame pouze ty ,,malé* mnohotihelniky,
které uz nejsou rozdéleny tuseckou na mensi. Predpokladame, Ze nedo-
chézi k pruseciku tif a vice tsecek ve spole¢ném bodé nikde uvnit# kruhu.
Jsou-li body na kruznici rozmistény nadhodné, mé situace, kdy dochazi
k takovému priseciku, nulovou pravdépodobnost.

Obr. 1: Priklady obrazci, které vzniknou spojenim n bodi tiseCkami pro n €
€{3,...,8}

Oznafme m(n) pocet mnohouhelnikd, které vzniknou spojenim n

bodt tseckami. Pro n = 1 mame jediny bod, zadnou tsecku, tedy zadny
mnohothelnik. Proto m(1) = 0. Podobné pro n = 2 dostaneme jedinou
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asecku a opét Zaddny mnohothelnik. Proto m(2) = 0. Z obrazku[llvidime,
ze m(3) = 1, protoze tii body vytvoii jeden trojuhelnik. Dale m(4) = 4,
protoze ¢ty body vytvori jeden étyfuhelnik, ktery je rozdélen dvéma
thloprickami na ¢tyfi trojuhelniky.

2. Rekurentni vztah

V,

Obr. 2: Vlevo: pavodni obrazec, zde napf. pro n = 6 bod. Vpravo: pridani
nového bodu, zde vrchol V7, vytvori nové mnohothelniky

Kdyz se nam nepodaii nalézt rovnou jednoduchy vztah pro zéavislost
poc¢tu mnohothelnikd m(n) na poc¢tu bodi n, pokusme se najit nejprve
vztah, jak spolu souvisi m(n + 1) a m(n). Takovy vztah se nazyva reku-
rentni zadani posloupnosti nebo také diferen¢ni rovnice. To znamena, jak
se projevi pridani dalsitho bodu. Obr. 2] ukazuje tuto situaci pro n = 6.
Vlevo vidime 6 vrchold, zde oznacenych Vi az Vi, a jejich spojnice, které
vytvaii mnohotuhelniky. Vpravo vidime pfidany novy bod V7. Pridani
nového bodu V,, 41 vytvoii jednak n — 1 trojihelniki, na obr. 2] ozna-
¢ené hvézdickou, pro které je novy bod vrcholem. Dale pfidani nového
bodu V41 vytvoii n novych tsecek, spojnic s n starymi body. Nékteré
z téchto novych tsecek roziiznou nékteré staré mnohotihelniky a vytvoii
tak nové mnohothelniky. Usecka V1V, ;1 a tsecka V,V,,41 zadny stary
mnohothelnik nefiznou. Ale ostatni usecky ano. Vyberme si jednu tako-
vou tsecku V;V,,11. Na obr. 2l je to napt. usecka V3V7, tedy i = 3, ktera
je vyznacena tlustou C¢arou. Tato tiseCka je rozdélena na nékolik malych
asecek spojnicemi mezi ostatnimi body. Kazdé z téchto malych tsecek
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(kromé té, kterda ma za jeden sviij krajni bod vrchol V;,11) vytvaii jeden
dalsi mnohotuhelnik tim, Zze prefizne jeden ptivodni mnohotihelnik na dvé
Gasti. A pocet téchto malych tsecek je roven poc¢tu spojnic mezi body
na obou stranach této tsecky. Vrchol V; rozdéli vrcholy na dvé skupiny,
v jedné jsou vrcholy s menSim indexem, téch je ¢+ — 1, a ve druhé sku-
piné jsou vrcholy s vétsim indexem, téch je n —i. TakZe pocet spojnic je
(i—1)(n—1). Na obr.2je to 2 x 3 = 6. Tedy tsecka V;V,, 41 vytvori fezem
(¢ = 1)(n — 4) novych mnohothelniki. Tento pfiristek zapoc¢itame pro
v8echny vrcholy, tedy proi € {2,...,n—1}. Ale mohli bychom také uva-
zovat ¢ € {1,...,n}, protoze proi =1 a proi =n je soudin (i —1)(n—1)
nulovy. Tak dostavame dulezity rekurentni vztah
n
m(n+1)=m(n)+n—1+» (i—1)(n—1) (1)
i=1
s pocatecni podminkou
m(3) = 1. (2)
Jak si ukdZeme podrobné dale, tuto diferen¢ni rovnici s touto pocateéni
podminkou Fesi posloupnost

m(n) = 2—14(n —1)(n—2)(n* —3n +12) (3)

a jeji ¢leny pro nékolik vybranych hodnot n ukazuje tabulka

n||1(2{3|4] 5| 6| 7| 8] 9
m|[0[0|1]4] 11|25 |50 |91 | 154

Dva dalsi zpisoby feSeni této tlohy lze najit v [1] a [2].

3. Soucet aritmetické posloupnosti

Nejprve si pfipravime nékolik pomocnych vysledki.
Aritmeticka posloupnost je posloupnost ¢isel, kde rozdil mezi sousedy
je konstantni. My zde budeme uvazovat posloupnost

ai:i.

Uké&zeme si ¢tyfi zptsoby, jak spocitat soucet aritmetické posloupnosti

n 1
Zi = §n(n +1).
i=1
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Prvni zptisob bude nejjednodussi. Ostatni jsou sice pifi znalosti toho
prvniho zptisobu zbyteéné, ale pro nés budou uzite¢né, protoze podobné
najdeme soucet kvadratické posloupnosti Y -, i%. I aritmetickou i kva-
dratickou posloupnost mtzeme séitat od ¢ = 0 nebo od ¢ = 1, vysledek
je stejny.

3.1. Jak to séital maly Gauss

Tento zpusob je spojovan s némeckym matematikem jménem Carl
Friedrich Gauss (1777-1866). Kdyz chodil maly Gauss jesté do $koly, pan
uditel chtél mit chvilku volno, tak zadal svym zaktm zdanlivé tézky tkol,
totiz secist prirozena ¢isla od 1 do 100. Zatimco se ostatni Zaci trapili
s dlouhym vypo¢tem, maly Gauss secetl prvni a posledni ¢islo a dostal
101. Pak secetl druhé a predposledni a dostal opét 101. Kdyz secteme
dvé ¢&isla stejné vzdélena od konct, dostaneme vzdy 101. A téchto pari
je 50. Takze soucet je 50 x 101 = 5050.

Kdyz si napiSeme obecnou aritmetickou posloupnost ay, ..., a, délky
n a pod ni stejnou posloupnost v opa¢ném pofadi a tyto dvé seCteme a
vydélime dvéma, tak dostaneme

- n
;ai = 5((11 + ay).

3.2. Graficky

Souéet 1+ 2+ --- 4+ n je soucet ploch obdélniki o Sifce 1 a vysce i,
viz obr. [l

1 2 3 4 5

Obr. 3: Soucet aritmetické posloupnosti 1 + 2 + - - - + n 1ze nalézt jako obsah
velkého trojuhelniku a obsahy malych trojihelnika
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A velikost této plochy dostaneme jako plochu velkého pravoihlého
trojihelniku o zékladné n a vysce n, kdyz pfidame plochy n malych
pravouhlych trojuhelniki o zakladné 1 a vySce 1, tedy

" 1 n n
. 2
Zz 5" —|—2 2(n+ )

i=1

3.3. Diskrétni derivace a diskrétni integral

Jedna se o obdobu derivace a integralu. Ve Skole se bohaté procvic¢uji
vztahy pro derivaci mocninné funkce

(xn)/ _ nxn—l

napf. (z2) = 2z a neurcity integral, tedy anti-derivace

$n+1
/x”d$:n+1, pron # —1.

Méné pozornosti byva vénovano obdobnym operacim pro posloupnosti.
Lze zavést diskrétni derivaci (téZ nazyvana diference) pro posloupnost

’
a, = Gp41 — Gn,

napt. (n?)' = (n+1)2 —n?=2n+1.

To nenf jediny zptsob, jak zavést diskrétni derivaci. V dodatku uva-
dime dalsi moznosti.

A jak lze pouZit diskrétni derivaci pro vypocet souc¢tu posloupnosti?
Plati-li pro dvé posloupnosti

b=4d,
tedy
b, = Gn41 — An,

pak muiZzeme psat

bp = a1 —ag a1 = ag + by

by =a2 —ay az =a1 +bi=ap+by+ b1

by = a3 —as az = as +ba =ag+ by + b1 + b2

b3 = a4 — as a4 = az +bs = ag + by + b1 + b + bs,
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obecné

n
Ap+1 = ag + ZbL
=0

To 1ze pouzit pro vypocet souctu

timto zptsobem. Ze znalosti
(n?) =2n+1

mizeme psat

n
E bi = Gny1 —ag
i=0

i(2z’+ 1) =(n+1)?

=0

Zii+(n+1): (n+1)2
=0

<
3

i (n+1)2—(n+1) _

5 (n+1).

|3

=0

3.4. Metoda neurcitych koeficientt

Tento zptsob je z naSich zptsobli nejobecnéjsi. Casto se stane, Ze
znédme (nebo uhodneme) tvar FeSeni dlohy, ale nezname hodnoty koefi-
cienti v tomto vysledku. Napf. pro soucet mocnin je vysledek ve tvaru

Z %= ko + kin + k2n2 + k;3n3 + k4n4.
1=0

A jak najdeme neznamé koeficienty ky,..., k47 Staci zvolit 5 hodnot n
a dostaneme soustavu rovnic pro neznamé koeficienty.
Pro nas pripad

n
Zi = k0+k1n+k2n2
=0
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zvolime n = 0, 1,2 a dostaneme soustavu rovnic
ko =0
ko+ki+k =1
kO + le + 4k2 37

ktera maé FeSeni
1 1
0 07 1 2 ) 2 9 ;
takze vysledek je

- 11 n
i=1
ve shodé s nasimi predchozimi zavéry.

4. Soucet kvadratické posloupnosti
Kvadratickou posloupnosti nazyvame posloupnost ¢isel a;, které jsou
kvadratickou funkci indexu i. My budeme uvaZovat posloupnost

a; :ZQ.

Pro soucet aritmetické posloupnosti jsme si ukézali ¢tyfi zpisoby vypo-
¢tu. Kromé toho prvniho, jak to pocital maly Gauss, ktery je krasny,
miiZzeme v8echny t¥i ostatni pouzit i pro soucet kvadratické posloupnosti

4.1. Graficky

Soucet kvadratické posloupnosti

n
> 7
=0

je roven objemu pyramidy sestavené z jednotkovych krychliéek, viz obr. 4]
kde v i-té vrstvé (&islovano odshora) je i2 krychli¢ek. Tento objem je ro-
ven souc¢tu objemu ¢tyifbokého jehlanu o vysce n a délce strany ¢tvercové
zékladny také n a objemu ¢asti krychli¢ek, které vyénivaji ven z jehlanu.
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Obr. 4: Soucet kvadratické posloupnosti 1% 4-22 +- - - 4+n? lze nalézt jako objem
soustavy krychli¢ek srovnanych do pyramidy (levy obrazek), kde v i-té vrstvé
je i? krychli¢ek. Ten se rovna souétu objemu &tyfbokého jehlanu (prostiedni
obrazek) a objemu ¢asti krychli¢ek na hibetu a sikmych bocich, které ¢astecnd
vy¢nivaji z jehlanu, jak ukazuje pravy obrazek.

Obr. 5: Vlevo: kostka na hibetu ma ¢ast o velikosti % v jehlanu a Gasti o ve-
likosti % vyéniva ven. Vpravo: kostka na $ikmém boku ma &ast o velikosti 1

2
v jehlanu a ¢asti o velikosti 3 vy¢niva ven.

Vy¢nivajici krychli¢ky jsou dvojiho druhu.

e Na hibetu, ktery vede od horniho vrcholu pyramidy do nejvzda-
lengjsiho vrcholu étvercové podstavy, je n krychli¢ek, které maji
s velkym jehlanem spole¢nou ¢ast ve tvaru malého jehlanu o ob-

2

jemu % a Casti o objemu 5 vy¢nivaji ven, viz obr. [l leva ¢ast.

. e es . . “ oy .92
Celkovy vy¢nivajici objem téchto krychlicek je $n.

e Dva sikmé boky vedouci od hitbetu dolii k podstavé obsahuji kazdy
142+ 4n—1= g(n—l)
krychli¢ek (krychlicky na hibetu sem uZ nepatii), které maji po-
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lovinu svého objemu v jehlanu a polovina vy¢niva ven, viz obr.
prava ¢ast. Celkovy vyé¢nivajici objem téchto krychli¢ek je

n 1 n
2—(n—-1)=z=—=(n—-1).
-5 =5 —1)
Podstava a svislé boky jsou rovné, tam zadné krychlicky nevycénivaji.
Tedy celkovy objem krychli¢ek a soucet kvadratické posloupnosti je

n

3
5 N 2 n n
=—+-n+-(n—-1)==(n+1)2n+1).
i 3 3n 2(n ) 6(n )(2n )

Il
=]

i

4.2. Soucet kvadratické posloupnosti pomoci diskrétni derivace

Podobné jako pro soucet aritmetické posloupnosti i pro soucet kvad-
ratické posloupnosti muZzeme pouzit diskrétni derivaci posloupnosti.
Ze znalosti
(n®) =3n*+3n+1

mizeme psat

n
E bi = Gny1 —ag
i=0

n

> B +3i+1) = (n+1)°
1=0

n
3
32i2+§n(n+1)+n+1:(n+1)3

i=0
a po drobnych tupravach opét dostavame

n
ZiQ = %(TL+ 1)(2n+1).
i=0

4.3. Metoda neuréitych koeficientti pro soucéet kvadratické po-
sloupnosti

Postupujeme podobné jako pro aritmetickou posloupnost. Hledame
vysledek ve tvaru

n
ZZQ =ko+ kin+ ]CQTLQ + k3n3.
1=0

Roc¢nik 96 (2021), ¢islo 3 9



MATEMATIKA

Zvolime n = 0,1, 2,3 a dostaneme soustavu rovnic

ko =0
ko + ki + ko + k3 =

ko + 2k + 4ko 4 8ks
ko 4+ 3k1 + 9ko + 27ks = 14,

Il
o

kterd méa feSeni

takze vysledek je opét
- n
i? = E(n +1)(2n+1).
i=0
ve shodé s na8imi pfedchozimi zavéry. Tento zptisob vypoctu lze s vyho-
dou provést na pocitaci, nap¥. pomoci pocitacového algebraického sys-
tému Mathematica témito piikazy

In[1] := Unprotect [Power];
In[2]:= 00 = 1;

In[3]:=n = 3;
In[4]:= a = Table[i~j, {i, 0, n}, {j, 0, n}];
In[5]:= b = Table[Sum[i~2, {i, k}], {k, 0, n}];
In[6]:= k = Inverse[a].b

1 1 1
Out[6]= {0, -, -, -}

6 2 3

Ale kdyZ uz mame tak silny nastroj, jako je Mathematica, tak mtuZeme
pouzit pfimo piikaz

In[1]:= Sum[i~2, {i, n}]

n (1 +n) (1 +2n)
Qut[1]= ————-mmm e~
6

a ziskdme vysledek jedinym Fadkem.
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5. ReSeni diferenc¢ni rovnice

Nyni méme pfipravené nastroje pro poctivé vyreSeni diferen¢ni rov-

nice ()

n
m(n+1)=mn)+n—1+Y (i—1)(n—1).
i=1
Roznasobenim pravé strany dostaneme souéty konstantni, aritmetické a
kvadratické posloupnosti, které jiz umime secist, takze dostaneme pro
zévislost m(n) po¢tu mnohothelniki na poctu vrchola n diferenéni rov-
nici 1
m(n+1) —m(n) = g(n?’ —3n% +8n —6)

s pocatecni podminkou
m(3) = 1.

Ta ndm dovoluje postupné poéitat hodnoty m(n) pro n = 3,4,5,...
A pomoci metody neuréitych koeficient nebo pomoci diskrétn{ derivace
najdeme piimo FeSeni (3]

1

= ﬂ(” —1)(n —2)(n* — 3n + 12).

m(n)

Je pifjemné, Ze tento vztah da m(1) = 0 v souladu s pozorovanim,

ze jeden bod nevytvaii zadnou tsecku ani zddny mnohouhelnik. A také

m(2) = 0, kdy dva body sice vytvoii jednu tsecku, ale zadny mnoho-
thelnik.

6. Pocitani mnohothelniki na pocitaci

Vyse odvozeny analyticky vysledek pro m(n), ktery udava vztah pro
vypocet po¢tu mnohothelnikii pro libovolny pocet bodi, je nejlepsi mozny
zavér. Pro nékteré tlohy se nam ale nepodaii takto pékny vysledek zis-
kat. Pak se musime spokojit alesponi s numerickym experimentem.

Pojdme se jesté podrobnéji podivat, jak mnohothelniky pocitame.
Obvykle si na papir na¢rtneme nékolik mélo bodi, ty spojime useckami
a spoc¢itame vzniklé mnohothelniky. Pro maly pocet bodu to zvladneme
pouhym okem, pro vétsi pocet bodu je dobré si tuzkou délat znacky do
mnohotuhelnikd, které jsme jiz zapocitali.

Jak lze tuto ulohu provést na pocitadi? Lze s vyhodou pouZzit mate-
maticky software Mathematica a nasledujici program
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n=6;

uhly = Table[2Pi/n*(i+0.2*%Sin[Sqrt[32]*i]),{i,n}];

body = Transpose[{Cos[uhly], Sin[uhly]}];

dvojice = Subsets([body, {2}];

obrazek = Graphics[Line[dvojicel];

rastrovanyobrazek = Rasterize[obrazek, RasterSize ->1000];
binarizovanyobrazek = MorphologicalBinarize[rastrovanyobrazek] ;
slozky = MorphologicalComponents[binarizovanyobrazek] ;

m = Max[slozky]-1

Co jednotlivé radky délaji? Nejdfive si pfipravime pocet bodi, zde n = 6.
Pak si pfipravime thly urcujici body na kruznici. Je tfeba thly volit ne
rovnomérné, protoze pak by mohl nastat prusec¢ik t¥i nebo vice tsecek,
jako tomu je napt. pro pravidelny Sestithelnik. Toto je tkol, ktery si
vyzaduje peclivéjsi pristup. Pozdéji vytvofime obrazek a ten budeme
rastrovat. Rozlozime jej na velky pocet rfadka a sloupci, tedy matici
malych obdélniki, mizeme jim fikat pixely. Kdybychom méli dokonalé
nekonecné rozliseni, tak by nam vyhovovalo témér libovolné nahodné
rozloZeni bodi na kruZnici. Ale protoZze musime pracovat pouze s kone¢-
nym rozliSenim, je dobré, aby vzniklé mnohothelniky nebyly pfili§ malé.
To je snadné pro velmi maly pocet bodu n, ale pro vétsi n je potieba pec-
livé volit ,,zndhodnéni“ thla. Po vétsim poctu pokust se nam osvédcila
pravé tato volba. Vyraz

2T .
—i, 1=1,...,n
n

by dal rovnomérné rozlozeni bodi. Kdyz misto ¢ pouzijeme
i+ 0,2sin(iv32),

tak vytvorime nepravidelné odchylky s amplitudou 0,2.

Dalsi radek pripravi pomoci funkci Sin a Cos soufadnice bodd v ro-
viné. Pak si pfipravime pomoci pifkazu Subsets vSechny dvojice bodu,
koncové body tusecek. A piikazem Graphics vytvofime obréazek. Ten
rastrujeme piikazem Rasterize s rozlisenim 1000 x 1000 bodu. Rastro-
vany obrazek pfevedeme piikazem MorphologicalBinarize na binarni,
kde kazdy pixel muze nabyvat pouze jedné ze dvou hodnot. A nako-
nec pifkazem MorphologicalComponents obrazek rozdélime na souvislé
komponenty a vznikne matice, kde kazdy prvek matice obsahuje ¢&islo
komponenty, kam dany pixel patfi. Jedna komponenta je okoli, proto
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pocet mnohouhelnika je o jednu mensi nez nejvétsi ¢islo komponenty.
Prikazem

Export["obrazek.pdf",obrazek] ;

muzZeme obrazek ulozit do souboru obrazek.pdf.

TakZe mame pocitacovy program, ktery muZzeme pouZit na vypo-
Get prvnich par ¢lent posloupnosti m(n), nap¥. pro n = 3,...,9. Nyni
chceme objevit néjakou zédkonitost v téchto datech. Jedna moznost je po-
stupné pocitat rozdily sousednich ¢lent. To je vlastné pocitani diskrétni
derivace. Tim vznikne nova posloupnost, kratsi o jeden ¢len. Tento krok
mizeme nékolikrat opakovat. Vysledky si zapiSeme do nésledujici ta-
bulky

1 4 11 25 50 91 154
3 7 14 25 41 63
4 7 11 16 22
3 4 5 6
1 1 1

Kdyz po nékolika krocich dostaneme konstantni posloupnost, zna-
mené to, %e nase vychozi posloupnost m(n) je mnohoélen, jehoz argu-
ment je index n. Rad mnohoclenu je roven poctu kroki vedoucich ke
konstantni posloupnosti, zde 4. Jeho koeficienty najdeme Fesenim sou-
stavy rovnic, kde polozime rovny hodnoty mnohoclenu a ¢leny nasi po-
sloupnosti. Tedy mame tvar mnohoé¢lenu

m(n) = ko + kin + kan® + ksn® + kyn?

a soustavu rovnic pron =3,...,7

ko + 3k1 + 3%ka + 3%ks + 3%ky = 1

ko + 4ky + 4%ko + 43k3 + 4%k, = 4

ko + k1 + 5%ke + 5%ks + 5%k, = 11

ko + 6k1 + 6%ko + 6%ks + 6%ky = 25

ko + Tky + 7%k + T3ks + T*ky = 50.
Regenfm je

ko=1, ki=—= Fky=~—
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a tedy posloupnost je dana vztahem

7 23 1 1
—1_1 2 Loz b4
m(n) " T
1
=—(n—1)(n—2)(n*—-3n+12).
24
Pro kontrolu miizeme tento mnohoclen vy¢islit jesté pron =8 an =9

a dostaneme

m(8) = i(s- 1)(8—2)(82 =3 x8+12) =91

m(9) = i(g —1)(9-2)(9> -3 x9+12) = 154

v souladu s nagimi vysledky.

7. Encyklopedie posloupnosti

KdyZz postupnym diskrétnim derivovanim posloupnosti dojdeme ke
konstantni posloupnosti, vime, Ze puvodni posloupnost je vysledek mno-
hoclenu, jehoz argument je index ¢lenii posloupnosti. Ale co kdyz zkou-
méme posloupnost, kterd neni vysledkem mnohoc¢lenu? Nagtésti existuje
Encyklopedie posloupnosti (The On-line Encyclopedia of Integer Sequen-
ces), kterou zalozil Neil Sloane v roce 1963. Ptivodné ji vydaval v knizni
podobé, dnes je dostupna na Internetu na adresewww.oeis.orga v srpnu
2020 obsahovala informace o vice nez 336000 posloupnostech. Kdyz na
této strance vloZzime na8i experimentalné nalezenou posloupnost

1, 4, 11, 25, 50, 91, 154,

tak za méné nez jednu vtefinu dostaneme odpovéd, Ze tato posloupnost
se nachazi v uvedené databézi pod ¢islem A006522, véetné prvnich asi
50 ¢lenti, nékolika odkazii na souvisejici odborné ¢lanky, rtizné vyznamy
této posloupnosti, véetné toho naseho, tedy ,,pocet oblasti vytvorenych
stranami a thlopfickami konvexniho n-tthelniku v obecné poloze* a také
nékolik matematickych vztaht pro pfimy vypocet libovolného ¢lenu po-
sloupnosti.

Je to nadhera, zabyvat se matematikou v dobé, kdy méme volné k dis-
pozici takovéto nastroje.

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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8. Dodatek

V hlavnim textu jsme zavedli diskrétni derivaci pro posloupnost vzta-
hem a), = ap+1 — an. Pak napft.

(n?)" =2n+ 1.

Na zakladé zkuSenosti s derivacemi funkci bychom si mohli prat, aby
vysledek byl pouze 2n. Také vyvstava otazka, pro¢ se posunovat dopiredu
¢lenem a,41, pro¢ se neposouvat dozadu? Je to mozné. Mohli bychom
zavést diskrétni derivaci vztahem a), = a,, — a,—1. Pak napf.

(n?) =n*-(n—-1)>%*=2n-1.

To bohuZzel opét neni pouhé 2n. Ale kdyz tyto dva zpusoby zprumeéru-
jeme, tak dostaneme tfeti moZznou definici diskrétni derivace
Gn41 — An-1
a/% = f

Pak ) )

(712)/ — (’I’L—|— 1) — (’I’L — 1)
2

To je v souladu s nasim pFanim na zékladé zkuSenosti s derivacemi funkei.

Ale bohuzel pro vys8i mocniny uz to tak hezky nedopadé, napf.

= 2n.

(n+1)3—(n-1)3

(’I’LB)/ — 5

=3n?+1.

Zaver je, ze zadny z téchto zpiisobi, jak zavést diskrétni derivaci pro po-
sloupnosti, neni v dokonalé forméalni shodé s derivaci funkci. Ale kazdy
z téchto zpusobi 1ze pouzit pro vybudovani teorie pro praci s posloup-
nostmi. My zde pouzivame prvni zptsob

’
Qp = Qp4+1 — Gnp-
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