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KONSTRUKCE SPOLECNYCH TECEN
DVOU KUZELOSECEK

ALICE KRALOVA

Copak se v tomto ¢lanku dozvim nového a zaji-
mavého?

V predlozeném textu se snazim vytesit ilohu, jak zkonstruovat
spoleéné teény dvou kuZelosedek.! Vsichni umime pomoci stej-
nolehlosti sestrojit spolecné teény dvou kruznic, co si ale pocit,
kdyz misto kruznic budou zadané napiiklad dvé elipsy? S touto
tlohou jsem se kupodivu nesetkala ani pfi svém studiu matema-
tiky a deskriptivni geometrie na vysoké skole, ani jsem ji nenasla
v zaddné z bézné dostupnych ucebnic geometrie. Proto si myslim,
ze poskytnuti feSeni tohoto problému mize byt pro ucitele mate-
matiky opravdovym pfinosem.

Definice zakladnich pojmu

Reseni nasi tlohy je zaloZeno na vyuziti t¥i zakladnich geome-
trickych pojmi, které spolu zdanlivé nesouviseji, nicméné které
posléze ,smontujeme® dohromady, coz nam poskytne pozadovany
vysledek.

Prvnim pojmem, s nimz budeme pracovat, je stredovd kolinea-
ce v Toviné.?

IMam samoziejmé na mysli dvé regularni kuzelosecky, tedy elipsu, para-
bolu nebo hyperbolu.

2Sttedovou kolineaci v roviné lze vytvorit tak, Ze vezmeme ,perspektivni
kolineaci“ v prostoru realizovanou stfedovym promitinim z bodu S mezi
dvéma riznobéznymi rovinami p a o, S ¢ p,S ¢ o. Tu nésledné promit-
neme z dalsitho bodu O do spoleéné pramétny 7, O ¢ p,O ¢ 0,0 ¢ .
Zavadét kolineaci v roviné timto zpusobem je ovsem dosti zdlouhavé a pro
naSe konstrukce v podstaté zbytecné. Proto se v tomto textu omezime na
pfimou definici stfedové kolineace v roviné.
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Obr. 1: Definice kolineace v roviné

Necht je v roviné 7 dédna pfimka o — osa kolineace a bod S —
stred kolineace, ktery na ni nelezi.

Stredova kolineace v rovineé je vzajemné jednoznacné zobrazeni
mezi body lezicimi v roviné 7 definované témito podminkami:

e Pro libovolny bod A (vzor), jemuZ je pfifazen bod A’ (0b-
raz) tak, aby A’ # A, musi platit, ze pfimka AA’ prochazi
stfedem kolineace S.

e Je-li bodu P prifazen bod P’ tak, ze P = P’, pak tento bod
musi lezet na ose kolineace a nazyva se samodruzny bod.

e Mame-li dva libovolné vzory A # B a jim odpovidajici ob-
razy A’ # B’, spojnice AB a A’ B’ se budto protinaji v bodé
na ose kolineace, nebo jsou to rovnobézky s osou kolineace.

Druhym pojmem, ktery pfi feSeni nasi ulohy vyuzijeme, je Pas-
calova zdvitnice. Jedné se o rovinnou kfivku definovanou pomoci
kruznice k o priméru d, bodu F', ktery je s ni incidentni, a za-
dané délky u. Vedme bodem F' svazek pfimek, na néz naneseme
od jejich priseciku s kruznici £ danou délku u, a to na obé dvé
polopfimky, jejichz krajnim bodem je zminény prusecik s kruz-
nici. Pascalovu zavitnici pak vytvareji krajni body P a P’ takto
sestrojenych tsecek o délce u.
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Obr. 2: Definice Pascalovy zavitnice

Pascalovu zavitnici 1ze popsat rovnicemi v polarnich soutad-
nicich. Nejprve zvolme jednodussi variantu, v niz soutadnicovy
systém zavedeme tak, ze bod F' je pocatkem soustavy soutradnic
a prumeér kruznice k lezi na ose x. Z divoda, které se nam objasni
pozdéji, ozna¢me druhy koncovy bod priumeéru kruznice £ na ose x
jako bod S. Je tedy |F'S| = d. Obecnym bodem kruznice k necht
je bod K|z;y]. Jeho primét na osu = oznacme jako bod K [z;0];
thel a = 4SFK.

Pro body kruznice k plati nasledujici vztahy, které plynou
z pravouhlych trojihelniki FK1 K a FKS (obr. 2):

Cosa:ﬁ = z=|FK|-cosa,
sina:ﬁ = y=|FK|-sina,

FK
cosa = % = |FK|=d:cosa.

Pak je
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Vezmeme-li nyni v @vahu, ze na polopfimku K F, resp. na polo-
pfimku k ni opa¢nou, nanasime od bodu K délku u, je Pascalova
zavitnice popsana témito rovnicemi v polarnich soutfadnicich:

cosa:ﬁ = z=(|FK|tu)-cosa,
sina:ﬁ = y=(|FK|tu)-sina.
Proto je

x=(d-cosatu)-cosa } : €<_I'§>
y=(d-cosatu)- sina pro « 2°2/"°

Konstrukci spoleénych tecen dvou kuzelosecek vytvoiime v pro-
gramu GeoGebra.? Pascalovu zavitnici piitom budeme muset se-
strojit v obecné poloze, v niz body F[f1; f2] a S[s1; s2] maji obecné
soufadnice.

Proto si nyni odvodme rovnice v poldrnich soufadnicich pro
Pascalovu zavitnici v obecné poloze. Nejprve ale rovnicemi po-
piSme kruzmici k. Opét plati vztah |FK| = d - cosa. Déle je
(obr. 3):

/

X
cos(a + ¢) = IFK]’
. Yy
Sln(a —+ SO) = W

Potom

v =0+ fi = [FK]| - cosa+ ) + fi = d- cosawcos(a+9) + f
y=vy + fo = |FK| sin(a+ @) + fo = d-cosasin(a+ ) + fo
opét pro a € <—g; g>

Mame-li nyni rovnicemi popsat Pascalovu zavitnici, v uve-
denych rovnicich popisujicich body kruznice k£ pouze nahradime

3Jedna se o program GeoGebra verze 5.0, co? je graficky open source soft-
ware, viz odkaz https://wuw.geogebra.org.
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délku |FK| vyrazem |FK| + u, ktery lze vyjadfit ve tvaru

d-cosa =+ u. Je tedy
x = (d-cosatu)-cos(a+¢)+ f
= (d-cosa£u)-sin(a+ @)+ fo,

kde o € <—§; §>

Délku d = |F'S| praméru kruznice k dopoéitdme
bodd F' a S pomoci vztahu

d=1/(s1— f1)% + (52— f2)? .
Pro thel ¢ plati, ze

32—f2 52—f2

tanp = = @ = arctan

51— f1 Sl_fl.

Yyl S2 !

f2

(1)
(2)

ze soufadnic

S1

Obr. 3: Odvozeni rovnic Pascalovy zavitnice v obecné poloze
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Pascalova zavitnice ma jednu dulezitou vlastnost, kterou si
nyni popiseme a kterou pozdéji vyuzijeme v nasi konstrukci. Pro
jednoduchost uvazujme, Ze je poloha Pascalovy zavitnice stejna
jako v obr. 2. Body L; a Lo, v nichz Pascalova zavitnice protina
osu z, maji x-ovou soufadnici danou vyrazem d — u, resp. d +
+ u. Usecka L Ly mé tedy délku 2u a je primérem kruznice [ se
stfedem v bodé S.

V obr. 2 jsme oznacili obecny bod kruznice k£ jako bod K.
Protoze je tsecka F'S prumérem kruzmice k, je |<FKS| = 90°.
Pritom pramér kruznice [ lezi na pfimce KS — viz obr. 4.

Zopakujme, ze body P a P’ Pascalovy zavitnice leZi na pfimce
FK L KS tak, 7e |PK| = |KP'| = u. Jinymi slovy mtizeme Fici,
ze vzdalenost bodd P a P’ od pfimky K S je rovna hodnoté u.

Vedme nyni body P’ a P rovnobézky t; a ty s pfimkou K.S,
na niz lezi pramér kruznice [, jejiz polomér ma velikost u. Z vyse
uvedeného je ziejmé, ze pfimky t1 a to jsou te¢nami kruznice .

Tuto vlastnost lze vyjadfit tak, ze Pascalova zavitnice je mno-
zinou pat kolmic, které vedeme z daného bodu F' k tecndm dané
kruznice [. Pascalovu zavitnici nazyvame upatnici kruznice [ s po-
lem F.

V zavislosti na vzajemné poloze bodu F' a kruznice ! se méni
pouze tvar Pascalovy zavitnice, algebraické rovnice v polarnich
soutadnicich, které ji popisuji, zustavaji stejné. Stejné tak se ne-
méni i fakt, Ze je Pascalova zavitnice upatnici kruznice [.

Obr. 4 zobrazuje Pascalovu zavitnici v ptfipadé, kdy je u < d,
coZ soucasné znamena, ze bod F' lezi vné kruznice .

Na obr. 5 vidime Pascalovu zavitnici, je-li u > d, neboli bod F’
lezi uvnitt kruznice [.

Pokud je u = d, tj. bod F' lezi na kruznici [, je bod F na Pasca-
lové zavitnici hrotem a Pascalovu zavitnici nazyvame kardioidou.

Jednotlivé pripady jsou také vykresleny v (JareSovd & Volf,
2012: s. 56).
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Obr. 4: Pascalova zavitnice jako patnice kruznice [, u < d

Y

Obr. 5: Pascalova zavitnice jako tpatnice kruznice I, u > d
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Na tomto misté uvedme nésledujici skutecnost. Konstrukci
spole¢nych tecen dvou kuzelose¢ek budeme realizovat v programu
GeoGebra. Ten umi presné sestrojit pouze pruseciky Pascalovy
zéavitnice s primkou, zatimco pfesnou polohu prusecikt Pascalovy
zéavitnice s kruznici uréit nedokaze. To mé za néasledek, ze po-
kud chceme zkonstruovat spoleéné teény dvou kuzelosecek zcela
presné, jsme nuceni zadané kuzelosecky kolineaci transformovat
do kruznice a paraboly. Coz je z hlediska volby urcujicich prvka
kolineace velmi vyrazné omezeni.

Konecéné tfetim pojmem, ktery pri feseni nasi llohy pouzijeme,
je tecna kuZelosecky v daném bodé. Presnéji feceno v konstrukci
uplatnime jeji vlastnosti.

Obr. 6: Vlastnosti tecny kuzelosecky
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Abychom mohli uvést vlastnosti teény dané kuzelosecky, mu-
sime zminit pojem vrcholovd kruznice elipsy, resp. hyperboly. Jed-
né se o kruznici v, jejimz primeérem je hlavni osa AB elipsy nebo
hyperboly. Plati, ze bod P, ktery je patou kolmice spusténé z nék-
terého ohniska elipsy nebo hyperboly na tecnu t této kuzelosecky,
lezi na zminéné vrcholové kruznici v. Najdeme-li bod @) stfedoveé
soumérny k pouzitému ohnisku F' podle bodu P, pak spojnice dru-
hého ohniska F’ kuZelosecky s bodem @ protind tecnu t v jejim
bodé dotyku T'.

Tec¢na t paraboly v bodé T mé analogické vlastnosti, pouze
je vrcholova kruznice nahrazena wvrcholovou tec¢nou v paraboly.
Protoze je ,druhym ohniskem paraboly“ nevlastni bod jeji osy o,
ziskdme bod dotyku T na tecné ¢ tak, ze bodem () vedeme rovno-
bézku s osou o paraboly.

Spole¢na tec¢na kruzZnice a kuZelosecky

Nyni se podivejme, jakou vlastnost musi mit tecna ¢, kterd je
spolecné pro kruznici [ se stfedem S a kuzelosecku, ktera neni
rovnéz kruznici. Zjistime, Ze se nam vysSe uvedené pojmy zacinaji
spojovat dohromady.

Meéjme libovolnou kuzelosecku, bod F' necht je jejim ohniskem,
bod P necht je patou kolmice, kterou spustime z ohniska F' na
tecnu . Protoze je pfimka ¢ zaroven te¢nou kruZnice [, je bod P
bodem upatnice kruznice [, jejimz pélem je ohnisko F'. Bod P je
tedy bodem Pascalovy zavitnice.

Pritom jsme fekli, ze bod P lezi na vrcholové kruznici elipsy
nebo hyperboly, pfipadné na vrcholové tecné paraboly. Takze ho
ziskdme jako prisec¢ik Pascalovy zavitnice s pfislusnou vrcholovou
kruznici, resp. vrcholovou te¢nou.

Nicméné jsme také zminili, Zze pii realizaci této konstrukce
v programu GeoGebra mame problém, protoze GeoGebra neumi
presné urcit pruseciky Pascalovy zavitnice s kruznici.

Proto se budeme snazit zadané dvé kuzelosecky kolinedrné
transformovat do kruznice a paraboly, aby bylo mozné jejich spo-
leCné teCny sestrojit zcela presné.
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Obr. 7: Spole¢na te¢na elipsy a kruznice

V programu GeoGebra vykreslime Pascalovu zavitnici v obec-
né poloze pomoci rovnic 1 a 2. Pouzijeme piikaz ve tvaru

p = Krivka[Rovnice 1, Rovnice 2, a, —7/2, w/2].

Pred zadanim tohoto pfikazu si ale musime nachystat hodnoty

d,u, ¢, fi a fa.
Hodnotu d = |F'S| ur¢ime piikazem

d = Vzdalenost[F, S].

Hodnota u je rovna poloméru zadané kruznice [.

Abychom mohli dopocitat velikost thlu ¢, musime definovat
hodnoty s1,s2, f1 a fo, které udavaji z-ové a y-ové souiadnice
bodt S a F. K tomu pouzijeme piikaz ve tvaru soufadnice(nizev
bodu), konkrétné s; = x(S) pro uréeni z-ové soufadnice bodu S
a so = y(5) pro y-ovou soufadnici bodu S. Stejnym zptsobem
ziskame hodnoty f1 a fs.

Potom uz hodnotu thlu ¢ dopocitdme pomoci prikazu

¢ = atan((s2 — f2)/(s1 — f1))-
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Kolinearni transformace zadanych kuzelosecek

Abychom mohli sestrojit spolecéné te¢ny dvou kuzelosecek, je tieba
je kolinearné transformovat do kruZnice a kuZelosecky, kterou je
v idedlnim pripadé parabola. Na zékladé toho, co bylo uvedeno
vyse, jsme potom jiz schopni tlohu vyfesit.

Obr. 8: Spole¢na tecna paraboly a kruznice

Podivejme se nejprve na konstrukci spoleénych teéen dvou
elips. Z toho, co zjistime, se pak pokusime navrhnout postup feseni
pro jinak zadanou dvojici kuzelosecek.

Diilezitou vlastnosti kolineace v roviné 7 je, ze nékteré vlastni
body roviny 7 se zobrazi do nevlastnich bodi roviny 7 na jeji ne-
vlastni pfimku u/_ . Tyto body, jejichz obrazy jsou na nevlastni
pfimee u’_, lezi na 4ubéznici u, kterd je rovnobé&znd s osou o ko-
lineace.* Pfitom je kolineace jednoznaéné uréena, pokud zadame
polohu osy o kolineace, ibéznice u a stfedu S kolineace.

Necht jsou tedy dany dvé elipsy & a &, které jsou viici sobé
v obecné poloze. Elipsu £ chceme kolinarné transformovat do
kruznice K, z elipsy & chceme v téze kolineaci ,,vyrobit“ para-
bolu P.

47 této vlastnosti kolineace plyne, e kolinedrnim obrazem kruznice je
elipsa, parabola nebo hyperbola v zavislosti na poc¢tu prisecikt mezi uvazo-
vanou kruznici a ubéznici kolineace.
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Osu o kolineace volme tak, aby splyvala s vedlejsi osou C'D
elipsy &;. Aby z elipsy & mohla vzniknout parabola, musi mit
s ubéznici u spoleény pravé jeden bod, volme proto tbéznici u
kolineace tak, aby to byla tefna elipsy & rovnobézna s osou o
kolineace. Bod dotyku mezi & a u ozna¢me jako bod U.5 Jeho
obrazem bude nevlastni bod U/, (obr. 9).

Dale budeme pfedpokladat, ze stfed S kolineace lezi na hlavni
ose <> AB elipsy &;. Kdybychom polohu bodu S zvolili pevné,
pak bude obrazem elipsy £ opét elipsa. Pokud ma ale z elipsy &;
vzniknout kruznice K, ziskdme presnou polohu bodu S az jako
dtisledek této podminky.

Na tomto misté poznamenejme, Ze musi byt splnén pozada-
vek, aby se elipsa £ a Ubéznice u vzajemné neprotinaly. Vzhle-
dem k tomu, Ze ibéznici u jako te¢nu elipsy £ muzeme volit ve
dvou ruznych polohéch, lze tuto podminku snadno dodrzet. Nase
moznosti, jak vy$e uvedenou podminku splnit, jsou rozsifeny také
tim, Ze si muzeme vhodné zvolit, kterou ze zadanych elips ozna-
¢ime jako elipsu & a kterou jako elipsu &;.

Obr. 9: Odvozeni urcujicich prvka kolineace

5Konstrukce teény elipsy rovnobé&zné se smérem patii mezi zékladni kon-
strukce v deskriptivni geometrii, a proto ji zde nebudeme popisovat — viz (Po-
mykalovd, 2012: s. 43, ptiklad 4.6).
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Jelikoz vedlejsi vrcholy C' a D elipsy & lezi na ose o koline-
ace, jsou samodruzné, a proto jsou to zaroven body kruZnice .
Poznamenejme ale, Ze kolineace nezachovdvd deélici pomeér, takze
obrazem stfedu elipsy & mneni stfed kruznice K. Usecka CD je
pouze tétivou kruznice K, nikoli jejim primérem.

Rekli jsme, Ze stied S kolineace je bodem na hlavni ose <> AB
elipsy &1, takZe jeji hlavni vrcholy A a B lezi na kolinedrnim pa-
prsku a jejich obrazy A’ a B’ jsou s timto kolinedrnim paprskem
rovnéZ incidentni. Takze je A’B’ C <+ AB.

Protoze jsou tecny elipsy & v bodech A a B rovnobézné
s osou o kolineace, musi byt te¢ny kruznice K v bodech A’ a B’
také rovnobézné s osou o. (VSechny ¢tyfi tecny se protinaji ve
spoleéném nevlastnim bodé na ose o kolineace, z ¢ehoz vyplyva
jejich rovnobéznost. Navic jsou teény v bodech A’ a B’ hledané
kruznice K kolmé na A’B’.) Usecka A’'B’ je tedy priimérem kruz-
nice K.

V této chvili se dostavame k nejdilezitéjsimu ,figlu“, ktery
pouZijeme, abychom elipsu & skutecné kolinedrné transformovali
do kruznice K.

Vedme z bodu U, coZ je bod dotyku elipsy &£ s tb&znici u,
tecny t; a to k elipse £;. Body dotyku oznaé¢me Ty a T5.5 Protoze
je nevlastni bod U’ obrazem bodu U, pfimky t| a t}, které jsou
obrazy teden t; a ty a které bodem U’ musi prochdzet, jsou tudiz
spolu vzajemné rovnobézné.

Vzhledem k tomu, Ze je kolinearnim obrazem tec¢ny dané kiivky
opét tecna obrazu této krivky a obrazem bodu dotyku mezi te¢nou
a kiivkou je rovnéz bod dotyku mezi jejich obrazy, budou primky
t} a t}, teénami kruznice K s body dotyku T} a T3, jakoZto obrazy
bodii T a Ty. Z rovnobéZnosti tecen t] a tf plyne, Ze tsecka T T4
je prumérem kruznice K.

Teoreticky nyni vime, Ze stfed O’ kruznice K je prisecikem
pfimky AB s tsec¢kou T]Ty, prakticky bod O’ ale zatim najit
nemiizeme, protoze polohu tsecky 7774 nezndme, nebot nezname
polohu stfedu S kolineace.

6Konstrukce tecen z bodu k elipse — viz (Pomykalova, 2012: s. 41, priklad
4.5), v programu GeoGebra existuje pro konstrukci teéen explicitni p¥ikaz.
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Proto si vSimnéme jesté jedné vlastnosti, kterd je z hlediska
konstrukce bodu O’ zcela zdsadni. Vzorem stfedu O’ kruznice K
je bod O na primce AB, ktery ale neni stiedem elipsy &;. Koli-
nedrnim obrazem piimky OU je spojnice bodi O a U._, ktera je
rovnobé&zna s teénami #; a t) kruznice K. Usecka T} T} a spojnice
O'U!_ jsou proto na sebe kolmé.

Ziskame-li dva body @ a @, z nichZ jeden lezi na pifmce 1] T4
a druhy na spojnici O'U/_, pak je bod O’ nutné bodem Thaletovy
kruznice sestrojené nad primérem QQ. Témito body Q aQ jsou
ale samodruzné body na ose o kolineace, které vzniknou jako jeji
pruseciky s pfimkami 7175 a OU, pficemz bod O jsme ziskali jako
prusecik primky AB s primkou T 75.

Zname-li polohu bodu O’ jakoZzto priseciku piimky AB s Tha-
letovou kruznici sestrojenou nad priimérem QQ, kruznici K pak
uz snadno sestrojime pomoci jejiho stfedu O’ a bodu C, resp. D,
kterym musi prochazet.

Protoze bod U lezi na pifmce OQ, je bod U nevlastnim bo-
dem pifmky QO’. Spojnice bodu U s bodem U._, tj. rovnobézka
s pfimkou QO’ veden4 bodem U, je kolinearnim paprskem a pro-
tind pfimku AB ve stiedu S kolineace.

Pruseciky piimky QO’ s kruzmici K jsou body dotyku T} a T3.
Ktery z téchto dvou pruseéikit mame oznacit jako bod 77 a ktery
jako bod T3, pozndme podle toho, ze T] € <> STy a Tj € <> STh.

Daéle ptimka AB protind kruznici X v bodech A’ a B’. Jejich
spravné oznaceni odvodime z faktu, Ze se napriklad spojnice AT}
a A’T] musi protinat na ose o kolineace.

Pro tplnost dodejme néasledujici skute¢nost. Rekli jsme, Ze
stfedova kolineace v roviné je vzajemné jednoznacné zobrazeni
mezi dvéma mnozinami bodi, vzory a obrazy, které lezi ve spo-
leéné roviné 7. Je-li obrazem uréitého bodu U nevlastni bod UZ_,
pak tento bod U lezi na béZnici u || 0. Ale pokud vezmeme za
vzor nevlastni bod V, na nevlastni pfimce roviny =, jeho obra-
zem V' je bod na protiibéZnici v, ktera je téZ rovnobéZna s osou o
kolineace. P¥itom plati, Ze orientovana vzdalenost protitibéZnice v’
od osy o kolineace je rovna orientované vzdalenosti stfedu S ko-
lineace od UbéZnice u — viz (Urban, 1965: s. 303). Symbolicky
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muzeme tento vztah zapsat jako m = (57;, alternativou je
rovnost m = (S,v).

Vedme bodem U rovnobézku s piimkou AB, jejim nevlast-
nim bodem necht je bod V... Priseéikem s osou o kolineace pak
prolozme rovnobézku s ptimkou QO’, ktera prochazi bodem U/ .
Ta protne pfimku AB v bodé V', kterym prochézi protitibéznice
v' || o. Jelikoz pfimka AB, S € AB, prochazi bodem V,, jedn4 se
o kolinearni paprsek, ktery proto musi byt incidentni s bodem V.

Nyni provedeme kolinedrni transformaci elipsy £ do para-
boly P (obr. 10). Protoze program GeoGebra umi vykreslit kuze-
losecku po zadéani péti jejich riznych bodt, sta¢i najit kolinearni
obrazy péti bodi elipsy &. Vedme hlavnimi a vedlej$imi vrcholy
elipsy & rovnobézky s primkou AB, které vSechny prochéazeji bo-
dem V. Obrazy téchto pfimek vytvaii svazek piimek se stfe-
dem v bodé& V', pfidem# jsou téz incidentni s piislusnymi samod-
ruznymi body na ose o kolineace. Pro nalezeni obrazi vrchold
elipsy & pak jesté pouzijeme odpovidajici kolinearni paprsky.

0 v u
W' T

/ . N

Obr. 10: Kolinearni transformace zadanych elips
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Jako paty bod elipsy & lze pouzit druhy krajni bod U toho
priméru elipsy &, jenz prochéazi bodem U. Tecna paraboly v bo-
dé U, ktery je obrazem bodu U, je pak nutné rovnobé&zna s osou o
kolineace.

Déle se tecna elipsy & v nékterém jejim vrcholu zobrazi do
te¢ny paraboly P v obrazu tohoto vrcholu. Pfitom vyuzijeme sa-
modruzného bodu na ose o kolineace. Zname-li dvé teény paraboly
s jejich body dotyku, mzeme uzitim konstrukei (Havlicek, 1956:
s. 180, konstrukce 40,1) a (Havlicek, 1956: s. 183, konstrukce 40,4)
najit urcujici prvky paraboly, tedy polohu jejiho vrcholu a ohniska.

Poznamenejme, 7ze osa paraboly musi prochzet bodem U/,
a je tedy rovnobézna s piimkou QO’. Kdybychom chtéli uzitim
kolineace pfimo sestrojit vrcholovou teénu z’ s vrcholem X' para-
boly P, uzijeme mirné upravenou konstrukci (Urban, 1965: s. 338,
uloha 13.5, 2. pfipad).

Nevlastni bod kolmice QO’ k piimce QO’ oznaé¢me W/ . Vrcho-
lova te¢na 2’ paraboly P je pak s bodem W/ incidentni, neboli
je rovnobé&zna s piimkou QO’. Vzorem bodu W/  je bod W na
ubé&znici u, ktery ziskame jako jeji prisecik s rovnobézkou s QO’
vedenou stfedem S kolineace.

Jednou te¢nou elipsy & prochazejici bodem W je samotna
Ubéznice u, druhou tecnou je pfimka x s bodem dotyku X. Je-
jich obrazy budou hledand vrcholovéd teéna z’ a vrchol X’ pa-
raboly P. Konstrukci paraboly pak dokon¢ime jiz zminénou kon-
strukei (Havlicek, 1956: s. 183, konstrukce 40,4). Abychom ji mohli
zrealizovat, potfebujeme jesté jednu obecnou tec¢nu paraboly P,
kterou si v8ak obstardme postupem uvedenym vyse.

Tim mame celou tlohu prakticky vyfeSenou, protoze jsme se
v této chvili dostali do situace, kdy hledame spoleéné tecny kruz-
nice K a paraboly P, coz je problém, jehoz feseni jsme jiz predlozili
v predchozim textu.

Strucné tedy pripomenime, Ze sestrojime Pascalovu zévitnici
s Fidici kruznici K a pélem F’, kterym je ohnisko paraboly P.
Pruseciky vrcholové teény z’ s Pascalovou zavitnici jsou body,
kterymi prochéazeji spolecné tecny kruznice K a paraboly P, a to



KONSTRUKCE SPOLECNYCH TECEN DVOU KUZELOSECEK 209

kolmo na spojnici ohniska F’ a p¥islu$ného priise¢iku na vrcholové
teéné .

Déle uréime body dotyku 7" a T’ sestrojené teény ¢’ a kruz-
nice /C, resp. paraboly P. Kolinearni transformaci téchto tfi prvka
ziskame spolecnou teénu ¢ elips & a & s bodem dotyku T na
elipse & a bodem dotyku T na elipse &;.

Nastin feSeni pro ostatni dvojice kuzelosecek

Domnivam se, ze rysovat celou konstrukci spolecnych tecen dvou
elips na papir pomoci pravitka a kruzitka prakticky nemé smysl,
protoze by v podstaté vznikla nepfehlednd zmét ¢ar. Mnohem ro-
zuméjsi je vytvorit krokovanou konstrukei v programu GeoGebra.
Moje provedeni této ulohy, sestavajici z 35 dilé¢ich kroku a za-
hrnujici téz postup konstrukce, mizete nalézt na mych skolnich
strankach http://user.mendelu.cz/balcarko v oddile Kuzelo-
secky.

Nyni si strucné rozebereme dalsi mozné zptisoby zadani dvou
kuzelosecek.

Necht je jako dvojice kuzelosecek déana elipsa s parabolou.
Predpokladejme, Ze je jejich vzdjemné poloha takova, aby jejich
spolecné tecny skutecné existovaly. Tento pozadavek je splnén,
pokud elipsa nelezi v ¢asti roviny, kterou lze oznacit jako ,vni-
tfek paraboly“.” Také vynechme trivialni situaci, ze by existovala
pouze jedna spole¢na tecna elipsy s parabolou v jejich bodé do-
tyku.

Pak lze tici, Ze pii jejich vhodném zadéni lze v principu postu-
povat stejnym zpusobem, ktery jsme pouzili pro dvé elipsy. Pro-
toze vSak neexistuje te¢na paraboly rovnobézna s osou paraboly,
musime v situaci, ze by osa paraboly byla rovnobézna s vedlejsi
osou zadané elipsy, zaménit vyznam hlavni a vedlejsi osy elipsy &;.

7Uéelem tohoto textu neni podat piesny a vycerpavajici rozbor vzajemné
polohy dvou kuzelosecek. Proto zde nepredkldadam definici ,vnitiku para-
boly“, ale spoléhdm se na to, Ze je zfejmé, co mam timto pojmem na mysli.
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Potize rovnéz nastanou, pokud by tecna paraboly urcujici
ubéznici u soucasné protinala zadanou elipsu £. Pak bychom mu-
seli ubéznici u volit tak, aby byla nesecnou elipsy £ a poté para-
bolu P v zavislosti na jeji poloze kolinarné transformovat do elipsy
nebo hyperboly. To by ovSem nasledné vyzadovalo konstrukei pri-
secik® mezi Pascalovou zavitnici a vrcholovou kruznici elipsy, resp.
hyperboly, které ale v programu GeoGebra nelze presné sestrojit.

V kazdém pripadé je pfi volbé urcujicich prvka kolineace sté-
zejni transformace zadané elipsy € do kruznice K. Jaka kuzelo-
secka vznikne z paraboly P, je podruzné.

® | F JB 0
%
-

Obr. 11: Vzajemna poloha elipsy a paraboly
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Podobné lze uvazovat i v pfipadé, ze je zadana elipsa £ a hy-
perbola H. Pfitom tec¢na ¢ hyperboly v nékterém jejim vlastnim
bodé mé vlastnost, Ze jeji odchylka od vedlejsi osy <> C'D hyper-
boly je v rozsahu (O°, ¢), kde ¢ je thel mezi nékterou z asymptot
a vedlejsi osou <+ C'D hyperboly.

Opét preferujeme variantu, aby tibéznice u byla tecnou hyper-
boly H, ktera je rovnobézna s hlavni nebo vedlejsi osou elipsy &,
a tim se hyperbola nésledné kolinedrné transformovala do para-
boly P. Pfitom ale ibéZnice u nesmi elipsu £ protinat!

Pokud je thel mezi hlavni, resp. vedlejsi, osou elipsy a vedlejsi
osou <+ CD hyperboly vétsi nez hodnota ¢, volime tbéznici u
jako libovolnou rovnobézku s hlavni nebo vedlejsi osou elipsy &
tak, aby byla nese¢nou elipsy €.

Opét je prvotadé elipsu £ kolinearné transformovat do kruz-
nice K. V této souvislosti poznamenejme, Ze pfi transformaci elip-
sy do kruznice nelze pii volbé urcujicich prvkt kolineace nahradit
uziti hlavni a vedlejsi osy elipsy £ jako osy o kolineace a nositelky
stfedu S kolineace jejimi sdruzenymi praméry. V tom pripadé by
se elipsa & zobrazila do elipsy £’ a cely postup by zkolaboval.

Ve zbyvajicich pripadech jsou dany kombinace paraboly a hy-
perboly.® Pokud je alespoii jednou ze zadanych kuZelosedek para-
bola P, budeme ji transformovat do kruznice IC (obr. 12).

Osu o kolineace miZeme ztotoznit s vrcholovou tecnou para-
boly P, stied S kolineace necht je incidentni s osou paraboly.
Pokud to lze, volme ubéznici u jako te¢nu druhé zadané kuzelo-
secky, ale tak, aby parabolu P neprotinala. Dalsi postup se pak
shoduje s feSenim tlohy pro dvé elipsy. Poznamenejme, Ze osu o
kolineace nelze volit v ose paraboly, nebot pak by Gbéznice u vzdy
parabolu P protinala.

8Celkovy pocet viech moznych zadani je Sest, jedna se o kombinace s opa-
kovénim ze tii prvku (elipsa, parabola, hyperbola) druhé t¥idy (vybirdme dvé
kuieloseéky? .
C4y(3) = ﬁ = 6. Pro odvozeni po¢tu kombinaci s opakovanim se pouziva
tzv. ,,prihradkova“ kombinatorika.
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Obr. 12: Kolinearni transformace paraboly do kruznice

Posledni mozné zadani dlohy je kostrukce spolec¢nych tecen
dvou hyperbol H; a Hs. Abychom hyperbolu H; kolinedrné zob-
razili do kruznice K, vedeme osu o kolineace hlavnim vrcholem A
rovnobézné s jeji vedlejsi osou <+ C'D. Stied S kolineace budeme
hledat na jeji hlavni ose <+ AB. Ubénice u rovnob&zna s osou
kolineace musi byt zvolena tak, aby hlavni osu hyperboly H; pro-
tala ve vnitfnim bodé se¢ky AB. V idedlnim pfipadé pfitom bude
soucasné tecnou hyperboly Hs.

Rovnéz u hyperboly H; plati, Ze osu o kolineace nelze volit
v jeji hlavni ose <+ AB, protoze pak by ubéZnice u hyperbolu #
vzdy protinala, tudiz by se nemohla zobrazit do kruznice K.

Nevlastni body M., a Ny, hyperboly H;, které soucasné urcuji
sméry asymptot m a n, se zobrazi do bodit M’ a N’ kruZnice K
na protittbéZnici v'. Poznamenejme, %e body M’ a N’ obecné na
hyperbole H; nelezi, prestoze v obr. 13 se muze zdat, Ze jimi
hyperbola prochézi.
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Timto jsme nastinili zptisob konstrukce spoleé¢nych tecen dvou
kuzelosecek. Teoreticky umime tuto tlohu vyfesit pro vsSechna
mozné zadani dvou kuzelosecek, prakticky jsme limitovani sku-
teCnosti, ze program GeoGebra neumi presné sestrojit pruseciky
Pascalovy zavitnice s kruznici. V kazdém ptipadé povazuji za za-
jimavé, jak se spojily tfi zdanlivé nesouvisejici pojmy — tec¢na ku-
zelosecky, Pascalova zavitnice a kolineace — do jednoho celku, coz
nam umoznilo najit feseni tohoto dosti obtizného problému.

Obr. 13: Kolinearni transformace hyperboly do kruznice
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Abstract

The subject of this article is a construction of common tangents of
two conic sections. At first we mention three different terms, which
are the collineation, Pascal’s diestock and a tangent of a conic
section. Then using their properties we put these terms together to
find common tangents of two ellipses. Finally we expand the ideas
used for two ellipses to find common tangents in other possible
assignments of two conic sections.
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