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PRVNI STATISTICKE TESTOVANI HYPOTEZY
PODLE JOHNA ARBUTHNOTA

PeETR EMANOVSKY!

Uvod

Je ,dobrou” tradici vysokoskolské pripravy budoucich ucitelt za-
kon¢it studium obhéajenim diplomové prace, ktera casto obsahuje
tzv. vyzkumnou neboli empirickou ¢ast. Podobné je tomu u di-
sertacnich praci studenti doktorskych studijnich programt za-
méfenych na pedagogické discipliny. Pokud se jedna o kvantita-
tivni vyzkum, jsou tito studenti nuceni zvladnout zaklady meto-
dologie pedagogického vyzkumu véetné potfebnych metod statis-
tického zpracovani dat. Jednim z dilezitych a hojné uzivanych
nastroji pedagogického vyzkumu je statistické testovani hypo-
téz neboli testy statistické vyznamnosti. Bohuzel, tento néstroj
je Casto pouzivan nespravné a statistickd vyznamnost (pedago-
gickych) jevii byva $patné interpretovéna, viz napt. ¢lanky (Bla-
hus, 2000; Soukup, 2010). Maloktery uzivatel této metody asi také
tusi, ze vznikala jiz pocatkem 18. stoleti zasluhou skotského ma-
tematika Johna Arbuthnota. Do dnesni podoby byla tato metoda
rozvinuta az ve 20. a 30. letech 20. stoleti, zejména matematiky
Ronaldem Fisherem (1890-1962), Jerzym Neymanem (1894-1981)
a Egonem Pearsonem (1895-1980).

Statistické testovani hypotéz

Statistické testovani hypotéz je dnes podrobné popsano v kazdé
ucebnici statistiky obsahujici kromé zékladd popisné statistiky

1The work presented in this paper has been supported by the Palacky
University project ,Mathematical Structures® IGA PrF 2020 012.
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rovnéZ kapitolu o statistice indukéni neboli inferen¢ni neboli ma-
tematické, viz napf. (Hendl, 2004; Chraska, 2007; Klementa et
al., 1984; Komenda, 1994). Podstatu a vyznam této metody vy-
stizné shrnuje profesor Komenda ve svém vyroku: , Statisticka in-
dukce, budujici cesty tsudkim z informace obsazené ve vybéru
na poméry v populaci jako celku, bere na sebe nejcastéji po-
dobu testu statistické hypotézy.“ (Komenda, 1994, s. 80). Pted-
métem statistického testovani muze byt pouze statisticka hypo-
téza tykajici se tzv. hromadného jevu, jehoz vyskyt ¢i nepritom-
nost 1ze sledovat opakované v mnoha situacich. Podstatou tohoto
testovani je porovnani pozorovaného vysledku, ktery jsme zjis-
tili u ndhodné vybraného vzorku, s teoretickym matematickym
modelem, ktery predpokladd platnost tzv. nulové hypotézy. Na
zdkladé tohoto srovnani nulovou hypotézu bud zamitneme, nebo
nezamitneme. Rozhodujicim kritériem tohoto rozhodovaciho pro-
cesu je pritom vypocet tzv. p-hodnoty, tj. pravdépodobnosti, ze
nespravné zamitneme nulovou hypotézu (chyba 1. druhu). Vypoé-
tenou p-hodnotu srovnavame s tzv. hladinou vyznamnosti, tedy
s rizikem chyby 1. druhu, kterd je pro nas jesté ptipustné. Teo-
retickym srovnavacim modelem byvéa vzorec (testové kritérium,
statistika), do kterého dosazujeme naméfené hodnoty a ktery ur-
¢uje nahodnou veli¢inu, jejiz pravdépodobnostni rozdéleni je pii
platnosti nulové hypotézy zndmo. V dneSni dobé existuje fada
testi statistické vyznammosti vyuzivajicich rtizné matematické
modely podle typu dat a konkrétni situace statistického usuzo-
vani (Hendl, 2004). K nejcastéji pouzivanym testiim patii t-test,
x2-test a F-test. V&imnéme si blize tzv. znaménkového testu, ktery
poprvé pouzil John Arbuthnot.

Znaménkovy test

Znaménkovy test je jednim z nejjednodussich statistickych testt
vyznamnosti, ktery patii mezi neparametrické testy. Je zalozen na
redukci metrickych nebo ordinalnich dat na alternativni (pouze
znaménko + nebo —) (Klementa et al., 1984). Jedna z variant
tohoto testu umoziuje testovat statistickou vyznamnost rozdilu
mezi hodnotami dvou zavislych sparovanych vzorkt. Tento test
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se nazyva znaménkovy test pro dva parové vybéry (nékdy je po-
klddame za jeden parovy vybér). Mame-li n nezavislych parta dat
(24,9:), ptifadime kazdému péru znaménko + v p¥ipadé, ze x; >
> y;, a znaménko — v priipadé, ze z; < y;. Pripadné dvojice
(4, y:), pro néz plati z; = y;, do testu nezahrnujeme. Test je za-
lozen na predstavé, Ze pfi platnosti nulové hypotézy by se mély ve
vybérech vyskytovat pary s obéma znaménky se stejnou pravdé-
podobnosti 0,5. Budou-li ve vybéru prevazovat pary se znamén-
kem + nebo naopak pary se znaménkem —, svéd¢i to v nepro-
spéch nulové hypotézy. Pokud je alternativni hypotézou tvrzeni,
ze rozdily mezi hodnotami x; a y; jsou statisticky vyznamné, ho-
vofime o dvoustranném znaménkovém testu. V pfipadé€, ze al-
ternativni hypotézou je tvrzeni, Ze hodnoty x; jsou statisticky
vyznamné vétsi (nebo mensi) nez hodnoty y;, jednd se o test jed-
nostranny. Abychom byli schopni rozhodnout, zda nulovou hy-
potézu zamitneme, ¢i nikoliv, potfebujeme vypocitat p-hodnotu,
tj. pravdépodobnost vyskytu pozorovaného poétu znamének (fek-
néme +) nebo poétu jesté nepfiznivéjsiho pro nulovou hypotézu.
V pripadé jednostranného testu s alternativni hypotézou z; > y;
budou pro nulovou hypotézu neptiznivé vysoké hodnoty vyskytu
znamének +. Pro alternativni hypotézu x; < y; budou naopak pro
nulovou hypotézu kritické nizké hodnoty vyskytu znamének -+.
Jedné-li se o dvoustranny test, musime zvazit vyznamné maly
i vyznamné velky vyskyt znamének +. Z pravdépodobnostniho
hlediska se jedna o stejnou situaci, jako kdybychom n-krat ha-
zeli minci a zajimala nds pravdépodobnost, Ze orel (nebo panna)
padne pravé k-krat (anebo ménékrat, resp. vicekrat). Je zndmo, Ze
rozdéleni pravdépodobnosti této ndhodné veli¢iny odpovida teo-
retickému modelu tzv. binomického rozdéleni. Nahodné veli¢ina
s timto rozdélenim nabyva hodnot £ = 0,1,2,...,n s pravdépo-
dobnostmi

Px =) = ()t -

V nasem pripadé p = 0,5, tedy

P(X =k) = (Z) 0,5".
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Jelikoz musime zvazit nejenom pravdépodobnost vyskytu hod-
noty k, ale i vSech hodnot jesté méné piiznivych pro nulovou hy-
potézu, budou nés spis zajimat pravdépodobnosti

k

PX<k=Y (?)0,5" a P(X>Fk) = zn: (Z‘) 0,5".

=0 i=k

Poznamenejme, ze binomické rozdéleni poprvé presné popsal Ja-
cob Bernoulli v roce 1713 a Abraham de Moivre dokézal v roce
1733, Ze se toto rozdéleni blizi normalnimu (Hendl, 2004).

Priklad. Deset ndhodné vybranych zaka 8. roéniku skoly vykazo-
valo vysledky védomostnich testd z matematiky a fyziky uvedené
v tabulce 1. Oba testy byly priblizné stejné narocné a maximalni
pocet bodt v kazdém testu byl 100. Zajima nas, jestli je rozdil ve
vysledcich obou testti pro zaky 8. ro¢niku této skoly statisticky
vyznamny.

Tab. 1: Vysledky testt z matematiky a fyziky

i (z8k) | z; (Test M) | y; (Test F) | znaménko (z;,y;)
1 47 44 +
2 58 56 +
3 69 65 +
4 59 74 —
5 82 80 +
6 93 91 +
7 96 94 +
8 58 54 +
9 76 85 —
10 88 86 +

Nulovou hypotézou je zde tvrzeni, ze mezi vysledky obou testi
neni statisticky vyznamny rozdil a alternativni hypotéza naopak
predpoklada, Ze tento rozdil statisticky vyznamny je. Jedna se
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tedy o dvoustranny test. O zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hy-
potézy rozhoduje vypoctena p-hodnota. Ta je rovna celkové prav-
dépodobnosti, s niz dostaneme nami pozorovanou hodnotu (8krat
znaménko + z 10 pfipadit) nebo jakykoliv jiny pocet znamének +,
ktery je stejné nebo méné priznivy pro nulovou hypotézu. V na-
Sem piipadé€ jsou méné priznivé piipady k = 9 a k = 10. Protoze
() = (,",), méme P(X = k) = P(X = n — k) a musime do p-
-hodnoty zahrnout jesté piipady k£ = 0, 1 a 2. Pro nase data bude
tedy p-hodnota dana vztahem

p=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=8)+
+ P(X =9)+ P(X = 10)

_ 10 10 10 10 10 10 10 10
<0)Q5 +<1>m5 + {1y )08+ (g )05+
10 10 10 10
+ (9>o,5 + <10)0,5

= 0,0010 + 0,0098 + 0,0439 + 0,0439 + 0,0098 + 0,0010
= 0,1094.

To znamena, Ze riziko nespravného zamitnuti nulové hypotézy je
v&tsi nez 10 %. Abychom mohli nulovou hypotézu zamitnout, mu-
sela by byt vypocétend p-hodnota (tedy riziko chyby 1. druhu)
mensi nez ndmi zvolend hladina vyznamnosti (tj. riziko, které
jsme jesté ochotni akceptovat). P¥ijmeme-li doporuéenou hladinu
vyznamnosti 5%, nulovou hypotézu nezamitdme a rozdily mezi
vysledky obou testll povazujeme za statisticky nevyznamné. Vi-
dime, Ze sila tohoto testu neni prilis velkd, jelikoz ani osm stejnych
znamének z deseti nevede k zamitnuti nulové hypotézy. Statisticky
vyznamny rozdil bychom dostali az pti deviti stejnych znaméncich.
V tomto pfipadé by pro p-hodnotu platilo

p=P(X=0)+P(X =1)+ P(X =9) + P(X = 10)

10 10 10 10
— 0 510 0 510 0 510 0 510
(0)’ +(1)’ R AR STIY A

= 0,0010 + 0,0098 + 0,0098 + 0,0010 = 0,0216 < 0,05.



PRVN{ STATISTICKE TESTOVAN{ HYPOTEZY ... 31

7 tabulky 1 vidime, Zze pocet znamének + je vétsi nez pocet zna-
mének —. Mohli bychom tedy alternativni hypotézu formulovat
ve tvaru: ,Bodové hodnoceni zakt v testu z matematiky je sta-
tisticky vyznamné vyssi nez v testu z fyziky.“ Pak by se jednalo
o test jednostranny a p-hodnota by byla vzhledem k symetrii bi-
nomického rozdéleni polovi¢ni oproti dvoustrannému testu, tj.

p=P(X =8)+ P(X =9)+ P(X = 10)

10 10 10
= 0,5 0,5 0,5
(0 )os+ (Y Josto+ (10)o
= 0,0439 + 0,0098 + 0,0010 = 0,0547.

Vypoc¢tena p-hodnota je nyni jen mirné nad hranici 5%, coz by
vsak k zamitnuti nulové hypotézy nestacilo.

Poznamenejme, ze vzhledem k této malé sile znaménkového
testu, by bylo vhodnéjsi pouzit jiny test, napt. parovy t-test nebo
Wilcoxontv test (Hendl, 2004). P¥iklad pouziti znaménkového
testu je zde uveden zamérné, abychom piiblizili zpisob ,statis-
tickych® tvah Johna Arbuthnota v 18. stoleti.

John Arbuthnot a ,dikaz*“ existence Bozi pro-
zietelnosti

Dr. John Arbuthnot (1667-1735) byl skotsky lékat a satirik Zi-
jici pfevaznou &ast svého zivota v Londyné. Casem se vypraco-
val mezi londynskou smetanku, byl ¢lenem Kralovské spole¢nosti
(Royal Society) a Kralovské lékarské akademie (Royal College of
Physicians). Od roku 1705 ptisobil dokonce jako osobni lékai kra-
lovny Anny. K jeho mnoha zajmtim patfila matematika, zejména
problémy souvisejici s pravdépodobnosti. V roce 1692 pielozil z la-
tiny Huygensovo dilo o pravdépodobnosti De ludo alease. Zabyval
se také vyukou matematiky, o ¢emz svédci jeho prace Essay on
the usefulness of mathematical learning z roku 1700 (Shoesmith,
1978). V roce 1710 publikoval v ¢asopise Philosophical Transacti-
ons of the Royal Society ¢lanek An argument for Divine Provi-
dence, taken from the constant reqularity observed in the births of
both sexes (Arbuthnot, 1710). V tomto ¢lanku popisuje Arbuthnot
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zajimavé vysledky svého pozorovani zalozeného na studiu londyn-
skych matriénich zdznami za 82 let (1629-1710) (viz tab. 2). Podle
téchto zaznamt se kazdy rok béhem tohoto obdobi narodilo vice
chlapci nez divek pfi zhruba konstantnim poméru poc¢tu obou po-
hlavi. Tento jev analyzuje jiz v roce 1662 John Graunt ve své praci
Bills of Mortality, v niz si mimo jiné vSima prekvapujici stability
pomeéru poctu narozenych chlapct a divek za 60 let v Londyné
a Romsey (Fienberg, 1992). Zatimco Graunt zistdva na tGrovni
popisné statistické analyzy a spekulaci o pfi¢inach tohoto jevu,
u Arbuthnota se objevuje prvni pokus o testovani statistické vy-
znamnosti. Pokud by pravdépodobnost narozeni chlapce a divky
byla stejna, tj. 0,5, pak by pravdépodobnost pozorovanych vy-
sledkii byla 0,532 = 478367'1024' Tato velmi mal& hodnota utvr-
dila Arbuthnota v presvédceni, ze nejde o dilo nahody, ale Bozi
prozretelnosti. Z hlediska dnesni statistické terminologie bychom
tekli, Ze byla zamitnuta nulova hypotéza o stejném poctu rodicich
se chlapct a divek (neboli o poméru po¢ti narozenych pohlavi
rovném 1) na zakladé velmi malé vypoétené p-hodnoty 0,552, Ji-
nak feceno, rozdil mezi poctem narozenych chlapct a po¢tem na-
rozenych divek byl shledan statisticky vyznamnjym ve prospéch
chlapcti. Pozdéji podpofil Arbuthnot tyto ,statistické* tivahy do-
konalej$im matematickym modelem, ktery jiz odpovida dnesnimu
statistickému testovani pomoci jednostranného parového znamén-
kového testu. Data z londynské matriky (viz tab. 2) vlastné pted-
stavuji 82 paru se znaménkem +. Odtud dostavame jiz zminova-
nou p-hodnotu p = P(X = 82) = (57)0,5%2 = 0,52, Na zaklads
svych vypoctl a svého pozorovani Arbuthnot usoudil, Ze timto z&-
sahem moudry Stvoritel vyrovnava vétsi amrtnost muzi a udrzuje
rovnovahu mezi po¢ty obou pohlavi, a to nejenom ve zkoumaném
obdobi a nejenom v Londyné. Jediné tak je mozné podle Arbuth-
nota vysvétlit, ze kazdy muz na svété si mize najit ve své zemi
zenu vhodného véku. Bez Boziho zasahu by bylo na svété vice zen
nez muzi, coz by vedlo k nezaddouci polygamii. V Arbuthnotové
préaci Ize tedy nalézt prvni snahu o zobecnéni vysledkti pozorovani
vlastnosti vzorku na celou populaci, tedy prvni naznak statistické
inference.
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Tab. 2: Londynské matri¢ni zdznamy 1629-1710 (zdroj:

Arbuthnot, 1710)

Christened.

Males. | Females.
5218 4683
4858 4457
4422 4102
4994 4590
5158 4839
5035 4820
5106 4928
4917 4605
4703 4457
5359 4952
5366 4784
5518 5332
5470 5200
5460 4910
4793 4617
4107 3997
4047 3919
3768 3536
3796 3536

Christened.

Males. | Females.
5616 5322
6073 5560
6506 5829
6278 5719
6449 6061
6443 6120
6073 5822
6113 5738
6058 3717
6552 5847
6423 6203
6568 6033
6247 6041
6548 6299
6822 6533
6909 6744
7577 7158
7575 7127
7484 7246
7575 7119
7737 7214
7487 7101

Anno.
1648
49
50

51
52

53
54

55

Christened.

Males. | Females.
3363 3181
3079 2746
2890 2722,
3231 2840
3220 2908
3196 2959
3441 3179
3655 3349
3668 3382
3396 3289
8157 3013
3209 2781
3724 3247
4748 4107
5216 4803
5411 4881
6041 5681
5114 4858
4678 4319

Christened

Males. | Females.
7604 7267
7909 7302
7662 7392
7602 7316
7676 7483
6985 6647
7263 6713
7632 7229
8062 7767
8426 7626
7911 7452
7578 7061
8102 7514
8031 7656
7765 7683
6113 5738
8366 7779
7952 7417
8239 7623
8239 7623
7840 7380
7640 7288

33
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Arbuthnotovy vypocty

Arbuthnot srovnava porod ditéte s hodem minci se stranami M
(male) a F' (female) (Arbuthnot, 1710) a vyuzivd podéetni pravi-
dlo, které by mél v dnesni dobé znat kazdy stredoskoldk a kte-
rému se fika binomickd véta. P¥i hodu jednou minci padne bud
strana M, nebo strana F', tedy kazdé pohlavi ma jeden pfiznivy
vysledek tohoto nadhodného pokusu, coz odpovida koeficientim
dvojclenu M + F'. Budeme-li hazet dvéma mincemi, mizeme ziskat
prehled o vSech moznych vysledcich pomoci druhé mocniny dvoj-
¢lenu M + F. Plati totiz (M + F)? = M?+2MF + F?. Koeficient
¢lenu M? je 1, coz odpovida jediné moznosti vysledku M M. Po-
dobné mame jedinou moznost pro vysledek F'F. Koeficient 2 pro-
stfedniho ¢lenu 2M F' nam fika, ze mame 2 moznosti pro vysledek,
pfi némz padne jednou M a jednou F (totiz MF a FM). Pokud
nas zajima pravdépodobnost, Ze pfi pokusu padne stejny pocet M
a F, bude hrat klicovou roli pravé koeficient tohoto prostfedniho
¢lenu. Tato pravdépodobnost je ziejmé P = % = % Provedeme-li
podobnou tvahu pro étyii mince, dostaneme (M + F)* = M* +
+4M3F +6M?F? +4MF3 4+ F*. Pouze prostiedni ¢len polynomu
odpovida vysledkim se stejnym poctem M a F' a koeficient to-
hoto ¢lenu udéva pocet takovych vysledka (MMFF, MFMF,
MFFM, FFMM, FMFM, FMMF). Pravdépodobnost stej-

ného vyskytu M a F je v tomto pfipadé P = % = %. Podobné
20 5

pro Sest minci by tato pravdépodobnost vysla &7 = 3%, pro osm
. 70 _ 35 « . . . e s e
minci 5=% = 755 a obecné pro n minci (n je sudé piirozené ¢islo)

n

n
2

dostaneme P = = (2)0,5". Je evidentni, Zze nami sledovana
pravdépodobnost je jiz od n = 4 mensi nez 0,5 a s rostoucim poc-
tem minci klesa. Na zakladé svych vypocti, pfi nichz ziejmé pro
vétsi n pouzil i logaritmy, Arbuthnot usoudil, Ze pravdépodobnost,
ze se ve sledovaném obdobi narodi stejné chlapci jako divek je
mensi nez 0,5. Pro svtyj ,,dikaz“ vSak pfedpokladal, ze pravdépo-
dobnost narozeni chlapce je stejna jako pravdépodobnost narozeni
divky (nulovd hypotéza) a za tohoto pifedpokladu vypocetl prav-
dépodobnost 0,552 (p-hodnotu), ze ,muzsky rok“ nastane 82krat
za sebou. Na zakladé této velmi malé vypoctené p-hodnoty ,za-
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mitl nulovou hypotézu®, tj. usoudil, Ze jev neni ndhodny, nybrz je
dilem Bozim.

Zavér

Ackoliv ptivod klasické teorie pravdépodobnosti je tizce spjat s ha-
zardnimi hrami a pocatky statistiky souvisi s potiebami statu
evidovat informace o obyvatelstvu, je tfeba si také uvédomit, ze
matematici, kteri se podileli na vzniku a rozvoji téchto disciplin,
byli vesmés hluboce vérici lidé. Jejich prace byla tedy ¢asto moti-
vovana teologicky, totiz snahou dokazat Bozi existenci. Pfesto lze
Fici, ze Arbuthnotova prace byla ve své dobé novatorska v tom, ze
podala matematicky (statisticky) ,dikaz“ svého tvrzeni zalozeny
na kvantitativné chapaném pojmu pravdépodobnosti s numericky
vyjadfenymi argumenty. Tim se Arbuthnot zapsal do historie sta-
tistiky a je povazovan za prvniho ¢lovéka, ktery pouzil statisticky
test vyznamnosti.
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Abstract

Statistical testing of hypotheses is one of the important tools of
quantitative (not only educational) research. The idea of verifying
the hypothesis using a “mathematical model” probably first ap-
peared in the 18th century in John Arbuthnot’s work. The article
describes this first testing in historical and mathematical context.
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