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Kovové prumeéry a tuhly v usporadanich
bodu na spiralach
Ludek Spichal

Abstrakt. Clének se zamé&fuje na bodové spirdly odvozené zejména od Fermatovy a Archi-
médovy spirdly. Pojem zlatého dhlu je rozsifen na mnozinu kovovych uhla jako analogie
k mnoziné kovovych primeéri zavedenych Verou de Spinadel.

Uvod

V roce 1868 si Wilhelm Hofmeister! v&iml, Ze se rostlinné bunky pfi riistu oddéluji
z rustového vrcholu tak, ze rostlinné ¢ésti, jejichz jsou zédkladem, jsou nésledné uspota-
dény do spiral. Dalsi studium problému ukézalo, ze v fadé pripadu jsou zminéné Casti
rostlin oddéleny ve spiralach thly, jejichz velikost se ndpadné blizi zlatému thlu, ktery
déli kruh na ¢éasti obdobnym zptisobem, jakym rozdéluje tsecku zlaty fez [16]. Poz-
déjsi studie poukazaly déle jak na souvislosti s takovymi oblastmi matematiky, jako je
napf. teorie ¢isel (Fibonacciho a Lucasova posloupnost), tak na souvislosti s nékterymi
oblastmi aplikované matematiky (napf. teorie pruznosti).

Cilem ¢lanku je popsat mnoziny bodu tvoricich bodové spiraly. Po strué¢ném pred-
staveni pouzitych typu spirdl a pripomenuti pojmu zlatého rezu a zlatého thlu na-
sleduji modely rozlozeni bodil znamé z literatury, které jsou analogii umisténi semen
néni pojmu zlatého fezu tzv. mnozinou kovovych pruméri, kterou v knize [14] popsala
Vera de Spinadel, a naslednému zavedeni analogické mnoziny kovovych thli. Vybrané
hodnoty kovovych tihli jsou podkladem pro vytvoreni modelid bodovych spirdl (Ferma-
tovy a Archimédovy). Na zavér je uvedeno nékolik modelt transformovanych bodovych
spirédl (Gielisova transformace).

1. Spiraly a zlaty rez
Parametrické rovnice spirdl (logaritmické, Archimédovy a Fermatovy) jsou

x = r(t) cos(t), (1)
y = r(t) sin(?),

kde t 2 0 a r(¢) je spojitd funkce. Vhodnou volbou funkce r(t) ziskdme

I'Wilhelm Friedrich Benedikt Hofmeister (1824-1877) byl némecky biolog a botanik.
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e logaritmickou spirélu, kde r(t) = ae™,
e Archimédovu spirdlu, kde 7(t) = at,

e Fermatovu spirdlu, kde r(t) = av/%.

Zlaty rez vznikne rozdélenim tsecky na dvé ¢éasti tak, ze pomeér vétsi ¢asti k mensi
je stejny jako pomér celé tsecky k vétsi ¢asti, tj.

T r+y

ToTiy )

y x

Pokud déle zvolime y = 1, pak mé rovnice
2~ —-1=0

Teseni ve tvaru

1++5
TR

Tr1,2 =
Zlatym fezem,? ktery oznac¢ime feckym pismenem ¢, je koien

1+5
p=—

Zlaty ez muze byt sestrojen mnoha zptsoby. Vlevo na obr. 1 je naznacena geometrickda
interpretace zlatého fezu v pravidelném pétithelniku s jednotkovou stranou.

B=1375°

Obr. 1. Zlaty fez (p) a zlaty uhel (3)

2Zlaty fez je alternativné oznacovan také jako zlaty pomér, zlaty primér, popt. zlaté ¢islo.
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2. Zlaty tihel

Zlaty thel (obr. 1 vpravo) ziskdme v pripadé, Ze rozdélime plny dhel (27) na dvé ¢asti
a, B (a+ f = 2m) podle zlatého fezu. Hledané tihly ziskdme tedy z poméru

2= 3)
Z definice zlatého tezu a zlatého thlu pro vyjadreni a a 8 v radidnech okamzité plyne

= 27{/()07 6 = 27‘-/5027 resp. 6 =27 — 27{/()07 (4)

kde po dosazeni a zjednoduseni je a = 7(v/5 — 1), resp. 8 = 7(3 — v/5). Hledany zlaty
tihel je mensf z uvedenych hodnot, tj. 8 = m(3 — v/5), resp. § = 137,5°.

Obr. 2. Spirdlni usporddani listi (fylotaxe) na stonku mochyné (Physalis sp., vlevo) a ne-
tykavky (Impatiens sp., vpravo)

Uhly blizké zlatému thlu nalezneme napf. v rozlozeni listii na stoncich rostlin
(obr. 2). Jestlize vytvoiime bodovou spirdlu pomoci iraciondlnich (ve stupnich) tihla,
pak zadné dva body nelezi na jedné poloptrimce vychézejici z poc¢atku. V pripadé rost-
lin by takové usporadani listi mohlo souviset s mirou schopnosti zachycovat slune¢ni
zéfeni [1].3 Spirdln{ uspofddani rostlinnych é4sti zaznamename i v dalsich pifpadech,
napft. rozlozeni jehlic a Supin SiSek jehlicnant (obr. 3), dédle napf. v uloZeni semen
v tborech hvézdnicovitych rostlin, rozmisténi supin Sisek borovic, rozmisténi jehlic na
vétévkich jedli apod. Snadno lze ukdzat (obr. 5 vlevo, vpravo), ze jiz mald zména

3Dalsim dusledkem rozlozeni listdl na stonku podle zlatého tGhlu je podet list@i na uréity pocet
otacek, které odpovidaji Fibonacciho ¢islim. Dodejme, ze pokud oznacime c¢leny Fibonacciho po-
sloupnosti symbolem Fj,, pak
. Fn 1445
lim = .
n—oo Fpn_1 2
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Obr. 3. Spiralni usporadani supin Sisky borovice (Pinus sylvestris, vlevo), jehlic jedle (Abies
alba, vpravo)

Obr. 4. Rozlozeni bodi, jejichz thlova vzdalenost odpovidd zlatému ihlu na Archimédové
(vlevo), logaritmické (uprostied) a Fermatové (vpravo) spirdle
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Obr. 5. Rozlozeni bodu, jejichz tihlova vzdalenost odpovidd thlu 136,5° (vlevo), zlatému
uhlu (137,5°, uprostied) a thlu 138,5° (vpravo), lezicich na Archimédové spirdle

hodnoty zlatého uhlu vede k radikalni zméné usporadani jednotlivych bodi. Rozlo-
zeni bodd na Fermatové spirdle miizeme srovnat s obdobnymi modely vychazejicimi
z Archimédovy a logaritmické spirdly (obr. 4), pti¢emz ve vSech ptipadech zazname-
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Obr. 6. Rozlozeni bodi, jejichz thlovd vzdalenost odpovida thlu 136,5° (modra), zlatému
dhlu (137,5°, ¢ernd) a tihlu 138,5° (éervend), lezicich na logaritmické spirédle

ndme vznik sekundarnich spirdl.* Fermatova a Archimédova spirdla dovoluji tésnéjsi
priblizeni jednotlivych bodd, nez jaké lze zaznamenat v pripadé logaritmické spiraly
znazornéné na obr. 6 ([4], [10], [16]). K umisténi bodu na spirdldch v obr. 4, 5 a 6
pouzijeme rovnici (1), kde argumentem jsou celoé¢iselné ndsobky zvolené dhlové vzda-
lenosti.

V literature lze nalézt fadu clanka zabyvajicich se rozmisténim listti na stoncich,
kvéta a semen v kvétenstvich apod. Zminme napt. ¢lanek [17], ve kterém Vogel navrhl
pro zminéna usporadani rovnice

¢=mn-1375°, r=cyn,

kde n je poradové ¢islo (poéitdno od stredu) kvétu v kvétenstvi, ¢ je ndsobek zlatého
thlu, r je vzdéalenost mezi stfedem kvétenstvi a stfedem n-tého kvétu, ¢ je vhodna
konstanta. Pro pouziti odmocninové zavislosti ma jednoduché geometrické vysvétleni.
Za predpokladu, ze kvéty maji stejnou velikost a jsou tésné nahloucené, pak je celkovy
pocet kvétt v kvétenstvi o poloméru r tmeérny plose kvétenstvi. Poradové cislo n
nejvzdalenéjsiho kvétu je tmérné hodnoté r?, tj. r ~ /n. V této souvislosti si nelze
nevsimnout zfejmé analogie s Fermatovou spirdlou, viz obr. 7.

Ridley v ¢lanku [11] pomoci poéitacovych simulaci ukézal, ze zlaty thel umoz-
nuje vzhledem k pouzitym rovnicim nejefektivnéjsi rozmisténi kvétu v kvétenstvi, tj.
nejvetsi pocet kvétt na dané plose kvétniho luzka.

Douady & Couder v ¢ldnku [3] na zdkladé studia mechanickych pomért v systé-
mech rostoucich bunék ukazali, ze thly mezi po sobé jdoucimi semeny jsou aproximaci
zlatého hlu v podobé Fibonacciho zlomkt (tj. Fy,—1/Fy). Dodejme na okraj, ze jejich
teorie vysvétluje i takové pocty korunnich platku, které nejsou Fibonacciho ¢isly, jako
jsou napf. ¢tyfi korunni platky fuchsie (Lucasova posloupnost).

Newell & Shipman v ¢lanku [9] aplikovali teorii pruznosti na model rostouci rostliny
a ukdzali, Ze rust vrcholu (primordia) vede ke vzniku soucasné se siFicich vin, které maji

40brazky spirdl v celém élanku byly vytvofeny pomoci programu GeoGebra.
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Obr. 7.

Rozlozeni bodu, jejichz thlovd vzdalenost odpovidd thlu 136,5° (vlevo), zlatému
dhlu (137,5°, uprostted) a thlu 138,5° (vpravo), lezicich na Fermatové spirdle

Obr. 8. Rozlozeni bodi, jejichz hlova vzdalenost odpovida thlu 7(v/5 — 1) rad (cca 222,5°,

vlevo, T < t < 1 5007) a zlatému thlu 7(3 — v/5) rad (cca 137,5°, vpravo, m/2 < t < 1 5007),
lezicich na Fermatové spirale

Obr. 9.

RozloZen{ bodii, jejichz thlova vzdélenost odpovidd thlu (27 —+/3) rad (cca 260,8°,
zcela vlevo, ™ < t < 1 5007), thlu /3 rad (cca 99,2°, druhy zleva, 7/2 < t < 1 5007), tthlu

(27 —+/2) rad (cca 279°, druhy zprava, 7 < t < 1 5007) a thlu v/2 rad (cca 81°, zcela vpravo,
m/2 <t < 15007), lezicich na Fermatové spirale

rizny smér a frekvenci. Jejich skldddni (interference) vytvari frekvence odpovidajic
Fibonacciho ¢islam.

Na obr. 9 mizeme porovnat usporadani bodi odpovidajici dvéma dalsim iracio-
nalnim &slim: /2 a /3. V obou uvedenych pifpadech zaznamendme ve srovnani se

zlatym thlem (obr. 8) zna¢né zjednoduseni usporadéni bodu do relativné jednoduché
spirdlni struktury (levotoéivé i pravotocivé).
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3. Stribrny a bronzovy tihel

Pripomenme nejdrive, ze kazdé redlné cislo y > 0 lze vyjadrit ve tvaru retézového
zlomku

1
y=a+ ———, ag € Ng, a; € N, (5)
ay + P agi...
ktery je mozné ve zkrécené podobé zapsat ve tvaru [ag, . .., ai] (koneény Fetézovy
zlomek), resp. [ag, a1, . . .] (nekoneény). Pro zlaty prumér (Fez) plati
1
=1 —
1+ I+ ==
popr. ve zkracené podobé
o=1[1,1,1,.. ]

Kifzek, Somer a Solcova v knize [8] zmifuji dalsi dvé iracionalni éisla, kterd lze defi-
novat analogickym zptusobem jako zlaty prumeér:

e 0=102,2,2,...]=v2+1je tav. stribrng primeér,
e §=13,3,3,...] =(V13+3)/2 je tzv. bronzovy primér.

Dvé hodnoty jsou v poméru odpovidajicim stribrnému pruméru, jestlize pomér
veétsi a mensi hodnoty je stejny jako pomér souc¢tu mensi hodnoty a dvojnasobku vétsi
hodnoty k vétsi hodnoté

T 2x +y

T2y (©)

Y x
Pokud dale zvolime y = 1, pak mé rovnice

22 —2r—-1=0

Teseni ve tvaru

1,2 = 1+ \/E

Stifbrnym primérem®, ktery oznaéime feckym pismenem o, je kofen
o=1+V2.

Geometrickd interpretace stfibrného primeéru je ziejma z obr. 10 a souvisi s pravidel-
nym osmithelnikem.5

5Hodnotu st¥ibrného priméru lze ziskat rovnéz z Pellovy posloupnosti
0,1,2,5,12, 29, 70, 169, 408, 985, 2 378, 574, 13 860, . . .
analogickym zpusobem, jako pri urceni hodnoty zlatého fezu pomoci Fibonacciho posloupnosti
0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, . . .

V obou pripadech délime vzdy dva bezprostfedné po sobé jdouci ¢leny, pricemz hledany prameér je
limitou posloupnosti podili.

6V ¢lanku [2] Buitrago ukazala, Ze pouze zlaty a stifbrny primér lze znazornit jako thlopiicku
v pravidelném n-thelniku.
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Pojem stribrného ihlu zavedeme obdobnym zptisobem jako v ptripadé zlatého thlu,
tj-
a  2a+p

I6) «

kde po tipravé a zjednoduseni je a = mv/2, f = m(2 — /2). Hledany st¥ibrny thel je
mensi z thli o, 3, tj. thel B.

A B =21 —a, (7)

1

1 1/ 1

Obr. 10. Geometrickd interpretace stiibrného pruméru a jeho prevracené hodnoty

K odvozeni bronzového hlu pouZijeme pomér’
3
o - TP N p=oma, ®8)

kde po tdpravé a zjednoduseni je o = w(1 + V13)/3, 8 = 7(5 — V/13)/3, pfi¢emz
bronzovy thel je vyjadien mensim z thla «, g, tj. thlem g.

4. Kovové pruméry a tihly

Uvahy, které jsme ucinili v predchozich kapitolach vzhledem ke zlatému, stiibrnému
a bronzovému prumeéru muzeme prevést do obecné podoby tak, ze budeme uvazovat
rovnici

2 —nzx—1=0, 9)

kde n € N je parametr, pricemz hledany pramér je koten

n+vn?+4
5 .

xr =

(10)

Vzhledem k tomu, Ze pro n = 2 plati n?2 < n? +4 < (n + 1), tj. n? + 4 nenf dru-
hou mocninou prirozeného ¢isla, jsou kofeny rovnice (9) iraciondlni. Vhodnou volbou

"Bronzovy primér ziskdme z feSeni rovnice

22 -3z-1=0.
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parametru n ziskdme jednak vySe zminéné praméry (zlaty pro n = 1, stiibrny pro
n = 2, bronzovy pro n = 3), jednak posloupnost dalsich pruméri, které jsou souhrnné
oznacované jako kovové primeryd

1 5 2 8 3 13 4 20

popt. ve tvaru desetinného ¢isla

54 /29
5 2+\/5’+T""’

1,618...:2,414...:3,303...:4,236...:5193...;...
Retézové zlomky kovovych primért lze vyjadiit ve tvaru
oc=[n,n,n,...J,
coz ihned plyne z rovnice 2 = n+ 1/x , ktera je dtsledkem rovnice (9).

Kovové uhly ziskame z Feseni rovnice

%z@/\ﬁz%r—a, (11)

kde n € RT. Po tipravé a zjednoduseni dostdvame
nB? —2m(n +2)B +4r* =0, (12)
pricemz hledany kovovy thel 3 lze vyjadrit ve tvaru
5:%(n+2—\/W). (13)
Posloupnost nékolika prvnich kovovych thli pro n € N je

(3 — V5), 3(4,\/5), §(5f\/ﬁ), %(67\/%), g(?—@),...

8Mnozinu kovovjch praméri (metallic means family) poprvé zminuje Vera W. de Spinadel ([14],
[15]). Rovnici pro jejich uréeni odvozuje ze zobecnéné Fibonacciho posloupnosti

G(n+1) =pG(n) + qG(n — 1),

kde p, ¢ € N a ¢len G(n + 1) je linedrni kombinac{ dvou pfedchézejicich ¢lent. Pokud rovnici vydélime
¢lenem G(n) a upravime

Gn+1) 1
) P em
G(n—1)
pak za predpokladu, ze existuje konecnd limita
. Glnt1) . G(n)
lim —————=F = lim ———— =z,

ziskdme po dosazeni rovnici

z2 — px —q = 0.
Rovnice (9) je specidlnim piipadem predchozi rovnice pro volbu ¢ = 1. Dalsi variantou, kterou Vera
de Spinadel (1999) diskutuje, je rovnice (p = 1)

zz—z—qzo.
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Obr. 11. Rozlozeni bodt, jejichz thlova vzdélenost odpovidd thlu 7wv/2 rad (cca 254,5°,
zcela vlevo, 7 < t < 1 5007), stifbrnému tdhlu (2 — v/2) rad (cca 105,5°, druhy zleva,
/2 < t < 15007), thlu w(1 + v/13)/3 rad (cca 276°, druhy zprava, 7 < t < 1 5007)
a bronzovému thlu 7(5 — v/13)/3 rad (cca 84°, zcela vpravo, /2 < t < 1 5007), lezicich na
Fermatové spirdle

5. Kovové thly na Fermatové a Archimédové spirale

V predchozich sekcich jsme ukéazali relativné jednoduchy zptsob vytvareni iracional-
nich ¢isel tvoricich mnozinu kovovych prumeéru, kterd maji podobné vlastnosti jako
zlaty Tez. Analogickym zpusobem odvozend mnozina kovovych thla vytvari pii mo-
delovani bodovych spiral rizné slozitd usporadani, z nichz néktera jsou velmi blizka
rozmisténim listu ¢i semen rostlin (obr. 11, 12, 13 a 14).

Obr. 12. Rozlozeni bodu, jejichz tthlova vzdélenost odpovida kovovym thlum podle rovnice
(13) pro n = 1 az n = 5 (nahofe), hodnotsm n = 6, n =7, n =7, n =¢, n = (1 +/5)/2
(dole), lezicich na Fermatové spirdle (7/2 < ¢t < 1 5007)

Obr. 13. Rozlozeni bodi, jejichz thlova vzdalenost odpovida kovovym tithlim podle rovnice
(13) pro n = 1 az n = 10, lezicich na Archimédové spirdle (0 < ¢ < 1 5007)
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Obr. 14. Rozlozeni bodu ruznych velikosti (v Geogebfe velikosti 1 az 4), jejichz thlova
vzdalenost odpovidd rovnici (13) pro n = 6, lezicich na Fermatové spirdle (0 < t < 1 5007)
6. Gielisovy transformace bodovych spiral

Gielisova transformace spoc¢iva v nahrazeni rovinné kiivky urcené polarni rovnici p =

— £(t) ktivkou® ([5], [6], [7])
t™ )_E., (14)

kde a, b, m, n1, na, ¢ € R*. Bez Gjmy na obecnosti v rovnici (14) poloZime a = b =
= 1 (kfivky pro ostatni piipady ziskdme zménou méritka na osdch) a déle polozime
ny = ng = p, ¢imz dostavame
1
mt|P\ @
) (15)

sin —
4

ni

p= 1o |3 oos

p
+

p=10(

m
cos —
4

—1/q
piicemz gpm pq(t) = ( |cos mTt|p + [sin mthp ) lze interpretovat jako Gielisovu
transformaci jednotkové kruznice se stfedem v pocatku, a to pro rtizné volby parametru

m, p, q. P¥iklady tvari modelovanych podle predchozich rovnic lze nalézt napf. v ([5],
[6], [7], [12], [13]).

Pro modelovani bodovych spirdl (obr. 15, 16) zavedeme bodovou rovnici kiivky
X = [z(t), ()],
kde

2(t) = f()gmpq(t) cos(t), (16)
y(t) = f()gm.p.q(t) sin(t)

9Gielis transformaci odvodil ze zobecnéné rovnice elipsy

T n n
z LA
a b
tak, ze v poldrnim tvaru (p, t) predchozi rovnice
cos t|™ sin ¢

ny—1
p:( b )

nahradil jediny exponent n tfemi nezdvislymi exponenty n1, n2, ¢ a doplnil parametr 7 do argumentu
goniometrickych funkci.
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Obr. 15. Rozlozeni bodd, jejichz tihlovd vzdalenost odpovidd rovnici (13) pro n = 1 (zlaty
uhel), lezicich na Gielisové transformaci Fermatovy spirdly s rovnici (16), m = 5, zleva:
p=1,¢~156;p=1,q=L;p=1,¢=3;p=5,g=1;p=5,¢q=5 (0 <t <1500m)

Obr. 16. Rozlozen{ bod, jejichz ihlova vzdalenost odpovida rovnici (13) pro n = 6, lezicich
na Gielisové transformaci Fermatovy spirdly s rovnici (16), nahote m = 4, zleva: p =1, ¢ = 1;
p=1,q=3p=1,q=10;p=5,qg=1;, p=>5, ¢ =5; dole m =5, zleva: p =1, ¢ = 0,5;
p=05,¢g=3;p=1,¢=3;p=10,¢=10; p=30, ¢ =10 (0 < ¢ < 1 5007)

jsou parametrické rovnice Fermatovy spiraly pro f(t) = ay/t, Archimédovy spirdly pro
f@)=at,aeR, t=kB,k €Z, k=0 a f uréime z rovnice (13).

Zavér

V ¢lanku jsme ukéazali, jak pomoci tzv. mnoziny kovovych praméri zavést analogickou
mnozinu kovovych thli s moznym vyuzitim pro modelovani bodovych spiral. Modely
bodovych spirdl vytvarenych pomoci kovovych thla (obr. 12, 13, 14, 15 a 16) by v pii-
padé pouziti urcitych technik (napf. litografie) mohly byt podkladem pro vytvafeni
vzoru a obrazu se specifickymi optickymi vlastnostmi.

Podékovani. Dékuji doc. Mgr. Robertu Marikovi, Ph.D.; a doc. RNDr. Antoninu
Slavikovi, Ph.D., za cenné rady a podnéty pii zpracovani ¢lanku.
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