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MATEMATIKA

Jak budu splacet hypotéku

Pavel Pokorng, VSCHT Praha

Jak budu splacet hypotéku? To je otdzka, kterou by si mél polozit
(a zodpovédeét) kazdy, kdo uvazuje fesit otdzku bydleni hypotékou. Tento
¢lanek vam sice neporadi, kde sehnat finanéni prostiedky na splatky hy-
potéky, ale podivame se na matematické souvislosti spojené s vypoctem
vyse splatek.

Urok

Hypoteéni Gvér (zkracené hypotéka) je avér zajistény zdstavnim pra-
vem k nemovitosti. Dluznik se s véritelem dohodnou na vysi pujcené
Castky (jistina), na dobé, kdy bude pujcka splacena, a na odméné za
pujcku. Vyse této odmeény je obvykle timérna vysi jistiny v jistém po-
méru a udava se v procentech za rok (latinsky per annum, zkratka p. a.).

Napt. kdyz si pujéime 100000,~ Ké s trokem 4 % p. a., tak za rok
dluzime 100 000 x 1,04 = 104 000,— K¢. Pokud tuto ¢astku nevratime, tak
za dalsi rok uz dluzime 104000 x 1,04 = 108 160,— K¢. Pokud tirokovou
miru (napf. 4 % p. a.) vyjadifme koeficientem ¢ (zde ¢ = 1,04), tak po
n letech, pri pocatecni jistiné ag, dluzime

n
an = ao q

a to je castka, kterou bychom méli vériteli vratit, pokud se domluvime,
ze dluh splatime najednou ve stanovenou dobu.

V pripadé hypotec¢niho uvéru, ktery banka poskytuje fyzické nebo
pravnické osobé, se ale splaceni vétsinou provadi v konstantnich mésic-
nich splatkach. Uvazujme tedy casovy krok jeden mésic, ptijcenou ¢astku
ap, konstantn{ pravidelnou (mésiéni) splatku s, drokovou sazbu vyjidie-
nou (mési¢nim) koeficientem ¢. Na zacatku dluzime bance ag korun. Po
jednom meésici naroste dluh v poméru ¢ a klesne o vysi splatky s, tedy
bude

a1 = apq — S.

Po dvou mésicich bude dluh
as = a1q — s = (apq — 8)qg — s = apq®> — 5q — S.
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Po trech mésicich bude
ag = asq — s = (a0q” — 5 — 5)q — 5 = apq® — 5¢° — sq — 5.
Po n mésicich bude dluh
an =aoq" —s(L+q+-+q""). (2)

Vyraz v zavorce je soucet geometrické posloupnosti, pro ktery si odvo-
dime jednoduchy vztah.

Soucet geometrické posloupnosti

Oznacme
r=1+q+--+q" "

To Ize také zapsat

n—1

S

i=0

Je-li g =1, je r = n. Pro ¢ # 1 vynasobime tento vztah hodnotou ¢
rq=q+q¢*+---+q",
odecteme r a dostaneme (protoze vétSina ¢lent se vyrusi)
rqg—r=q" —1

a po vydéleni nenulovym vyrazem (g — 1) dostaneme pro soucet geome-

trické posloupnosti
n—1 qn _1
T = ql = .

Vypocet splatky
Tedy vyraz (2) pro dluh po n mésicich bude

m—1
an:aoq"fsq .
q—1

Nasim cilem je nastavit vysi splatky s tak, ze po n pravidelnych splatkach
bude dluh zcela splacen, tedy

an:07
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tedy
n—1
apq"™ — 52 =0
q—1
Tak dostavame po jednoduché tpraveé vztah mezi poc¢ateénim dluhem ag,
vysi splatky s, poctem splatek n a urokem vyjadienym koeficientem ¢
ve tvaru

q—1

S = aom.

Napf. pri puajcené ¢astce ag = 100000,— K¢, dobé spldceni 5 let, tedy
n = 60 mésica (zde pro jednoduchost uvazujeme vsechny meésice stejné
dlouhé; presnéji bychom tedy misto o mésici méli hovorit o dvanactiné
roku) a drokové mife 4 % p. a., tedy koeficient odpovidajic{ jednomu
mésici je ¢ = 1,04T12 = 1,003 27, vychazi vyse pravidelné meésicni splatky

s = 1838, K¢.
Celkova castka, kterou bance zaplatime bude
ns = 110 306,— K¢.

Nékteré banky kromé troku vyzaduji i dalsi platby spojené s poskytnu-
tim Gvéru, napt. poplatek za vyrizeni tvéru, poplatek za vedeni ictu, po-
platek za odhad ceny nemovitosti, pojisténi nemovitosti, pojisténi schop-
nosti splacet. Aby bylo mozné porovnavat nabidky uvért od ruznych
bank, je rozumné sledovat ¢islo RPSN (ro¢ni procentni sazba nakladu).
To je ¢islo, které udava procentudlni podil z ptijcené castky, ktery mu-
sime celkem zaplatit. Od 1. 1. 2002 jsou poskytovatelé tvéru v Ceské
republice povinni RPSN uvadét v nabidce uvéru.

Jaké disledky bude mit prodlouzeni doby splaceni Gvéru? Napf. po-
kud v nasem ptikladu zvysime dobu splaceni z 5 na 30 let, tedy z 60 na
360 meésicu, bude mésicni splatka s = 473,— K¢, tedy vyrazné nizsi nez
splatka 1838,— K¢. Nepriznivy dusledek je, ze celkova zaplacena c¢astka
bude ns = 170389,- K¢. S prodluzovanim doby splaceni tvéru klesa
meésicni splatka, ale roste celkova splacend castka.

Obr. 1 ukazuje, jak dluzna castka klesd v case z pocatecni hodnoty
ag = 100000,— K¢ na kone¢nou hodnotu azgy = 0. Na obrazku je také
zakreslena tsecka spojujici krajni body, aby bylo dobre vidét, ze ¢asova
zéavislost vyse dluhu na case neni linearni, ale je mirné prohnuta nahoru
(konkdvni). To je ddno tim, Ze konstantni mési¢ni splatka se sklada ze
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splatky troku a splatky jistiny (imoru). Na zac¢atku je splatka droku
vy$si a dluh (hodnota nesplacené ¢asti jistiny) klesd pomalu, na konci
obdobi je splatka troku nizsi a dluh klesa rychleji.

Pro velmi velky pocet splatek (n — 00) se vyse splatky blizi hodnoté
ap(q — 1), tedy vysi samotného troku, ale celkovd splacend ¢éstka roste
do nekonecna. Prosté splacime pouze trok, ale vyse dluhu ziistava, tedy
splacime stale.
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Obr. 1: Z&vislost vyse dluhu v korundch na ¢ase v mésicich (silnd prohnutd
krivka), kterd ukazuje, ze pokles nen{ linedrni, ale zpocatku je pomalejsi a
ke konci obdobi je rychlejsi. Pro srovnéani je zakreslena jesté uisecka spojujici
krajni body

Exponencialni rast a exponencialni pokles

Ukéazali jsme si, ze bez prubéznych splatek ndm bude dluzné castka
v dusledku droku exponencidlné rist v ¢ase. Takovyto exponencialni rust
pozorujeme nejen u dluhu, ale také v radé biologickych, chemickych,
fyzikalnich i spolec¢enskych jevi.

Napr. pokud maji bakterie dostatek zivin a prihodné podminky, tak
jejich pocet roste exponencidlné s casem. Za urcité obdobi se kazda
bunka rozdvoji a z jedné bunky vzniknou dvé nové. To se v case opakuje,
dokud maji dost potravy.

Na podobném principu pracuje fotonasobic. To je pristroj, ktery umoz-
nuje detekovat velice slabé elektromagnetické zareni. Kdyz dopadajici
foton uvolni z katody elektron, je tento elektron urychlovan vlozenym
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elektrickym polem. Pfi dopadu na dalsi elektrodu vyrazi vétsi pocet
elektront, které jsou nasledné opét urychleny, aby vyvolaly emisi jesté
vétsiho poctu elektronti. Nakonec proud elektronti dopada na anodu a je
detekovan. Celkové zesileni miize dosahnout az 108, tak lze detekovat i
jednotlivé fotony.

Podobné ve spolec¢enskych hrach typu letadlo (anglicky Ponzi scheme)
se organizatofi snazi presvédcit ticastniky, aby kazdy ziskal alespon dva
dalsi ticastniky (ktef{ zaplati vstupni poplatek), aby inkasovali velké od-
meény.

Ve vsSech téchto pripadech je duilezité, ze k exponencidlnimu riastu
muze dojit pouze po prechodné pocatecni obdobi, dokud se nevycerpaji
zdroje.

Spoleénym rysem téchto systému je, ze Casovy prirustek je imérny
stavu systému (pocet jedinct nebo koncentrace). Matematicky takovy
dynamicky systém muzeme popsat diferen¢ni rovnici

Up41 = 4 Qnp,

kterda ma reseni

an = aogq".
Nebo diferencialni rovnici
da
— = ka,
dt

kterd mé reseni

a(t) = a(0)e.
Pro ¢ > 1 ¢i k > 0 hovorime o kladné zpétné vazbé. Vysledkem je expo-
nencidlni rist. Pro 0 < ¢ < 1 ¢& k < 0 hovotfime o zaporné zpétné vazbé
a vysledkem je exponencialni pokles. V pripadé biologického systému do-
chazi k odumirani jedinca. V pripadé chemického systému jde o rozpad
chemickou reakci prvniho rddu. Mezi znamé fyzikdlni systémy s timto
typem chovani patri napt. radioaktivni rozpad, vybijeni nabitého kon-
denzéatoru pres konstantni odpor, chladnuti horkého predmétu vedenim
tepla nebo snizovani koncentrace latky difuzi. Cas, za ktery sledovana
veli¢ina a(t) klesne na polovinu, se nazyvéa polocas rozpadu.
noduchymi linearnimi diferenénimi nebo diferencidlnimi rovnicemi, je
tento linedrni popis uzitecny alespon jako aproximace v okoli rovnovaz-
nych stavu napf. pro vysetfovani jejich stability.
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