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SOUTEZE

66. rocnik Matematické olympiady,
tlohy domaciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvo-
fit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni
téchto dvou tuloh odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové
rozhrani pi¥istupné na strdnce htép://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také
naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou automaticky vyhod-
nocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se
dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziskd plny pocet
10 bodi, muzete své Tfeseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické. V tiloze P-I-3 je vasim tikolem na-
1ézt efektivni algoritmus Fesici zadany problém. Reseni tilohy se sklada
z popisu navrzeného algoritmu, zdivodnéni jeho spravnosti (funkénosti)
a také odhadu Casové a pamétové slozitosti. Soucasti feSeni tlohy P-I1-3
je 1 zapis navrzeného algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudo-
kédu. Reseni tilohy P-I-4 bude vypadat podobné, ale misto pseudokédu
mé obsahovat program pro stromochod. ReSeni obou teoretickjch tiloh
odevzdavejte ve formé souboru typu PDF pres vyse uvedené webové
rozhrani.

Reseni vsech tloh muZete odevzdivat do 15. listopadu 2016. Opra-
vena Teseni a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webo-
vych strankdch olympiddy na adrese hitp://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou
také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Na dostizich

,Zeleznidk je miij favorit. V minulém dostihu porazil Bleska, Jantara
i Aldydara.“

»No jo, ale v prvnim dostihu naopak s Bleskem i Aldydarem prohral.
Zato Jurasek porazil Abraxase v obou dostizich. Pijdu si vsadit, Ze to
dokaze znovu.“

,2Mas pravdu. A Abraxas zase porazil Bleska i Jantara. Tak na to si
zase vsadim ja. A taky na to, ze KuliSek porazi Semika.“

,, 1o vsazis na jistotu.“
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SOUTEZE

Soutézni uloha

Letosniho poharu v dostizich se tcastni N koni ocislovanych c¢isly 1
az N. Zatim se bézely dva dostihy a vy mate k dispozici jejich vysledky.
Zjistéte, kolik existuje dvojic koni a, b takovych, ze ki a porazil b v obou
téchto dostizich.

Format vstupu

Program c¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsa-
huje celé ¢islo N (1 < N < 100000) udévajici pocet koni, ktefi se ti¢astni
pohéaru. Na kazdém z nasledujicich dvou fadkt dostanete permutaci ¢isel
1 az N (vysledky dostiht, ki na prvni pozici v permutaci skon¢il prvni
v piislusném zavods).

Format vystupu

Program vypise na standardni vystup jediny fadek, na némz bude
jedno ¢islo: pocet dvojic celych éisel a, b takovych, Ze a je v obou permu-
tacich pred b. Pozor, vysledek se nemusi vejit do 32-bitové celociselné
proménné!

Priklady

Vstup: Vystup:
5 10
12345

12345

Vstup: Vystup:
5 5
25431

51234

Vstup: Vystup:
7 0
1234567

7654321

Hodnoceni

Spravné feSeni, které efektivné vyfesi vSechny vstupy (tj. pro
N < 100000), ziskd 10 bodé. Az 7 bodid lze ziskat na vstupech
s N <1000. Az 5 bodu lze ziskat na vstupech s NV < 100.

24 Rozhledy matematicko-fyzikalni



SOUTEZE
P-1I-2 Rekonstrukce skoly

Je ¢tvrtek 1. zafi a pan ucitel se chysta z kabinetu na prvni hodinu
do své tridy. Potiz je v tom, Ze budova $koly se pravé rekonstruuje,
a tak je po chodbéch rozhézena spousta harampadi. Navic pan ucitel
neni zrovna nejstihlejsi, takze dopravit se z kabinetu do tfidy mu asi da
hodné zabrat. Ze samého rozcileni by nejradsi ¢as od ¢asu do néjakého
toho kusu nabytku kopnul, aby si uvolnil cestu. Samoziejmé ze nemuize
porozbijet pulku $koly — to by mu pan feditel dal! Na druhou stranu
ojedinély incident se da vzdy svést na nestastnou nahodu. . .

Soutézni dloha

Skolu si mfizeme pfedstavit jako obdélnikovou plochu sestavajici
z R x S policek, kde kazdé policko je bud volné, nebo je na ném pre-
kazka. Pan ucitel vzhledem ke svym rozmérim zabira ¢tverecek velikosti
2 x 2. Vasim tkolem je napsat program, ktery nacte popis skoly a najde
cestu mezi kabinetem (danou étvefici volnych poliéek) a t¥idou (jinou
danou ¢étvefici volnych policek). V kazdém kroku se uéitel pohne o jedno
policko v jednom ze ¢tyf zdkladnich smért (ne Sikmo). Béhem cesty se
miuize ucitel jednou posunout tak, ze zabird jedno policko s prekazkou —
tim ji rozbije a dané policko se tak stane (navzdy) volné; jinak se pan
ucitel miize pohybovat jen po volnych polickach.

Format vstupu

Program cte data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsahuje me-
zerou oddélend celd ¢isla R, S (2 < R <2000, 2 < S < 2000), kterd
udévaji po fadé vysku a sitku planu skoly. Nasleduje R Fadki po S zna-
cich, které popisuji skolu: Tecka oznacuje volné pole, kiizek prekazku,
pismeno K kabinet a pismeno T cilovou tfidu. Mizete predpokladat, Ze
popis Skoly bude obsahovat pravé 4 pismena K a pravé 4 pismena T, vzdy
ve tvaru Ctverce 2 x 2.

Format vystupu

Program vypiSe na standardni vystup jediny fadek. Pokud zadna vy-
hovujici cesta neexistuje, vypise nelze. V opa¢ném piipadé vypise vy-
hovujici cestu jako posloupnost pismen N, P, D, L bez mezer (jednotliva
pismena odpovidaji po fadé krokiim nahoru, vpravo, dola, doleva). Vy-
psand cesta nemusi byt nejkratsi mozné, ale jeji délka nesmi piresahnout

R-S.
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Priklady

Vstup: Vystup:
47 PDDPPPPNN
KK.#.TT

KK.##TT

Poznamenejme, Ze tento vystup je nejkratsi spravny, dokonce jediny
takovy.

Vstup: Vystup:
47 nelze
KK.#.TT
KK.#.TT
R - SN

CLHL L

Hodnoceni

Kazdé spravné feSeni, které efektivné vyfesi vSechny vstupy (tj.
pro R, S < 2000), ziskd 10 bodt. Az 7 bodd lze ziskat na vstupech
s R-S <10000. Az 3 body lze ziskat na vstupech s R - S < 30.

P-1-3 Mapa

Koucourkovsti radni se rozhodli, Ze na mapé kralovstvi musi Kocour-
kov lezet ze vSech mést nejvice vpravo. Jiz existujici mapy ale neni nutno
nicit, staci je pootocit tak, aby tato podminka byla splnéna.
Soutézni uloha

Jsou dany souradnice Kocourkova a vSech mést na mapé. Naleznéte
thel takovy, Ze pootocime-li mapu o tento thel, Kocourkov bude ze vSech
mést nejvice vpravo, nebo rozhodnéte, ze zadny takovy thel neexistuje.

Format vstupu

Program c¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek ob-
sahuje celé ¢islo N (1 < N < 100000) udévajici pocet mést. Na i-tém
z nasledujicich N fadki jsou dvé cela ¢isla z; a y; (—10% < @y, y; < 10%)
udavajici souradnice mésta c¢islo i; Kocourkov je mésto ¢islo 1. Muzete
predpokladat, ze zadna dvé mésta nemaji stejné souradnice a zadna tii
meésta nelezi na pfimce. V této tloze muzete déle pfedpokladat, ze readlna
¢isla jsou v pocitaci reprezentovana s neomezenou presnosti, a nemusite
se proto zabyvat pripadnymi zaokrouhlovacimi chybami.
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Format vystupu

Vypiste jedno redlné ¢islo a takové, ze pootocime-li popsanou mapu
0 « stupiiti po sméru hodinovych rudicek, bude Kocourkov (mésto ¢islo 1)
mit z-ovou soufadnici vétsi nez vSechna ostatni mésta. Jestlize zadné
takové ¢islo neexistuje, vypiste retézec nelze.

Priklady

Vstup: Vystup:

4 90.00

01

10

-10

0 -1

Existuji i jiné spravné odpovédi, napiiklad 87.75.

Vstup: Vystup:
4 nelze
00

01

-1 -1

1 -1

Hodnoceni

Plnych 10 bodd dostanete za spravné feseni, které efektivné vytesi
libovolny vstup s NV < 100000. Tim se mysli, ze vypocet dobéhne do
1 sekundy na béZzném pocitac¢i. Az 7 bodu ziskite za spravné feSeni,
které efektivné vytesi libovolny vstup s N < 1000. Az 5 bodu ziskéte za
spravné feseni, které efektivné vytesi libovolny vstup s N < 100.

P-I-4 Stromochod

K této uloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stra-
nach. Doporucujeme vam nejprve prostudovat studijni text a az potom
se vratit k samotnym soutéznim uloham. Jednotlivé podilohy spolu ne-
souvisi, miizete je resit v libovolném poradi.

Soutézni dloha

Ve vsech tfech podulohéch dostanete na vstupu strom a mate v jeho
kofeni nastavit znacku ok pravé tehdy, splinuje-li strom zadanou pod-
minku:
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SOUTEZE

a) (2 body) Pocet vrcholt stromu je sudy.

b) (4 body) Poclet vrcholt stromu je mocnina dvojky.

¢) (4 body) Strom je uplny. To znamend, %e kazdy vrchol, ktery neni
list, ma pravé dva syny. Navic vSechny listy lezi stejné hluboko, ¢ili cesta
z kotfene do kazdého listu obsahuje stejny pocet vrchola.

Studijni text

V tomto ro¢niku olympiady budeme programovat stromochod — spe-
cialni zafizeni urcené k prochazeni binarnich stromi.

Graf se sklada z koneéné mnoziny vrcholi a koneéné mnoziny hran.
Kazda hrana spojuje dva vrcholy, kazdé dva vrcholy jsou spojeny nej-
vysSe jednou hranou. Hrany nemaji smér — nerozliSujeme, ktery vrchol je
pocatecni a ktery koncovy. Cesta fikame posloupnosti vrcholt, které na
sebe navazuji (i-ty je spojeny hranou s (i + 1)-nim).

Strom je graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna
cesta. Strom muzeme zakorenit — jeden jeho vrchol prohlasit za koren.
Pro kazdé dva vrcholy spojené hranou pak umime ¥ici, ktery z nich je otec
(to je ten blizsi kofeni) a ktery syn. Kofen je jediny vrchol, ktery nema
otce. Vrcholtim, které nemaji zadné syny, fikame listy stromu. Podstrom
budeme fikat ¢asti stromu tvorené danym vrcholem, jeho syny, syny jeho
synil a tak dale az k listiim. Podstrom je tedy také strom a dany vrchol
je jeho kofenem.

Bindrni je takovy zakofenény strom, jehoz kazdy vrchol ma nejvyse
dva syny. U synu rozlisujeme, ktery z nich je levy a ktery pravy. Dokonce
i v pfipadech, kdy existuje jen jeden syn, zajima nas, zda je levy nebo
pravy.

Na nésledujicim obrazku vidite nékolik rtiznych binarnich stromt:

Stromochod slouzi k fesSeni rtiznych problému tykajicich se binarnich
stromt. Miazeme si ho predstavit jako pocitac, ktery se pohybuje po
stromu a v kazdém okamziku vypoctu se nachazi v pravé jednom z vr-
chold stromu.
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SOUTEZE

Paméf stromochodu je omezené: miize si pamatovat jen konecné
mnozstvi bitt informace, tedy v kazdém okamziku se miize nachézet
jen v jednom z kone¢né mnoha stavi. Mimoto stromochod smi pozna-
menéavat informace do navstivenych vrchola: do kazdého vrcholu se vejde
opét jen kone¢né mnozstvi informace a tyto informace mize stromochod
Cist a zapisovat pouze v tom vrcholu, v némzZ se zrovna nachézi. Témto
udajim ulozenym ve vrcholu budeme fikat znacky.

Stromochod budeme programovat v jazyce podobném Pascalu nebo C.
Kvtli omezeni na koneény pocet stavli miizeme pouzivat pouze celo-
Ciselné proménné s predem danym rozsahem (tfeba 0..9) a booleov-
ské proménné pro pravdivostni hodnoty. To napiiklad znamena, Ze neni
mozné pouzivat pole ani ukazatele. Z Fidicich konstrukci jsou k dispo-
zici podminky, cykly a goto. Procedury a funkce je mozné pouzivat, ale
na jejich parametry se vztahuji stejnd omezeni na typy a neni povolena
rekurze.

Na aktualni vrchol se mtizeme odkazovat prostfednictvim proménné V.
Ta se chova jako zédznam (pascalsky record, Céckovd struct) a obsahuje
znacky ulozené ve vrcholu. Podobu znacek si miizete predepsat, ale musi
jich byt konstantni pocet a opét plati omezeni na povolené typy.

Pokud chceme stromochod presunout do levého syna, zavolame funkci
jdi_1. Podobné jdi_p pro pravého syna a jdi_o pro otce. Tato funkce
nemé zadné parametry ani vysledek. Pokud se pokusite pfesunout do
neexistujiciho vrcholu, program se zastavi s chybou. Proto se hodi pre-
dem otestovat, zda syn ¢i otec existuje: k tomu slouzi funkce ex_1, ex_p
a ex_o. Ty nemaji zddné parametry a vraceji booleovskou hodnotu.

Vypocet stromochodu probihé nésledovné. Na vstupu dostaneme né-
jaky strom, stromochod umistime do jeho kofene a vSechny znacky vy-
nulujeme. Vyjimku mohou tvorit znacky, o kterych je vyslovné feceno,
ze jsou soucasti vstupu. Poté se rozebéhne program, stromochod se pro-
chazi po stromu a nakonec se zastavi. Vystup potom pfecteme z urcéenych
znacek.

Pozor, jeden program pro stromochod musi danou tulohu fesit pro
vSechny stromy. Rozsah proménnych tedy nesmi zaviset na velikosti
stromu.

Efektivitu programt@ muzeme posuzovat obvyklym zpisobem. Doba
béhu programu bude odpovidat poc¢tu pfesunti po stromu, ¢asova slo-
Zitost je maximum z dob béhu pres vSechny stromy s danym poctem
vrcholt. Pamétovou slozitost neposuzujeme, protoze vSechny programy
ukladaji linedrni mnozstvi informace.
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Priklad

Rozmysleme si, jak stromochodem navstivit vS§echny vrcholy stromu
a do kazdého umistit znacku. Strom budeme prochéazet do hloubky: za-
¢neme v kofeni, pak se zanofime do levého podstromu, az se z néj vra-
time, presuneme se do pravého podstromu, a nakonec se vratime z celého
stromu. (Pokud si strom nakreslime na papir, tento priichod odpovida
obchézeni z kofene proti sméru hodinovych rucicek.)

Jelikoz nemame k dispozici rekurzi, budeme si v kazdém vrcholu pa-
matovat znacku jménem stav, kterd bude fikat, kolikrat jsme uz ve
vrcholu byli. Navstivime-li vrchol poprvé, zamifime do levého syna; po-
druhé zamitime do pravého a potieti se uz vratime do otce. Pokud levy
nebo pravy syn neexistuji, budeme se chovat, jako bychom se z nich
okamzité vratili.

Program bude vypadat nasledovné.
type vrchol = record

{ Tento typ popisuje, jaké znacky ukladame do vrchold }

byl_jsem_tu: boolean; { Chceme nastavit ve viech vrcholech }
stav: 0..3; { Kolikrat jsme ve vrcholu byli }

end;

begin
repeat

V.byl_jsem_tu := true;
V.stav := V.stav + 1;
case V.stav of
1: if ex 1 then jdi_l;
2: if ex_p then jdi_p;
3: if not ex_o then halt else jdi_o;
end;
until false;
end.

Casové slozitost tohoto programu je linearni s po¢tem vrcholi, protoze
kazdy vrchol navstivime nejvyse tiikrat.
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