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MATEMATIKA

Pocet obdélniki zakryvajicich dané polic¢ko
Ctvercové sité

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article deals with the number of rectangles by which every square
of n x n chessboard is covered. Then, the sum of all these numbers is given.

Predstavme si, ze do kazdého policka dané ctvercové sité je zapsano
¢islo udavajici pocet obdélnik® nebo étvercid, které toto policko zakry-
vaji a nepfesahuji hranice sité; pro jednoduchost budeme v nasledujicich
uvahéach povazovat za obdélniky i ¢tverce. Nasim tkolem je urcit sou-
et S(n x n) ¢isel zapsanych podle tohoto pravidla do vSech n? poli¢ek
¢tvercové sité n x n. Pro ilustraci vyresime tuto tlohu nejprve pro n = 2
an=3.

Méjme tedy Gtvercovou sit 2 x 2 a urceme, kolik obdélnika této sité
zakryva policko A v levém hornim rohu na obr. 1.

A | B
cC | D
Obr. 1

Snadno zjistime, Ze tyto obdélniky (vySrafované na obr. la) jsou cel-
kem Ctyfti.

Obr. 1a

Protoze stejnym poc¢tem obdélnikt je pokryto i kazdé z policek B, C,
D, mame vysledek:

Soucet S(2 x 2) éisel zapsanych do vdech ¢ty polidek sité 2 x 2 je
4+4+4+4=16.
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pocet obdélnikt, jejichz ¢4sti je policko A na obr. 2.

A | E

F| K| G

C|H|D
Obr. 2

Z obr. 2a, kde jsou tyto obdélniky vysrafovany, je vidét, Ze jich je
devét. Stejnym poctem obdélnikd je vSak zakryto i kazdé z policek B,
C, D, takze soucet ¢isel zapsanych do téchto ¢tyT policek je 4 -9 = 36.
Podobnym zptisobem se muzeme presvédéit, ze kazdé z policek E, F, G,
H je zakryto dvanacti obdélniky, takze soucet cisel v nich zapsanych je
4 -12 = 48; pro policko K dostaneme, zZe je zakryto Sestnacti obdélniky.

Obr. 2a

Plati tedy: Soucet S(3 x 3) ¢isel zapsangch do vsech deviti policek sité
3x3jed-9+4-12+ 16 = 100.
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Prejdeme nyni ke ¢tvercové siti n x n. Zjistime nejprve, kolika obdél-
niky této sité je zakryto vysrafované policko lezici v i-tém fadku a j-tém
sloupci na obr. 3, v némz je n + 1 vodorovnych piimek ohranicujicich
jednotlivé fadky oznaceno ¢isly od 1 do n+ 1 a stejnymi ¢isly také n + 1
svislych pfimek ohranicujicich jednotlivé sloupce. Pro kazdy obdélnik,
ktery zakryva uvedené policko, plati:

e jeho dolni strana lezi pouze v jedné z vodorovnych piimek 1, 2, ...,

i—1, 14, (i <n), takZe pro vybér dolni strany je i moZnosti;

e jeho horni strana lezi pouze v jedné z vodorovnych primek i+ 1, 7 4 2,

..., n, n+ 1, takZe pro vybér horni strany je n + 1 — i moznosti;

e jeho leva strana lezi pouze v jedné ze svislych pfimek 1, 2, ..., j—1, j,

(j < n), takze pro vybér levé strany je j moznosti;

e jeho prava strana lezi pouze v jedné ze svislych primek j + 1, j + 2,

..., n, n+ 1, takze pro vybér pravé strany je n + 1 — j moznosti.
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Obr. 3

Pocet obdélnikti, které zakryvaji policko v i-tém fadku a v j-tém
sloupci, je tedy roven sou¢inu i- (n+1—14)-j-(n+1—j).

Ovérme tento vysledek pro policko K v siti 3 x 3 na obr. 2, pro které
jemn = 3,1 =2, j = 2. Dosazenim do odvozeného vztahu dostaneme
2-341-2)-2-834+1-2)=2-2-2-2=16 obdélnika zakryvajicich
toto policko, coz je v souladu s vysledkem ziskanym vyse.

Zjistili jsme tak, ze do policka v i-tém radku a j-tém sloupci ¢tvercové
sité n x n je zapsano ¢isloi-(n+1—1)-j-(n+1— j). Hledany soucet
S(n x n) ¢isel ve viech polickach této sité uréime, kdyz do tohoto vyrazu
nezavisle na sobé dosadime za i, j ¢isla 1, 2, ..., n a ziskané souciny
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seCteme; dostaneme tak

n n n
S(nxn)= Z (n+1-4)j(n+1—j :Zz (n+1—1)- Z] (n+1—7j).

i,j=1 =1 j=1
K dalsimu vypoctu bude zapotiebi znat vzorec pro soucet prvnich n
pfirozenych éisel 8 VZOTec pro souéet jejich druhjch mocnin; prvni z nich

pfipomeneme oba:

1
1+2+3+---+n=@,

1)(2 1
12+22+32+'._+n2:"(n+ )(2n + )

Jejich uzitim dostavame
n n n
Zzn—i—l—z n—i—lz 222
i=1 i=1

i=1
(n+1nn+1) nr+1)2n+1) nn+1)(n+2) (n+2
essgmen esiean ()

2

Vzhledem k tomu, Ze je

Z]?’L-l—l—j zizn—i—l—z (n—31—2>7

plati pro soucet

2
n+2 n+2 n+2
S(nxn)= . = )
= (") (57) - ('57)
Tim je dany kol splnén:
Soucet S(n x n) ¢isel zapsanych do viech n? policek sité n x n je ddn
vyrazem ("}"'2)2.
Ctenéf se snadno piesvédéi, ze tento vysledek je v souladu se soucty
S(2 x 2) a S(3 x 3), které byly odvozeny v tvodu tohoto ¢lanku.
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