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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Prirozena cisla ve ¢tvercové siti

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article deals with a sum of n natural numbers which are selected
by a given rule from square grid with numbers 1,2,3,...,n%. The formula for
this sum is derived.

O cislech usporadanych do ¢tvercové tabulky existuje cela fada tloh.
Jednu z nich si ukézeme.

Uloha
Do ¢tvercové tabulky skladajici se z péti fad a péti sloupcii jsou ve-
psana prirozend Cisla od jedné do pétadvaceti takto:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

7 téchto cisel vybereme nékolik pétic takovych, ze zaddna z nich neob-
sahuje dvé ¢isla, ktera v této siti lezi ve stejném radku i sloupci, a pro
kazdych takovych pét ¢isel urcime jejich soucet. Naptiklad:

6+174+3+244+15=065
16 +22 4841445 =65
214+24+8+14+20 =65
1+7+13+19+25=65

Na zékladé téchto ukazek mizeme vyslovit domnénku, Ze soucet Cisel
v kazdé takto utvorené pétici je stejny a je roven ¢islu 65. Tuto domnénku
bychom mohli dokazat tak, ze provéfime vsechny mozné pétice, ale timto
zpusobem postupovat nebudeme. Jednak kvili tomu, ze téchto moznosti
neni mélo (o jejich po¢tu se zminime v zévéru ¢lanku), jednak proto, ze
tento vysledek by platil pouze pro ¢tvercovou sit 5 x 5. Budeme uvazovat
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pripad obecnéjsi, a to ¢tvercovou tabulku tvorenou n fadky a n sloupci,
do niz jsou vepséna vSechna pfirozend &isla od jedné do n? takto:

1 2 3 ... n
n+1 n-+2 n+3 ... n+n=2n
2n+1 2n+ 2 2n+3 ... 2n+n=3n

mn—1n+1 (n—1)n+2 (n—-1)n+3 ... (n—L)n+n=n-n

Dokazeme, ze vSechny mozné soucty n cisel vybranych z této tabulky
tak, ze zadna dvé nejsou z téhoz fadku ani sloupce, se navzajem rovnaji.

Reseni tilohy

Vsimnéme si nejprve, ze kazdy takovy soucet je utvoren z ¢isel tvaru
kn +m, kde k nabyva hodnot 0, 1, 2, 3, ..., (n—1) a m je jedno z ¢isel
1,2, 3, ..., n. Protoze z kazdého fadku je vybrano pravé jedno cislo,
je v tomto souétu pravé jednou kazdé z ¢isel n, 2n, 3n, ..., (n — 1)n,
a protoze i z kazdého sloupce je vybrano jediné ¢islo, je v ném pravé
jednou také kazdé z ¢isel 1,2, 3, ..., n. Vzhledem k tomu, Ze jiné scitance
tento soucet neobsahuje, plati:

S=hn+2n+3n+---+n—-1n]+[1+2+3+---+n]=
=n[l+24+3+ - +n—-1)]+[14+2+3+--+n]

Uzitim zndmého vzorce pro soucet prvnich n pfirozenych ¢isel (viz
napt. [1])

1
1+2+3+~~~+n:%
dostaneme ( ) ( )
nn—1)n nn+1
S = 2 + 9 )
neboli )
n(n +1
sonleD)

Tento vysledek znamenad, ze vSechny soucty n ¢isel vybranych z dané
tabulky uvedenym zptisobem se navzajem rovnaji, coz jsme chtéli doka-

2
P R ST e s 1
zat; navic jsme zjistili, Ze soucet téchto n ¢isel je dan vyrazem %
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Pocet vybéru séitancu

Zbyva jesté zodpovédét otazku, kolika zpiusoby se da z vyse uvedené
tabulky 5 x 5 vybrat pét Cisel tak, ze zadna dvé nelezi v témze radku
ani sloupci. K odpovédi na tuto otazku si staci uvédomit, ze z prvniho
sloupce lze jedno &islo vybrat péti zplisoby a Ze z kazdého dalsiho (po vy-
béru ze sloupci predchazejicich) lze jedno &islo vybrat postupné ¢tyfmi,
tfemi, dvéma a z posledniho uz jen jedinym zptsobem. Znamend to,
ze celkovy pocet zptsobt, kterymi se da z tabulky 5 x 5 vybrat pétice
danych vlastnosti, je roven ¢islu 5-4-3-2-1 = 120.

Podobnym zptisobem muzete zjistit, ze pocet vSech zptisobt, kterymi
Ize z tabulky n x n vybrat n ¢isel spliujicich uvedenou podminku, je
roven souinun-(n—1)-(n—2)- --- -3-2-1.
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Instrukce k 54. roéniku FO EF

Zatimco Fyzikalni olympiada jako pfedmeétova soutéz pro zaky stied-
nich skol vstoupila do 54. roéniku své existence, pro soutézici z fad zakt
zékladnich §kol a z niz8ich ro¢nikt viceletych gymnazii se letos bude
konat jiz po padesdté. Soutéz byla nejprve rozsifena na zaky devatych
roéniki zdkladnich skol (kategorie E), pozdéji pfistoupila kategorie F
pro zaky 8. ro¢nikti a pfed 25 lety vznikla zatim posledni kategorie G,
urcend zaktm 7. ro¢niki.

V nasem c¢lanku vam nabizime tlohy pro kategorie E a F. Pozadejte
svého ucitele fyziky, aby vam vybral takové tlohy, které budou vychazet
z uciva, jez jste jiz pochopili, mate ho dobre procvicené, a tedy mate na-
déji, ze pii feSeni tiloh budete Gspésni. Po ukonceni skolniho (doméciho)
kola mizete nalézt spravné vysledky na internetu — na webové strance
http://fyzikalniolympiada.cz.

Ulohy 1. kola 54. roéniku Fyzikalni olympiady kategorii E a F najdete
na str. 33.
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