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MATEMATIKA

Dukaz dvojitou indukci ve dvou prikladech

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article explains a method of proving statements which depend
on two natural variables. The method is used in two examples.

Dukaz dvojitou indukci

Metoda diikazu matematickou indukei je vam jisté zndmé. Chceme-li
dokézat, Ze n&jaka véta V(n) plati pro vSechna pfirozend ¢isla n (nebo
pro vSechna pfirozend ¢isla poéinaje jinym ¢islem neZ jednickou), postu-
pujeme tak, ze dokazeme:

plati V(1) a pro kazdé pfirozené &islo n plati V(n) = V(n + 1).

Jak v8ak postupovat, chceme-li dokézat, ze véta V (m, n) s pfirozenymi
proménnymi m, n plati pro vSechna prirozend c¢isla m, n? Dokazat, ze
plati V(1,1) a Ze pro vSechna p¥irozend m, n plati implikace V(m,n) =
= V(m + 1,n + 1), zfejmé nestac¢i! Timto zptisobem bychom dokézali
jen to, ze tato véta plati prom =n =1, m =n =2, m =n = 3
atd., nikoliv tfeba pro m = 5, n = 3. Podari-li se ndm vsak dokazat, ze
pro vSechna pfirozend m plati V(m, 1), jsme na dobré cesté, nebot pak
stacl dokazat uz jen to, ze pii jakékoli volbé ¢isla m pro vSechna n plati
V(m,n). Receno podrobnéji:

Pfi dikazu, ze véta V(m,n) plati pro vSechna pfirozena ¢isla m, n,
postupujeme takto:

1. Dokézeme indukci, Ze pro vSechna m plati V(m, 1), tj. dokdZeme:

a) plati V(1,1),

b) pro vSechna m plati V(m,1) = V(m +1,1).

2. Dokazeme indukci, Ze pro libovolné, ale pevné m plati V(m,n) pro
vSechna n, tj. dokazeme:

a) plati V(m, 1),

b) pro vSechna n plati V(m,n) = V(m,n + 1).

Poznamka: Vsimnéte si, Ze bod 2a) tohoto postupu nemusime provadét,
pokud se nam podarilo dokazat bod 1. Konkrétni uziti si ukdzeme v na-
sledujicim ptikladu, v némz odvodime dvé tvrzeni, ve kterych vystupuji
prirozena c¢isla m, n; tato tvrzeni pak dokazeme.
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Uloha s dvéma tvrzenimi a jejich piimé diikazy

Konvexni n-thelnik, v némz je ddno m vnitinich bodi, je pokryt ne-
prekryvajicimi se trojuhelniky, jejichz vrcholy jsou podle obr. 1 v m da-
nych bodech a ve vrcholech n-tthelniku. Urcete pocet téchto trojihelnikt
a pocet vSech tusecek, které jsou jejich stranami.

Obr.: n=6,m=4

Reseni: K uréeni poétu t téchto trojuhelnikd vyjadiime dvéma zplisoby
soucet S vSech jejich vnitfnich ahla. Je zfejmé S = ¢ - 180° a protoze
soucet vnitinich Ghld n-thelniku je (n — 2) - 180°, plati dale

S =(n—2)-180° + m - 360°.

7 rovnosti
t-180° = (n —2) - 180° + m - 360°

snadno vypocteme t = 2m +n — 2.

Pozndamka: Vsimnéte si, ze podle tohoto vysledku zavisi pocet trojiahel-
nikd, na néz je dany n-thelnik rozloZen, pouze na c¢islech m, n a nikoli
na zpusobu, kterym je rozklad proveden. Uvedme jesté, Ze pocet téchto
trojahelniki se d4 urcit pomoci Eulerova vzorce pro rovinné grafy, viz [1].

Pocet p vSech tsecek, které jsou stranami téchto trojuhelnik, uréime
takto: tsecek, které jsou spolec¢nou stranou dvou trojihelniki, je 3t—n a
jsou pocitany dvakrat, tisecek, které jsou stranou jediného trojihelniku,
je n a jsou pocitany jednou. Znamena to, ze plati

?)tfnJr t+n
= n =
2 2 7

b

odkud dosazenim za t dostaneme p = 3m + 2n — 3.
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Ovéite podle obr. 1, ze pro hodnoty m =4, n =6 jet =12, p = 21,
coz je v souladu se ziskanymi vysledky:

t=2-4+6-2=12, p=3-4+2-6-3=21

Dva vysledky, s nimiz jsme se seznamili v pfedchozim oddilu, oveé-
Ffime nyni pomoci dvojité matematické indukce; uvédomime si pFitom,
7e Cislo n je rovno aspon tfem.

Ovéreni prvniho tvrzeni matematickou indukci
Dokéazeme nejprve, ze pro vSechna prirozena ¢isla m, n, kde n > 3,
pro pocet t = t(m,n) trojuhelnikt plati

t(m,n) =2m+n—2.
1. Dokazeme indukci, Ze pro vSechna pfirozend m plati rovnost pro
t(m, 3):
a)prom=1,n=3je

t(1,3) =2-14+3-2=23,

coz podle obr. 2 vskutku plati;

Obr.22n=3, m=1;t=3
b) budeme piedpokladat, ze t(m,3) = 2m + 3 — 2 = 2m + 1 plati,
a dokazeme, ze

tm+1,3)=2(m+1)+3—2=2m+3.

Pripojime-li tedy k danym m bodtm dalsi bod, zvétsi se pocet troja-
helnikt o dva, nebot plati: je-li pfipojeny bod (na obr. 3a je to bod P)
uvnit? nékterého z uvazovanych trojuhelnikt, pribudou tfi nové a ,od-
padne“ puvodni; je-li pfipojeny bod (na obr. 3b je to bod P) uvnitf
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strany nékterého z trojuhelnikd, pfibudou ¢tyfi nové, ale dva ,,odpad-
nou“. Znamena to, ze plati

ttm+1,3)=t(m,3)+2=02m+1)+2=2m+ 3;

A

Obr. 3a Obr. 3b

bod 1 je tim dokéazan.

2. Dokézeme indukci, Ze pro libovolné ¢éislo m plati rovnost pro t(m, n)
pro vSechna n > 3:

a) podle bodu 1 rovnost pro t(m, 3) plati;

b) budeme pfedpokladat, ze t(m,n) = 2m + n — 2 plati, a dokdzeme,

ze
ttmin+1)=2m+(n+1)—2=2m+n— 1.

Pfipojime-li k n vrcholiim n-thelniku dalsi vrchol, zvétsi se pocet troj-
thelnik? o jeden, takze mame

ttm,n+1)=t(m,n)+1=2m+n—-2)+1=2m+n—1;
tim je dokazan i bod 2, takze dikaz dané véty je dokoncen.
Ovéreni druhého tvrzeni matematickou indukci
Dokézeme déle, ze pro vSechna pfirozend c¢isla m, n, kde n > 3, pro
pocet p = p(m,n) tsecek, které jsou stranami uvedenych trojihelniki,

plati
p(m,n) =3m + 2n — 3.

1. Dokéazeme indukci, Ze pro vSechna pfirozené ¢isla m plati rovnost
pro p(m, 3):
a)prom=1,n=3je
p(1,3)=3-1+2-3-3=6,
coz podle obr. 2 plati.
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b) budeme pfedpokladat, ze p(m,3) =3m +2-3 — 3 = 3m + 3 plati,
a dokazeme, ze

p(m—+1,3)=3(m+1)+2-3-3=3m+6.
Pfipojime-li k danym m bodtm dalsi bod, zvétsi se pocet tsecek o t1i;
je-1i totiz pfipojeny bod (na obr. 4a je to bod R) uvnitf nékterého z uva-
Zovanych trojihelnikti, podet seéek vzroste o tii; je-li pfipojeny bod (na
obr. 4b je to bod R) uvnitf nékteré z piivodnich tsecek, pfibudou ¢tyti

nové, ale jedna, na niz lezi pripojeny bod, ,,odpadne®. Plati tedy

p(m+1,3) =p(m,3)+3=3m+3)+3=3m+6;

A

Obr. 4a Obr. 4b

tim je bod 1 dokazan.

2. Dokéazeme indukci, Ze pro libovolné m plati rovnost pro p(m,n) pro
vSechna n > 3:

a) podle bodu 1 rovnost pro p(m, 3) plati;

b) budeme predpokladat, ze p(m,n) = 3m+ 2n — 3 plati, a dokdzeme,

ze
p(m,n+1)=3m+2(n+1)—-3=3m+2n—1.

Pripojime-li k vrcholim daného n-tihelniku dalsi vrchol, zvétsi se pocet
usecek o dveé, takze plati

p(m,n+1)=pim,n)+2=B8m+2n—-3)+2=3m+2n— 1.

Tim je dokazan i bod 2, takze dikaz druhého tvrzeni je dokoncen.
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