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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

T¥i nerovnosti v pravoihlém trojahelniku

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article presents proofs of three inequalities among lengths of
various segments in any right-angled triangle.

V tomto ¢lanku se miiZzete seznamit se tfemi nerovnostmi v pravo-
hlém trojuhelniku, které se tykaji jeho stran, vysky na pfeponu a po-
lomért opsané a vepsané kruznice [1]. Poznamenejme, 7ze uvedené prvky
pravothlého trojuhelniku ABC budeme oznacovat obvyklym zptisobem:
a, b délky odvésen, ¢ délka prepony, v vyska na pfeponu, R, r poloméry
opsané a vepsané kruznice (v tomto potradi) a S jeho obsah.

Prvni nerovnost
V kazdém pravouhlém trojuhelniku je soucet délek jeho odvésen mensi
nez soucet velikosti vysky na preponu a pruméru opsan€ kruznice, tj.

a+b<2R+w.

Ditikaz je jednoduchy, uvédomime-li si, Zze v pravouihlém trojihelniku
plati

9 4,9 9 cv  ab
a” + c”, 5 5 c

Uzitim vztahu 2cv = 2ab, ktery plyne z rovnosti pro obsah S, dostaneme

a? 4+ b 4 2ab = % + 2cv,

neboli
(a+b)? = (c+v)? —0?

a+b=+/(c+v)%—v2

Vzhledem k tomu, ze je

Vie+v)?2—v2</(c+v)2=c+u,

a po odmocnéni
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plati
a+b<cH+w,

neboli
a+b< 2R+ v,

coz jsme méli dokézat.

Druha nerovnost

V kazZdém pravouhlém trojuhelniku je soucet polomeéri jeho opsané a
vepsané kruznice vétsi nebo roven druhé odmocniné ze soucinu délek jeho
odvésen, tj.

R—H"Z\/%.

K dikazu pouzijeme vzorec pro obsah S libovolného trojihelniku
ABC se stranami délek a, b, ¢ a polomérem r kruznice vepsané:

rla+b+c)

S = 5

Tento vztah si snadno zdivodnite, nacrtnete-li si libovolny trojihelnik
ABC se stiedem O vepsané kruznice; jeho obsah S je roven sou¢tu ob-
sahtl trojuhelniki ABO, BCO a ACO, takze plati

re ra rb r(a+b+c)
S=gtgtg=——g—

Vypocteme-li odtud

2S5 B ab
a+b+c a+b+e

a piihlédneme-li jesté k tomu, Ze v pravothlém trojthelniku je R = 5 a

c® = a® + b2, pro soucet R + r dostaneme

R—i—r—f—i— ab _ac+bc+02+2ab_
2 at+b+ec  2a+bte)
_(a+bc+a?+b*+2ab  (a+b)c+ (a+b)?
B 2(a+b+c)  2(a+b+e)
_(a+bd)(a+b+c) a+b
 2(@+b+e) 2
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K dokonceni dukazu zbyva ukazat, ze pro délky a, b odvésen plati

a;bz¢%.

Vyjdeme z nerovnosti (a — b)? > 0, ktera plati pro libovoln4 &isla a, b, a
postupnymi Gpravami dostaneme:

a4+ b% > 2ab
a® + 2ab + b > 4ab
b\ 2
(5 =
Odtud pro nezaporni ¢isla a, b plyne

a;bz¢%.

Protoze délky a, b odvésen nezaporna ¢isla jsou, je tim nerovnost
R+r>+ab

dokéazana.

Pozndmka: Vzhledem k tomu, Ze vyraz ‘LTH’ je aritmeticky prameér ¢isel
a, b a vyraz vab jejich primér geometricky, d4 se posledni nerovnost for-
mulovat takto: Aritmeticky prameér libovolnych dvou nezdpornych cisel
je vétsi nebo roven jejich pruméru geometrickému.

Tieti nerovnost
V kazZdém pravouhlém trojihelniku pro polomér r vepsané kruznice a
velikost v jeho vysky na preponu plati

2v< <v
—<r<-.
5 2

V réamci dikazu vyjadiime obsah S pravothlého trojihelniku dvéma
zpusoby a dostaneme vztah

rla+b+ec) cv
2 2’
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odkud vypocteme

Protoze a + b > ¢, je

takze plati

r 1
v
K odvozeni vztahu
2v
E <r
pouzijeme nerovnost
a+b< C\/§,

kterou dokaZeme nasledovné. Vyjdeme z nerovnosti a? + b > 2ab, o niz
uz vime, ze plati pro libovolna ¢éisla a, b, a k obéma jejim stranam pti-
¢teme stejny vyraz, k levé strané ¢2, k pravé a? + b?. Dostaneme tak

(a® + ) + ¢* > 2ab + (a® + b?),

neboli
2¢2 > (a +b)?,

odkud pro kladna ¢isla a, b, ¢ méme
a+b< V2.

Pro pomér  tak dostdvame

| 3

c c 1
= > =
v a+b+c_c\/§+c 1—1—\/5

takze vskutku plati

2
=vV2-1>04=2,
5

< 2v
r =
5

coz jsme méli dokazat.
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