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MATEMATIKA

Mocnost bodu ke kruznici

Tamara Nedevovd, PrF MU Brno

Abstract. The text deals with the power of a point to the circle, which is part
of basic high-school curriculum. First, the definition and basic properties of
the notion are reminded. Then, we present six problems based on the circle
power and their full solutions. Finally, five other problems are stated and
several hints to their solutions are offered.

Kruznice je ta nejhezci kiivka, kterou zndme. Je dokonale symetricka,
nemé konec ani zacdtek a af na ni zvolime jakykoliv bod, je vidy od
jejiho stfedu stejné vzdalen. Diky tomu ma mnoho krasnych vlastnosti,
které lze v geometrii a jejich aplikacich vyuzit. My se podivame pouze
na jednu skalarni veli¢inu uvedenou v nazvu ¢lanku, kterd umoznuje
vyjadfit pozoruhodnou a uzite¢nou vlastnost vSech sec¢en dané kruznice,
které prochazeji danym bodem. Celou potfebnou teorii nejdfive vylozime
a poté ji vyuzijeme pii FesSeni Sesti prikladd. Dalsi pétici aloh opatfenych
navody prenechame k samostatné praci.

Uvazujme nejprve libovolny bod X lezici ve vnéjsi oblasti kruznice
kE(S,r) (obr. 1). Sestrojime-li z bodu X teénu ke kruznici & s bodem
dotyku T, je z obrazku ziejmé, ze pro strany vzniklého pravouhlého
trojihelniku ST X podle Pythagorovy véty plati

|XT]? = [SX|? —r2

T

Obr. 1
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MATEMATIKA

Hodnotu |SX|?—r? (vyjddfenou ¢islem v jednotkdch obsahu) nazveme
mocnosti bodu X ke kruZnici k a oznacime ji mx. Muzeme ji prifadit
kazdému bodu X roviny kruznice k. Bod X v jeji vnéjsi oblasti ma
ziejmé kladnou mocnost. Lezi-li bod X na kruznici k, je jeho mocnost
jisté nulova. Pro bod X lezici ve vnitini oblasti kruznice k£ pak plati
—r2 <mx <0.

V tvodu jsme zminili, Ze mocnost bodu popisuje vlastnost seGen dané
kruznice, jez danym bodem prochézi. Podivejme se tedy, jak lze mocnost
bodu X spojit nejprve s tou se¢nou, jejiz pruseciky s kruznici k tvori
pramér, jehoz krajni body ozna¢ime A, B (obr. 2).

C

D

Obr. 2

Vyraz pro mocnost mx = |SX|?—7r? rozloZzme na soucin, ¢imz ziskdme
vyjadreni (|SX|—r)-(|SX|+r). Podivame-li se na obr. 2, na némz bod X
lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k, vidime, ze plati

mx = (|ISX|—r) - (|SX|+r) =|AX|-|BX]|.
Pro bod X lezici ve vnitini oblasti kruznice k£ podle obr. 2 plati
mx = (|SX|—r) - (|SX|+7r)=—|AX]| - |BX|.

Ziskany poznatek my = £|AX|-|BX| nyni zobecnime pro libovolnou
se¢nu prochézejici bodem X a protinajici kruznici £ v bodech, jez ozna-
¢éime C' a D v poradi jako na obr. 2. Af je bod X vnéjsim & vnitinim
bodem kruznice k, shoduji se trojuhelniky X AD a XCB v tuhlech pfi
tomto spole¢ném vrcholu. V obou pfipadech také plati, Zze body B a D
lezi na stejném oblouku nad tétivou AC, tedy |[<ADC| = |<ABC|.
Trojuhelniky XAD a XCB jsou tedy podobné podle véty uu, z ¢ehoz
ziskavame rovnost

| XAl |XC|
|XD| |XBJ
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MATEMATIKA
tedy celkové
myx = £|XA|-|XB| =+|XC|-|XD|,

pri¢emz znaménko +, resp. — se bere podle toho, zda bod X lezi ve

Ukazali jsme, ze mocnost bodu ke kruznici lze vyjadrit pomoci vzdéa-
lenosti daného bodu od priisecikti dané kruznice s libovolnou sec¢nou,
jez danym bodem prochézi. Tento dulezity vysledek nam nyni pomize
elegantné vyftesit nasledujici priklady.

Priklad 1. Jsou dany kruznice m a m protinajici se v bodech A, B.
Ozna¢me M, N body dotyku po fadé kruznic m a n s jejich spoleénou
te¢nou. Dokazte, Ze pfimka AB puli tsecku M N.

Reseni: Ozna¢me X prisecik pifmky AB a tisecky M N (obr. 3).

M

X N

Obr. 3

Pro mocnosti bodu X ke kruznicim m a n plati rovnosti
|XA|-|XB|=|XM? resp. |XA| |XB|=|XN.

Z jejich porovnani vidime, ze | X M| = | X N|, coz jsme méli dokazat.

Piiklad 2. Vné kruZznice k jsou ddny body P a K. Bodem P vedme
libovolnou secnu p kruznice k, kterd neprochazi bodem K, a ozna¢me A
a B jeji pruseciky s kruznici k. Dokazte, ze kruznice opsana trojahelniku
ABK prochazi kromé bodu K jesté jednim pevnym bodem, nezavislym
na volbé seény p, nebo se tato opsana kruznice dotyka polopfimky PK
v bodé K pro vSechny uvazované secny p.
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Reseni: Ozna¢me m kruznici opsanou trojuhelniku ABK a C' jeji druhy
prusecik s polopfimkou PK (tedy C' # K, pokud PK neni te¢na, kdy
polozime C' = K). Z bodu P vedme te¢nu ke kruZnici k s bodem dotyku L
(obr. 4).

Obr. 4

Uzitim mocnosti bodu P ke kruznici k ziskdme rovnost
|PA|-|PB| = |PLJ,
z mocnosti bodu P ke kruznici m dostavame
|PA|-|PB| = |PC|- |PK|.
Porovnanim pravych stran rovnosti obdrzime
|PL|* = |PC| - |PK|,
tedy

PLP
PK|"

|PC| =

Body P, K jsou pevné a vzdalenost |PL| také, poloha bodu C na po-
lopfimce PK tedy nezévisi na volbé seény p. V ptipadé |PK| = |PL|,
kdy vyjde C = K, je ovSem polopfimka PK spoleénou tecnou vSem
uvazovanym kruznicim m.

Priklad 3. Je dana kruznice k a bod A lezici v jeji vnéjsi oblasti. Necht
MN je libovolny prumeér kruznice k, pfi kterém jsou body A, M, N
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vrcholy trojahelniku. Dokazte, Ze kruznice opsana trojuhelniku AM N
prochézi kromé bodu A jesté dalsim pevnym bodem, ktery nezévisi na
volbé priméru M N.

Reseni: Oznaéme S stied kruznice k, r jeji polomér a [ kruznici opsanou
trojahelniku AMN (zavislou na volbé priméru MN). Bod S lezi ve
vnitini oblasti kruznice I, nebot je stiedem jeji t&tivy M N (obr. 5).
Polopfimka opac¢néa k polopfimce SA, jez je na volbé M N nezavisla,
proto protne kruznici [ v jediném bodé, ktery ozna¢me X. Tento bod X
(X # A) bude hledanym spole¢nym bodem vSech kruznic I, ukdzeme-li,
ze jeho vzdalenost od bodu S na volbé M N nezalezi.

Obr. 5

Vyuzitim mocnosti bodu S ke kruznici [ ziskdvame rovnosti
r? = |SN|-|SM|=|SA|-|SX],

odkud
2

X| = —-.

Tim je dikaz hotov.

Priklad 4. Uvazujme libovolnou kruznici, jez protne strany daného rov-
nostranného trojuhelniku ABC' v Sesti bodech, které oznac¢ime K, L, M,
N, P, Q podle obr. 6. Dokazte rovnost

|[AK|+|BM|+|CP| = |BL| + |CN| + |AQ|.
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Reseni: Pouzitim mocnosti bodi ke kruznici pro jednotlivé vrcholy troj-
uhelniku dostavame rovnosti

|BL|- |BK| = |BM]| - |BN/,

[CN|-|CM[ = |CP[-|CQ,
|AQ| - |AP| = |AK] - |AL].

Trojuhelnik ABC je rovnostranny, délku jeho stran oznacéime s. Pro lepsi

Obr. 6

Uvedené rovnosti mizeme prepsat takto:

b-(s—a)=c-(s—d)
d(s-0=c-(s—f)
fos—e)=a-(s—b)

Sectenim vsSech t¥i rovnosti a naslednou apravou obdrzime
s-(b+d+ f)—(ba+dc+ fe)=s-(c+e+a)— (cd+ ef + ab).
Vyrazy odeéitané na obou stranach posledni rovnosti se rovnaji. Po jejich
zruSeni a nasledném vydéleni ¢islem s ziskame b+d+ f = c+ e+ a, coz

je dokazované rovnost.
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Priklad 5. Uvnit¥ stran BC, C A, AB trojuhelniku ABC' jsou zvoleny
po fadé body D, E, F. Dokazte, Ze kruZnice opsané trojuhelnikim ABC
a DEF jsou soustredné, pravé kdyz plati

|DB| - |DC| = |EC|-|EA| = |FA|-|FB|.

Reseni: Ozna¢me [ kruznici opsanou trojihelniku ABC a r jeji polomér.
Kruznici opsanou trojuhelniku DEF ozna¢me k (obr. 7).

Obr. 7

Ze (zapornych) mocnosti bodi D, E, F' ke kruZnici [ ziskdme rovnosti

|DC|-|DB| =1 —|SD?,
|EC|-|EA| =r? — |SEJ?,
|FA|-|FB| =7r?—|SF|*

Souciny z levych stran se budou rovnat, pravé kdyz se budou rovnat
pravé strany

r?— |S’D|2 N — |SE\2 =72 |SF|2,

neboli [SD| = |SE| = |SF|. Rovnosti ze zadani jsou tedy ekvivalentni
s tim, Ze bod S je stfedem kruZnice opsané trojihelniku DEF, Ze tedy
kruznice k a [ jsou soustfedné.
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A7 doposud jsme mocnost bodu ke kruznici vyuzivali v podobé pra-
vidla: Protinaji-li dvé riznobézky kruznici k po Tadé ve dvojicich bodi
A, B a C, D, pak pro jejich prisecik X plati | X Al-|XB| = |XC|-|XD|.
Uzitecné je také opacné tvrzeni: Plati-li posledni rovnost pro dvé rizno-
beézky AB, CD a jejich prisecik X, ktery je vnitinim bodem bud obou
usecek AB, CD, nebo Zddn€ z mich, lezi body A, B, C, D na téze kruz-
nict.

Ze zadané rovnosti a popsané polohy bodu X totiz plyne, ze vzniklé
trojuhelniky X AD a XCB jsou podobné podle véty sus. OpiSeme-li
tedy trojuhelniku ABC kruZnici, musi na ni lezet i bod D, nebot thly
CBX, ADX jsou v uvazované kruznici obvodové thly pfislusné stejnému
oblouku nad tétivou AC.

Predchozi tvrzeni vyuzijeme pii feSeni zavéreéného prikladu.

Priklad 6. Jsou dény kruZnice k a [ se spolecnou tétivou AB. Jejim
vnitfnim bodem P vedme libovolnou tétivu KM kruznice k a libovol-
nou tétivu LN kruznice [. Dokazte, ze ¢tyftuhelnik KLMN je tétivovy
(obr. 8).

Reseni:

Obr. 8

7Z mocnosti bodu P ke kruznicim £ a [ ziskdvame rovnosti
|PM|-|PK|=|PA|-|PB|=|PN]|-|PL|.

7 rovnosti krajnich soucint plyne, ze body K, L, M, N lezi na jedné
kruznici, tedy ¢tytthelnik KLMN je tétivovy.

Na zaveér zkuste vytesit n€kolik podobnych iloh sami.
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Ulohy (feseni tiloh je na str. 25)

1. Pro thlopticky rovnobézniku ABCD plati |AC| > |BD|. Bod M
je prisecik thlopticky AC' s kruZnici opsanou trojihelniku BC'D. Do-
kazte, ze primka BD je spole¢nou tecnou kruznic opsanych trojihelni-
kiim ABM a ADM. (Névod: VyuZijte mocnost priise¢iku ihlopticek rov-
nobé&zniku ke kruznicim opsanym trojuhelnikim BCD, ABM a ADM.)

2. Jsou dany dvé shodné kruznice k; a ko, které maji spoleéné pravé
dva rizné body M a N. Libovolna kruznice k, jez se v bodé M dotyka
pfimky M N, protne kruznice k1, k2 po fadé v bodech K, L (rtznych od
bodt M, N). Dokazte, ze pfimka KL prochéazi stfedem O tétivy M N.
(Navod: Predpokladejte, ze pfimka OK protne kruznice k; a k po fadé
v bodech L; a Ly riznych od K a pomoci mocnosti dokazte, ze L = L.)

3. Necht se pfimka O A dotyka kruznice k v bodé A a jeji t&tiva BC je
s pfimkou O A rovnobézna. Vime, ze ptimky OB, OC protnou kruznici k
po fadé v bodech K a L, K # B a L # C. Dokazte, ze pfimka K L puli
usecku OA. (Navod: Vyuzijte podobnosti trojahelniki.)

4. Je dana kruznice k o poloméru r se stfedem O, bod A lezici ve
vnitini oblasti kruznice k£ a tsecka délky h. Sestrojte pravouhly troju-
helnik ABC s pravym thlem u vrcholu A, jehoz vrcholy B, C lezi na
kruZnici k a vyska z vrcholu A mé délku h. (Navod: Oznadte patu vysky
z vrcholu A a pomoci mocnosti tohoto bodu a Eukleidovy véty najdéte
jeho polohu.)

5. Je dana kruznice k se stfedem O a jeji tétiva AB, ruzna od pru-
méru. Na tsecce OB je zvolen libovolny bod T'. V bodé T je sestrojena
kolmice k tiseéce OB. Oznac¢me C prisecik této kolmice s tétivou AB a
D, E pruseciky kolmice s kruznici k. Déle ozna¢me S pravouhly primét
bodu T na tétivu AB. Dokazte, ze |AS|-|BC| = |TE| - |TD|. (Névod:
K postupnym tpravam levého soucinu pouzijte mocnost bodu a Euklei-
dovy véty.)
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