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MATEMATIKA

O poctu prvocisel tvaru 6k — 1
a o posloupnosti s n-tym ¢lenem /1 + 24n

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article demonstrates that there are an infinite number of primes
of the form 6k — 1. It also deals with the sequence (v/1 + 24n).

Prvodisla tvaru 6k — 1

Kazdému ¢tenafi Rozhledd je nepochybné znamo, ze prvocisel je neko-
nec¢né mnoho a ze to jiz davno dokéazal Euklides. V tomto ¢lanku nejprve
ukazeme, ze je nekonecna i podmnozina této mnoziny, a to mnozina vSech
prvocisel tvaru 6k — 1, kde k probiha vSechna prirozené ¢isla. Podobné
jako Euklides dokazeme toto tvrzeni sporem.

Nez se vSak do dukazu pustime, pfipomeneme si, ze kazdé prvocislo,
které je rzné od dvou a tii, lze vyjadrit ve tvaru 6k 4+ 1 nebo 6k — 1.
Zduvodnime to snadno, uvédomime-li si, ze kazdé prirozené cCislo vétsi
nez tii lze zapsat prave jednim z nasledujicich zptisobt, kde k je ptirozené
¢islo:

6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3

A protozZe ¢isla 6k, 6k £ 2, 6k + 3 prvocisly nejsou (¢isla 6k jsou délitelna
Sesti, ¢isla 6k £ 2 jsou délitelnd dvéma, ¢isla 6k + 3 jsou délitelnd tfemi),
maji vSechna prvodisla vétsi nez t¥i tvar 6k + 1. (Je vam jisté jasné, Ze
to neznamena, ze kazdé ¢islo tvaru 6k £ 1 je prvodislo; napf. pro k =4
dostaneme 6-4+1 =25 prok=6je6-6 —1=35.)

K dikazu uvedeného tvrzeni budeme predpokladat, ze prvocisel tvaru
6k — 1 je konec¢ny pocet a Ze nejvétsi z nich je prvocislo p,. Jedné se
o téchto n prvocisel:

5,11,17,23,29,41,47,...,pn
Uvazujme nyni ¢islo
A=2-3-(5-11-17-23-29-41-47-...-p,) — 1,
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které je slozené, protoze je vétsi nez kazdé z konecného poctu prvocisel
2,3,5,11, ..., p,, takZe prvocislem byt nemtze. Znamena to, Ze ¢islo A
lze rozlozit na soucin nékolika prvocisel; tento rozklad je, az na poradi
¢initell, jednoznacny. V tomto soudinu neni zadné z prvocisel 2, 3, ani
zadné prvodislo tvaru 6k — 1, nebot ¢islo A neni zadnym z téchto ¢isel
deélitelné (nebof je o 1 mensi nez ndsobek kteréhokoli z téchto ¢isel).
Znamend to, Ze prvociselny rozklad cisla A je tvofen pouze prvocisly
tvaru 6k 4+ 1. VSimnéme si vSak, ze pro soucin kazdych dvou téchto
prvocisel plati

(6k1+1)(6k‘2+1) = 36k ko+6k1+6ko+1 = 6(6k51k52+/€1+/€2)+1 = 6k3+1,

odkud plyne, ze ¢islo A je tvaru 6k + 1. To vSak odporuje tomu, Ze pro
¢islo A plati:
A=2-3-(5-11-17-23-29-41-47-...-p,) — 1=
=6-(5-11-17-23-29-41-47-...-p,) —1

7Z ptredpokladu, ze prvocisel 6k —1 je koneény pocet, jsme tak odvodili
spor, coZ znamena, ze prvocisel tohoto tvaru je nekone¢né mnoho.

Cisla tvaru /1 + 24n

O prvocislech bude fe¢ i v dalsi ¢asti tohoto ¢lanku — ukazeme totiz,
ze v posloupnosti (a,) s n-tym ¢lenem a,, = v/1 + 24n, tj. v posloupnosti

5,7,V73,V97,11,V/145,13,V193, V217, V241, V265, 17,
V313,v337,19, V385, ...
jsou vsechna prvocisla vétsi nez t¥i. Je pritom zfejmé, Ze k diikazu tohoto
tvrzeni sta¢i ukazat, ze v této posloupnosti je kazdé c¢islo tvaru 6k + 1,
nebot v tomto piipadé je jejim ¢lenem i kazdé prvodcislo vétsi nez tii.
Aby v této posloupnosti byla vSechna ¢isla tvaru 6k + 1, musi ke
kazdému cislu k existovat prirozena Cisla ny, no takova, ze plati

V14 24n; =6k 41, V14 24ny = 6k — 1,

neboli

14 24n; = (6k +1)% = 36k + 12k + 1 = 12k(3k + 1) + 1,
1+ 24ny = (6k — 1)* = 36k* — 12k +1 = 12k(3k — 1) + 1;
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odtud vypocteme

k(3k+1 k(3k —1
LS )

Vzhledem k tomu, Ze ¢isla k(3k + 1) jsou pro kazdé pfirozené ¢islo k
obé suda, jsou cisla ni, ny rovnéz prirozena. Dosazenim lze déle ovérit,
ze vskutku plati /14 24n; = 6k + 1 a /14 24n, = 6k — 1. Tento
vysledek znamend, ze v uvedené posloupnosti jsou vSechna cisla tvaru
6k = 1, a tedy i vSechna prvocisla vétsi nez t¥i.

Chcete-li, mizZete si jako cvi¢eni dokazat, Ze v dané posloupnosti jina
prirozend cisla nez ¢isla tvaru 6k 4+ 1 nejsou.
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KOMOLY KUZEL

Sel jednou kuzel pokosit
trévu

na louku, kde byly
vymoly.

Zakopl, upadl, usek si
hlavu,

domi se vratil

komoly!

Emil Calda*)

*) Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003
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