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MATEMATIKA

Stewartova véta a pricky v trojihelniku

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. In the article, Stewart’s theorem is derived. Then, the theorem is
used to determine the length of a median and the length of an angle bisector
of a given triangle.

Stewartova véta je pomérné méalo znamou vétou o trojuhelniku; vy-
jadfuje vztah mezi délkami jeho dvou stran, délkou pricky ohranic¢ené
spole¢nym vrcholem téchto dvou stran a libovolnym vnitinim bodem
strany tfeti a délkami tsekt, které tato pricka na tfeti strané vytind.
Podle této véty v trojuhelniku ABC na obr. 1, ve kterém X je libo-
volné zvoleny vnitini bod strany AB, |AC| = b, |BC| = a, |CX| = =,
|AX| = p, [BX| = g, plati

a’p +b%q = (p + q)(pq + z°).

Obr. 1

K dikazu pouZzijeme trojihelnik ABC' zndzornény na obr. 1 a dopl-
nime v ném oznaceni ¢ pro velikost thlu AXC. Z kosinové véty pro
trojahelniky AXC a BXC méme (téz [1], s. 62)

b = p? + 2% — 2px cos o,
a® = ¢® + 2* — 2qx cos(180° — o).
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Vynasobime-li prvni z téchto rovnosti ¢islem ¢, druhou ¢islem p a takto
vzniklé rovnosti secteme s ohledem na vztah cos(180° — ¢) = — cos ¢,
dostaneme

a’p+°q = pq® + qp® + 2% (p + q),

odkud po snadné upravé dojdeme k vysledku, ktery jsme chtéli dokéazat.

Ze znamych hodnot a, b, p, ¢ mizeme podle této véty urcit délku =
prislusné pricky; pro jeji druhou mocninu plati

s a’p+0%q
rt=—"—1q.
p+gq
Stewartovu vétu nyni pouzijeme k urceni délek téznic a os vnitfnich
hlt trojuhelniku, jehoz délky stran zname.
Je-li pficka C'X na obr. 1 té’nici t. trojuhelniku ABC, je ziejmé
p = q = 3, takZe podle Stewartovy véty mdme
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odkud

Délky zbyvajicich dvou téznic dostaneme cyklickou zaménou.

Je-li pficka C'X na obr. 1 osou thlu v v trojuhelniku ABC, vytiné na
strané AB tuseky p, g, o nichz — jak jisté vite — plati 2 = g. Vezmeme-li
v uvahu jesté vztah p 4+ ¢ = ¢, vypocteme z obou téchto rovnosti

be _ac
a+b’ =

p =
Ze Stewartovy véty postupné dostaneme

»  a’bc+ blac abc? ab [(a + b)? — ?]

O = cla+b)  (a+b)?2 B (a+b)? -
_abla+b+c)lat+b—c)
B (a+b)?

Délky zbyvajicich os vnitinich hl dostaneme cyklickou zaménou.
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Stewartova véta umoznuje pomoci délek dvou stran trojihelniku urcit
délku x pricky, jejiz jeden krajni bod je ve spole¢ném vrcholu téchto stran
a druhy lezi uvnitf protéjsi strany. Dokazeme jesté jednou Stewartovu
vétu, a to uzitim vektorového poctu.

V trojthelniku ABC na obr. 2 je X libovolny vnitini bod strany AB;
tento bod spolu s vrcholy A, B, C urcuje vektory

i=X-C, b=A-C, @a=B-C, p=X—-A, §=B-X,

jejichz velikosti jsou po fadé rovny ¢islum z, b, a, p, ¢. Nasim tkolem je
vyjadfit vektor  pomoci vektoru a, b a Cisel p, q.

C
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Obr. 2
Vyjdeme z toho, ze pro vektory p’ a ¢ plati
F=#-b  q=d-7
odkud plyne
qﬁ:q(ffb), pq = p(@ — T);
odec¢tenim téchto rovnosti dostaneme
@ —pi=q (f— b) —p(@ - 7).

Vzhledem k tomu, Ze pro vektory p, ¢ plati ¢ = kp, kde k je kladné ¢islo,
je také g = kp, takze levad strana posledni rovnosti je rovna nulovému
vektoru:

—

qp —pqd = qp — p(kp) = qp — (pk)p=qp —qp =0
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Plati tedy

odkud ur¢ime vektor Z: ~
pa + gb
p+q
Pozndmka: Znalost tohoto vysledku je pro feseni nékterych tloh velmi
uzitecna.

i":

Presvédéime se nyni, Ze velikost x tohoto vektoru je rovna délce od-
povidajici pricky vypoctené podle Stewartovy véty. Pfipomenme si vSak
nejdiive, Zze skalarni soucin nenulovych vektora , v je ¢islo

v = |il[d] cos ,

kde ||, |¥] jsou velikosti vektori @, ¥ a ¢ je thel, ktery sviraji, viz [2].
(Je-li aspon jeden z obou vektori #, ¥ nulovy, je @' = 0.) Kdyz @ = 7,
je ¢ = 0, takie @0 = @i = @> = |i|?, a protoze velikost libovolného
vektoru 4 pro jednoduchost zna¢ime u misto ||, piSeme @i = % =2
Uvedme jesté, ze z vlastnosti skaldrniho soucinu vyplyva, ze pro kazdé

vektory u, ¥ plati
(G4 0) (@4 7) = (T + 0)? = @° + 200 + 7% = u® + 20 + 2.
Velikost vektoru .
pad + gb
p+q
tj. délku x dané pficky, uréime jako druhou odmocninu ze skaldrniho
soudinu ZZ, nebot plati ZZ = 22, tj. * = VZZ. Pro tento skalarni sou¢in
dostaneme

z= ,

. (pad + ql_)')2 _ p2a’ + 2pqd’g+ q2b? _ p2a? + 2pgabcosy + q2b2.
(p+4q)? (p+4q)? (p+q)? ’
protoze podle kosinové véty je 2abcosy = a? + b? — (p + ¢)?, mame po
dosazeni

s PP+ PV +pg(@® + 02— (p+9)?) _
(p+a)?

_ppt o) tab*pta) —papta)® _ aptble
(p+49)? P+4q
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Jak uz jsme uvedli, je takto ziskany vyraz
@’ptbiq
p+q

roven druhé mocniné délky pricky C'X v trojuhelniku ABC na obr. 2,
coz je v plném souladu s vysledkem odvozenym na zac¢atku ¢lanku.

bg
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Dva priklady substiticii na rieSenie rovnic

Viadimir Strecko, PreSovskd univerzita v PreSove

Abstract. The article presents solutions to more difficult trigonometric equati-
ons based on the use of two suitable substitutions.

V tomto ¢ldnku chceme priblizit rieSenie dvoch naroénejsich goniome-
trickych rovnic zaloZené na vyuziti vhodnych substittcii [1, 2].

V prvom priklade prezentujeme metédu riesenia jednej narocnejsej
goniometrickej rovnice, pri¢om chceme akcentovat najmé pouzitie sub-
stitucie.

Priklad 1. V mnozine R rieSte rovnicu

sin2x + tgx = 2.

Riesenie:
Najprv pouzijeme zndmy vzorec pre sinus dvojnasobného uhla a do-
staneme
2sinzcosz +tgx = 2.
Ukazuje sa ako vyhodné este previest rovnicu na tvar
2sinx cosx
—————— ttgx =2,
; 2
sin” x + cos® x
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