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MATEMATIKA

Extrémy funkci v krajnich bodech intervalu

Milos Prinosil, PFF MU Brno

Abstract. The article deals with inequalities that can be proved by determi-
nation of extremes of a suitable function on a given interval. We show on exam-
ples of linear, quadratic and/or more generally, convex and concave functions
that it suffices to investigate such functions in endpoints of an interval.

Jednou z uziteénych metod diukazu algebraickych nerovnosti je vyu-
ziti vlastnosti vhodné funkce jedné proménné, kterou muizeme sestavit
z vyrazu vystupujicich v dané nerovnosti. Z jejiho priibéhu, presnéji mo-
notonie a konvexnosti, lze totiz pomérné snadnym zpiisobem urcit body
lokalnich extrémt, a tedy i maximalni, resp. minimélni hodnoty, jichz
muze dany vyraz na daném intervalu nabyvat.

Obzvlast snadny je pripad linedrni funkce. Jak vime, na uzavieném
intervalu (a,b) nabyva tato funkce v bodé a svého minima a v bodé b
svého maxima, je-li rostouci; naopak je to, je-li funkce klesajici. V obou
pripadech tedy pro ,omezeni“ dané funkce stac¢i vySetfit jeji hodnoty
v obou krajnich bodech. Ukazme si, jak tento poznatek netradi¢né vyu-
zit, na néasledujicim jednoduchém ptikladu.

Piiklad 1. Dokazte, Ze pro libovoln4 éisla a,b, ¢ z intervalu (0, 1) plati
nerovnost
a+b+c—abc<2.

Reseni: Podivame-li se, kde véude ve vyrazu V na levé strané nerovnosti
vystupuje napf. proménnd a, zjistime, ze jde vlastné o linearni vyraz.
Resme tedy nerovnici

V(z,b,c) <2

s neznamou x a pevnymi hodnotami b, c. Ze zadani vyrazu V plyne
V(z,b,c)=Px+Q, kde P=1—-bcaQ =>b+c.

Protoze z € (0,1), sta¢i vySetfit nasi linedrni funkci pouze v krajnich
bodech z = 0ax = 1. Pro ¢isla b, ¢ € (0, 1) tak staci ovéfit dvé nerovnosti
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(rovnou to provedeme ve dvou sloupcich)

V(0,b,¢) < 2, V(1,b,¢) < 2,
b+c<2, 1+b+c—bc<2,
(1-¢)(b-1)<o.

Vidime, Ze obé nerovnosti (diky omezenim na ¢isla b, ¢) plati.

Opakovanym vyuzitim linearity lze dokazat nasledujici zobecnénou
nerovnost pro n ¢isel z daného intervalu.

Piiklad 2. Dokazte, Ze pro libovoln4 ¢&isla ay, as, . . ., a, z intervalu (0, 1)
plati nerovnost
n n
Zak—Hakgn—l.
k=1 k=1

Reseni: Zadana nerovnost (pro n = 3 jde o nerovnost z piikladu 1) je
tvaru
V(ay,az,...,a,) <n—1,

kde V je vyraz linearni v kazdé proménné ay,as, . ..,a,. Uvahou o pro-
ménné a; € (0, 1) usoudime, Ze sta¢i dokdzat dvé nerovnosti

V(0,a2,...,a,) <n—1 a V(1,ag,...,an) <n-—1,

Uplatnime-li nyni tivahu o proménné as € (0, 1), zjistime, Ze staci doké-
zat ¢tyTi nerovnosti

V(0,0,as,...,a,) <n—1, V(0,1,as3,...,a,) <n—1,
V(1,0,a3,...,a,) <n-—1, V(l,1,as,...,a,) <n—1.

K nim se zase muze uplatnit ivaha o proménné as atd. Tak dojdeme
k zavéru, ze staci dokdzat 2™ nerovnosti

V(ay,ag,...,a,) <n-—1,

kde kazdé a; je 0 nebo 1. Necht tedy m proménnych z ai,as,...,a, je
rovno 1 a zbylych n —m proménnych je rovno 0. Je-li m = n, pak je leva
strana dané nerovnosti rovna n — 1. A je-li m < n, pak je leva strana
nerovnosti rovna m, coz rovnéz neptrevysuje ¢islo n — 1.
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Stejnou metodu uplatnime i pfi feSeni dvou dalsich tloh.

Priklad 3. Dokazte, Ze pro libovolnd nezapornd realné ¢isla a, A, b, B,
¢, C' spliujici rovnosti

a+A=b+B=c+C=s

plati
a-B+b-C+c-A<s>

Reseni: Levou stranu dokazované nerovnosti (ozna¢me ji napf. L) mi-
Zeme upravit nasledujicim zptsobem

L=a-B+b-C+c-A=
=a(s=b)+b(s—c)+c(s—a)=(a+b+c) s— (ab+ bc+ ca).

Vidime, ze upraveny vyraz L je linedrni vzhledem ke kazdé z promeén-
nych a,b, c, kde a,b,c € (0,s), a tudiz své nejvétsi hodnoty nutné na-
byva v krajnich bodech tohoto intervalu. Vzhledem k symetrii stac¢i urcit
hodnotu vyrazu L pouze pro trojice (0,0,0), (s,0,0), (s,s,0), (s,s,s).
Snadno urc¢ime

L(0,0,0) =0, L(s,0,0)=s% L(s,50)=s> L(ss,5) =0,
¢imz je ditkaz hotov.

Piiklad 4. Dokazte, Ze pro libovolnd ¢isla aq, as, . . ., a, z intervalu (0, 1)
plati nerovnost

n
n
Zak(l —apt1) < 3
k=1
kde a,+1 = a;. Napiiklad pro n = 4 jde o nerovnost

a1(1 - az) + Cbg(l - CL3) + a3(1 - a4) + a4(1 - al) < 2.

Reseni: Leva strana nerovnosti je linedrni vyraz vzhledem ke kazdé
z proménnych a;, proto nabyva nejvétsi hodnoty v jednom z krajnich
boda intervalu (0,1). Opét tedy staci otestovat hodnotu levé strany
v bodech (aj,as,...,a,), kde a; € {0,1} pro kazdé k. VSimnéme si,
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ze kazdy sc¢itanec ar(l — ax41) je bud 1 (je-li ap = 1 a agy1 = 0),
nebo 0 (v ostatnich pfipadech). Necht tedy m udévd pocet indext k,
pro néz (ak,ar+1) = (1,0), a necht ! udavd pocet indext k, pro néz
(ag,ag+1) = (1,1). Potom pocet vSech proménnych a; = 0 bude roven
n —m — [, nebot proménnych ay = 1 je pravé m + [ (za kazdou jednic-
kou néasleduje bud nula nebo jednicka). ProtoZe leva strana nerovnosti
je rovna m, staci dokazat, ze m < 5. To je vSak zfejmé, nebot z definice
poc¢tu m a vyznamu poctu n —m — [ plyne n —m — [ > m, odkud zfejmé
n>mn—12>2m, clim < 5. Dikaz je hotov.

V dalsich tfech dlohach pomérné neobvykle vyuzijeme vhodné zvole-
nou kvadratickou funkci. Pfipomenme si nejprve, jak vypada jeji graf na
uzavieném intervalu (a, b). Tim je, jak jisté vime, oblouk paraboly, o jejiz
orientaci ve svislém sméru rozhoduje koeficient kvadratického ¢lenu. Je-li
kladny, pak je ptislusnéd parabola ,oteviend nahoru“, a proto maximalni
hodnoty dosahuje funkce v jednom z krajnich bodu a,b. Je-li koefici-
ent kvadratického ¢lenu zaporny, pak je parabola ,oteviena dola“, tudiz
svého minima dosdhne opét v bodé a nebo b. Tedy v obou pripadech
nalezeni maxima, resp. minima opét spocivad ve vypocCtu a porovnani
hodnot dané funkce v krajnich bodech daného intervalu.

Piiklad 5. Dokazte, Ze pro libovolnd ¢&isla a,b, ¢ z intervalu (1,3) plati
nerovnost

(a+b4c+d)? >3+ 0>+ +d%).
Kdy nastane rovnost?

Reseni: Po ekvivalentnich tpravich postupné dostavame
(a+b)?+2(a+b)(c+d) + (c+d)?>3(a®+b*+c+d*),

a® +2ab+ b+ 2ac+ 2ad + 2bc + 2bd + 2 4 2cd + d? > 3(a® +b* + 2 + d?),
a4+ 4+ +d?>—ab—ac—ad—be—bd—cd <0.

Vidime, Ze leva strana nerovnosti je v kazdé ze ¢tyf proménnych kvad-
raticky vyraz ve tvaru z2 4+ pz + ¢ s kladnym koeficientem 1 u 22, takze
nikde uvnitf daného intervalu (1,3) nemuiZe mit hodnotu vétsi, nez jsou
obé hodnoty v krajnich bodech x = 1 a x = 3. Nejvétsi hodnoty tedy
musi nutné nabyvat v krajnim bodé 1 nebo 3. Staci proto ptvodni ne-
rovnost ovérit pro libovolnou ¢tvefici sestavenou z téchto dvou hodnot.
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Je-li v takové ¢tverici k ¢isel rovno ¢islu 3 a ostatnich 4 — k ¢isel rovno 1,
pak dostavame
(Bk+4—Fk)?>3(9% +4—k),

(2k +4)* > 27k + 12 — 3k,
4k* — 8k +4 >0,
(k=1)*=>0,

coz je ziejmé. Pritom rovnost nastane jen tehdy, je-li £ = 1, tj. jedno
z Cisel a, b, ¢ je rovno 3 a ostatni se rovnaji 1.

K dokonceni diikkazu dodejme, Ze itvahu z jeho zavéru o ,,obecné* hod-
noté k bylo mozno nahradit (s ohledem na symetrii) konkrétnim dosa-
zenim péti ¢tvetic (a, b, ¢, d):

(1,1,1,1), (1,1,1,3), (1,1,3,3), (1,3,3,3), (3,3,3,3)

Piiklad 6. Dokazte, Ze pro libovoln4 ¢&isla ay, as, . . ., a, z intervalu (0, 1)

plati nerovnost
n 2 n
(ZakJrl) 242(1%.
k=1 k=1

Napriklad pro n = 3 se jedna o nerovnost

(a1 + ag + az + 1)* > 4(a? + a3 + a2).

Reseni: UvaZzme rozdil

n 2 n
<Zak + 1) —4> aj.
k=1 k=1

Je patrné, ze jde o kvadraticky vyraz vzhledem ke kazdé z proménnych
ar (k = 1,2,...,n), pficemz vzhledem k a; je to kvadraticky vyraz
se zapornym koeficientem —3 u ¢lenu ai. Grafem prislusné funkce je
tedy parabola oteviend smérem dold, ¢ili své nejmensi hodnoty na da-
ném intervalu (0,1) funkce nutné dosahuje pii ar = 0 nebo a; = 1.
Staci proto dokazat zadanou nerovnost pro pripad, kdy kazdé z Cisel ay,
(k = 1,2,...,n) je rovno 0 nebo 1. Nechf tedy ! je pocdet t&ch ¢isel
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ai,as, - ..,0n,, Kterd jsou rovna 1, vSechna zbyla ar jsou pak rovna O.
Tehdy m4d zkoumand nerovnost tvar (I + 1)2 > 4l, neboli (I — 1)? > 0,
coz je vSak zfejmé.

Piiklad 7. Dokazte, Ze pro libovolna &isla ay, as, . . ., a, z intervalu (0, 1)
plati nerovnost

n
n
Zak(ak —2ak41) < 5
k=1
kde a,+1 = a;. Napiiklad pro n = 3 jde o nerovnost

N W

al(al — 2@2) + az(ag — 2@3) + ag(a3 — 2a1) <

Reseni: Levou stranu nerovnosti mfizeme povazovat za vyraz proménné
ar (k=1,2,...,n). Je to kvadraticky vyraz s kladnym koeficientem 1
u Clenu a%, ktery proto na intervalu (0,1) dosahuje své nejvétsi hod-
noty v jednom z jeho krajnich bodi. Stac¢i tedy dokazat platnost dané
nerovnosti za predpokladu, ze kazdé z ¢isel ay je rovno 0 nebo 1.

Necht tedy a1, as,...,a, je posloupnost nul a jednicek. Jsou-li v této
posloupnosti nékteré dva sousedni ¢leny rovny jedné (napf. ax = agy+1 =
= 1), nahradime druhy z nich (tzn. ay1) nulou, p¥iéemz ¢leny a, a ay
povazujeme rovnéz za sousedni. Je zfejmé, ze hodnota levé strany dané
nerovnosti timto vzroste aspori o 1, nebot se zméni pouze tato ¢ast souctu
ar(ar — 2ar41) + arr1(ars1 — 2ax12), a to z hodnoty —2ag2 na hod-
notu 1. Po kone¢ném poctu takovych zmén ziskame takovou posloupnost
nul a jednicek af,ab,...,a,, ve které z4dné dva sousedni ¢leny nejsou
rovny jedné. Pocet jednicek v této posloupnosti jisté neptevysuje ¢islo 7,
a proto rovnéz i

n
n
Za;f(a;c —2a},44) < bk
k=1

nebot kazdy s¢itanec je roven bud nule (je-li a) = 0), nebo jedné (je-li
aj, = 1, pak totiz a;,_; = 0). Tim je diikaz hotov.

Ve tfeti ¢asti clanku budeme pracovat s funkcemi, kterym v matema-
tice Fikdme konvezni a konkdvni (viz [2, str. 112]). P¥i feSeni prvni tlohy
vSak vystacime se znalosti graf mocninngch funkci.

Priklad 8. Dokazte, ze pro kazdé realna ¢isla p,q > 1 a kazdé x z inter-
valu (—1,1) plati nerovnost

(1+2)?+ (1 —2)9 <max{2°,29}.
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Re$eni: Na obrazcich miizeme vidét grafy funkei fi:y = (1 + x)P a
f2ry = (1 — 2)? na intervalu (—1,1).

y y
2 y=(1+z)?
y=(1-=az)
y=1l1(x)
-1 0 1 r -1 0 1 r

Jejich krajnimi body jsou proloZzeny p¥imky o rovnicich y = I;(x) a
y = la(x). Jak je zndmo o ,zakiiveni“ grafit mocninnych funkci, pfedpo-
klady p > 1 a ¢ > 1 zarucuji, Ze oblouky, jez jsou grafy funkci f; a fa, lezi
pod sestrojenymi pfimkami, takZe pro kazdé x € (—1,1) plati nerovnosti

I+z)P <li(x) a (1-—2a)<lIy(z).
Po jejich secteni dostavame nerovnost
1+2)P+1—-2)<li(z)+ (),

jejiz pravéa strana je zfejmé linearni funkce s hodnotou 2 v bodé z = —1
a hodnotou 2P v bodé x = 1. To znamena, Ze l; (x)+l2(z) < max {2P,29}
pro kazdé « € (—1,1). Tim je dikaz hotov.

Vyuzili jsme toho, Ze grafy obou funkci lezely mezi kazdymi svymi dvéma
body pod jejich spojnici neboli — jinak feceno — nad kazdou svou tecnou.
V takovém pripadé fikame, ze dana funkce je na daném intervalu kon-
vexni. Funkce f je na daném intervalu I konvexni, jestlize pro jeji druhou
derivaci plati f”(z) > 0 pro kazdé = € I [2, str. 113]. Je zfejmé, Ze takova
funkce nemtize mit uvnit¥ intervalu I lokalni maximum, nebot v kazdém
vnitinim bodé intervalu I s nulovou prvni derivaci ma (s ohledem na
kladnou druhou derivaci) lokdlni minimum. Obdobné funkce spliiujici
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podminku f”(z) < 0 pro kazdé x € I je na intervalu I konkavni. Jeji
graf lezi v kazdém bodé intervalu I pod svou tecnou, takze ve vnitfnim
bodé I nemize mit maximum.

Tedy pfi ,omezovani“ obecné konverni funkce shora ¢i konkdvni
funkce zdola muzeme postupovat podobnym zpisobem jako u funkce
kvadratické. Je-li totiz funkce f konvexni na intervalu (a,b), pak pro
kazdé x € (a,b) plati

f(z) < max{f(a), f(b)},

a obdobné v pfipadé konkavni funkce na intervalu (a,b) mame

f(z) =2 min{f(a), f(b)}.

K uplatnéni takové metody je v8ak nutné o ptipadné konvexnosti (kon-
kavnosti) vhodné funkce nejprve rozhodnout. Jak jiz bylo zminéno vyse,
postacujici podminkou je kladné (zdporné) znaménko druhé derivace vy-
Setfované funkce.

Nésledujici tlohu fesili soutézici matematické olympiady v USA v roce
1980.

Piiklad 9. Dokazte, Ze pro libovoln4 éisla a,b, ¢ z intervalu (0,1) plati
nerovnost

A S -
b+c+1 c¢c+a+1 a+b+1

1-a)1-0b)(1-¢)<1.

Reseni: 7 levé strany nerovnosti vytvorime funkci proménné a

B a n b n c
Cb4+c+1 c+a+l a+b+1

f(a) +(1-a)1-b)(1 -0

a spocitame jeji prvni a druhou derivaci:

1 b c
Tbtet+l (cta+1)? (a+b+1)2

neoN 2b 2c
fila) = (c+a+1)3 + (a+b+1)3

f'(a) (1-b)(1-¢

>0 pro vsechna a,b,c € (0,1)
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Funkce f je tedy na intervalu (0, 1) konvexni, a proto nejvétsi hodnoty
dosahuje v jednom z jeho krajnich boda. Staci tedy ovérit platnost ne-
rovnosti ze zadani pouze pro pripad, kdy je kazdé z ¢isel a, b, ¢ rovno 0
nebo 1. S ohledem na symetrii vySetfime pouze trojice (0,0,0), (1,0,0),
(1,1,0) a (1,1,1):

£(0,0,0) =0+1=1, f(1,0,0) =1+0=1,

11 11 1
1,1,0)=-+-+0=1 L1,)=c+-+-+0=1
f(?’) 2+2+ ) f(?)) 3+3+3+

Tim je dikaz hotov.

Na zavér ¢lanku nabizime ¢tenaitim k samostatné praci dvé tlohy.

Uloha 1. Dokazte, Ze pro libovolné realna ¢isla a,b, ¢ z intervalu (0,1)
plati

I1<a+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1—-a)(l-0)(1—-c)<9.

(Reseni viz [6])

Uloha 2. Dokazte, 7e pro libovolna éisla ay,as, ..., a, z intervalu (0,1)
plati nerovnost
" aj f[ 1
> + 1] A —ax) > 5.
Pt 1+ay paiiet 2

(Reseni viz [3])
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