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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Nékolik jednoduchych Gloh vyuzivajicich obarveni

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article presents five examples of proofs using colouring.

Reseni nasledujicich péti tloh je zaloZeno na tom, %e dané objekty si
predstavime vhodnym zptisobem obarvené. Stoji pfitom za povsimnuti,
jak pouha predstava obarveni mutze pri feseni danych tloh pomoci.

Uloha 1. Na obr. 1 je schematicky zobrazena silni¢ni sit, kterou je pro-
pojeno osmnact meést znazornénych krouzky. Najdéte mésto, které je
vychodiskem trasy, na niz je kazdé ze zbyvajicich sedmnacti mést pravé

jednou.
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Obr. 1 Obr. 2

Reseni: Pokuste se nejprve takové mésto najit sami a teprve, kdy# se
vam to ani po nékolika pokusech nepodaii, zkuste dokéazat, ze v dané
siti mésto s uvedenou vlastnosti neexistuje.

K dikazu tohoto tvrzeni si vSechny krouzky v této siti predstavime
obarvené stfidavé bilou a ¢ernou barvou podle obr. 2 a budeme pfedpo-
kladat, ze mésto dané vlastnosti existuje. Je-li krouzek piislusny vycho-
zimu méstu obarveny Cerné, dostaneme pro postupné navstivend mésta
osmnactic¢lennou posloupnost

¢, b,¢ b, ¢ b, ¢, b, ¢ b, ¢ b, ¢ b, ¢, b, ¢ b;
je-li krouzek pfislusny vychozimu méstu bily, ma osmnéacticlennd po-
sloupnost postupné navstivenych meést tvar

b, ¢ b, ¢ b, & b, ¢ b, & b, ¢ b, & b, ¢ b, .
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V obou téchto posloupnostech je devét krouzkt cernych a devét bilych,
coz je ve sporu s tim, ze v dané silni¢ni siti je ¢ernych krouzki osm a
bilych deset. Znamena to, ze takovéto posloupnosti nelze sestavit, takze
mésto, které by bylo vychozim bodem uvedené trasy, neexistuje.

Uloha 2. Na kazdé z deseti ¢tvercovych poli¢ek obrazce znazornéného na
obr. 3 polozte korunovou minci. Vezmeéte libovolné dvé z nich a pfemis-
téte jednu ve sméru a druhou proti sméru otaceni hodinovych rucicek,
obé€ o stejny pocet policek. Zjistéte, zda je mozné po urcitém poctu téchto
kroki dojit k tomu, Ze vSech deset minci bude na jednom policku.

Obr. 3 Obr. 4

Reseni: Piedstavme si, ze vsechna policka jsou stiidavé podle obr. 4

obarvena bilou a ¢ernou barvou, a ozna¢me p pocet minci, které jsou

na vsSech bilych polickdch po kazdém premisténi dvou minci. Pred tim,

neZ za¢neme mince premistovat, je tedy p = 5; mame zjistit, zda je

mozné dosdhnout toho, aby vSechny mince byly na jednom policku, tj.

aby p = 0, budou-li vSechny na ¢erném, anebo aby p = 10, budou-

li vSechny na policku bilém. Protoze obé mince premistujeme o stejny

pocet poli¢ek, mohou pfi jejich premisténi nastat pouze tyto moznosti:

— obé mince pfejdou z policek bilé barvy na policka barvy ¢erné a p se
zmensi o dvé;

— obé mince prejdou z policek bilé barvy na policka barvy bilé a p se
nezmeéni;

— obé mince pfejdou z policek barvy cerné na policka barvy bilé a p se
zvétsi o dvé,

— obé mince pfejdou z policek barvy ¢erné na policka barvy cerné a p
se nezmeéni;

— obé mince piejdou z policek rtizné barvy na policka rtizné barvy a p
se nezmeéni.

Nyni uz je zrejmé, ze ptipad p = 0 ani p = 10 nemtize nastat; ¢islo p,

které bylo na pocatku liché, nemiize se uvedenymi zménami ,,dopracovat*
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k tomu, aby bylo sudé! Uvedenym postupem nelze tedy dosdhnout toho,
aby vSechny mince byly na jednom policku.

Uloha 3. Sachovnice 8 x 8 se ma pokryt patnacti obrazci, které jsou slo-
Zeny ze Ctyt ¢tvereckn na obr. 5 shodnych s policky sachovnice a jednoho
¢tverce na obr. 6 slozeného ze CtyT téchto ¢tvereckd. Dokazte, Ze to neni
mozné.
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Obr. 5 Obr. 6

Reseni: Vyuzijeme toho, Ze policka Sachovnice jsou uz obvyklym zptiso-
bem obarvena, takze je na ni 32 bilych a 32 ¢ernych policek, a budeme
predpokladat, Ze je uvedenymi Sestnacti obrazci pokryta. Protoze kazdy
z patnécti obrazct na obr. 5 zakryva bud jedno anebo tii ¢ernd policka,
je pocet Cernych policek zakrytych vSemi patnacti témito obrazci liché
¢islo. A protoze ¢tverec na obr. 6 zakryva, af lezi na dané Sachovnici kde-
koli, pravé dvé ¢erna policka, je celkovy pocet cernych policek zakrytych
vSemi Sestnacti obrazci opét ¢islo liché. To je vSak nemozné, protoze na
pokryté Sachovnici je vSech ¢ernych poli¢ek tficet dva. Znamena to, ze
uvedenym poctem danych obrazct nelze Sachovnici 8 x 8 pokryt.

Uloha 4. V obdélnikové chodbé vydlazdéné dlazdicemi o rozmérech 2 x 2
a 4 x 1 je nutné vymeénit jednu poskozenou dlazdici. K dispozici je vSak
pouze jedina dlazdice, ktera je navic ,,opa¢ného typu“ nez dlazdice ur-
¢end k vymeéné. Je zfejmé, ze dlazbu nelze opravit tak, Ze na misto po-
skozené dlazdice vlozime novou a ostatni ponechdme na misté. Ukazte,
7e neexistuje ani zadny jiny zptsob, kterym by bylo mozné chodbu
,predlazdit“ ptivodnimi dlazdicemi tak, ze poskozena dlazdice je nahra-
zena dlazdici ,,opacného typu*.

Reseni: Ptedstavme si, Ze dlazdice vydlazdéné chodby zakryvaji ¢tve-
reCky 1 x 1 obarvené podle obr. 7. Pod kazdou dlazdici 2 x 2 je vzdy
jediny Cerny a t¥i bilé ¢tverecky, pod kazdou dlazdici 4 x 1 jsou vzdy dva
¢erné a dva bilé anebo zadny Cerny a ctyfi bilé. Odstranime-li dlazdici
2 x 2, pak pfi jakémkoli rozmisténi zbyvajicich dlazdic ztistane nezakryto
praveé jedno cerné a tii bild policka; tato ¢tyti policka nelze dlazdici 4 x 1
zakryt. Odstranime-li dlazdici 4 x 1, zastanou nezakryta dvé Cerna a
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dvé bila policka, anebo ¢tyfi bila; v obou pripadech se tato ¢tyfi policka
nedaji dlazdici 2 x 2 zakryt. Uvedenou vymeénou dlazdic proto nelze
uvazovanou ¢tvercovou sit pokryt; znamend to, Ze chodbu po nahrazeni
poskozené dlazdice dlazdici ,,opa¢ného typu“ nelze zadnym zpiisobem
,predlazdit“.

Obr. 7

Uloha 5. Po $achovnici 4 x 8 poli pohybujeme jezdcem &). Je mozné
provést 32 taht tak, aby jezdec prosel vSechna pole Sachovnice a aby se
poslednim tahem vratil tam, kde zacal?

Obr. 8

Reseni: Sachovnici pozadovanym zptisobem projit nelze. K diikazu obar-
vime Sachovnici bilou a ¢ernou barvou podle obr. 8. Na bilé pole v 1. nebo
4. fadeé se jezdec mize dostat jen z bilého pole ve 2. nebo 3. fad€ a z bi-
lého pole v 1. nebo 4. fadé se jezdec dostane jen na bilé pole ve 2. nebo
3. fadé. Aby se tedy jezdec dostal z bilych poli ve 2. nebo 3. fadé na
vS8echna bila pole v 1. nebo 4. fadé, nemize nikdy skocit na ¢erné pole.
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