Rozhledy matematicko-fyzikalni

Emil Calda
Pokryvani Sachovnice

Rozghledy matematicko-fyzikdlni, Vol. 80 (2005), No. 2, 16-20

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/146099

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikta, 2005

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/146099
http://dml.cz

MATEMATIKA

Po rutinni upravé pak dostaneme ekvivalentni nerovnost 2|HP| < |IP|,
kterou vzhledem k tomu, Ze bod H lezi mezi body I a P, mtuzeme prepsat
do tvaru |HP| < |HI|, ve kterém ji nyni dokdZeme. Protoze stiedovy
thel COA je shodny se souhlasnym thlem PAI a pfislusny obvodovy
thel CC1 A je shodny se souhlasnym thlem PAH, vidime z obr. 13, Ze
usecka AH lezi na ose ihlu PAI. Jak vime, osa tithlu déli protéjsi stranu
trojuhelniku v pomeéru délek prilehlych stran, takze v pravoihlém troj-
thelniku PAI plati |HP|:|HI| =|AP|:|AI| <1. Tim je nerovnost
|HP| < |HI| dokédzana a cely dikaz odhadt (11) je ukoncen.

Pokryvani Sachovnice

Emil Calda, MFF UK Praha

Ulohy o pokryvani Sachovnice obrazci daného tvaru mohou byt velice
zajimavé a po matematické strance i pou¢né. Muzete se o tom presvédcit
v nasledujicich dvou piikladech.

Piiklad 1. Ze Sachovnice n x n, kde n je pfirozené ¢islo, n = 3, jsou od-
stranéna vSechna Ctyti rohova policka. Urcete, pro kterd n

ji lze pokryt obrazci, které se skladaji ze ¢tyf shodnych hl
¢tvereckll podle obr. 1; kazdy ctverecek ma pritom stej-

nou velikost jako policko dané Sachovnice. Obr. 1
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MATEMATIKA

Pokusite-li se pokryt Sachovnici uvedeného tvaru pro n =3, 4, 5,
budete netspésni, nebot ji danymi obrazci — jak ukdzeme déle — pokryt
nelze. Naproti tomu pro n = 6 takové pokryti existuje; jedno z nich je
znazornéno na obr. 2.

Uvédomme si nejprve, ze k tomu, aby bylo mozno Sachovnici n x n
s odstranénymi rohovymi policky danymi obrazci pokryt, je nutné, aby
¢islo n? — 4 bylo nasobkem ¢ty¥, odkud vyplyva, Ze n musi byt sudé.
Tato podminka vsak neni postacujici, jak ostatné ukazuje i pripad n = 4.
Vezméme proto Sachovnici n x n bez rohovych policek, kde n je sudé,
oc¢islujme jeji policka podle obr.3 a pfedpokladejme, Ze je danymi ob-
razci pokryta. Kazdy z nich zakryva bud t¥i jednicky a jednu nulu, nebo
tfi nuly a jednu jednicku. Protoze pocet nul na této Sachovnici i pocet

2

jednicek je roven sudému cislu

, je pocCet obrazci zakryvajicich

t¥i jednicky a nulu stejny jako pocet obrazct zakryvajicich tfi nuly a jed-
ni¢ku. Odtud plyne, Ze pocet vSech obrazci pokryvajicich Sachovnici je
2

sudy, takze ¢islo je sudé; znamena to, ze ¢islo n? — 4 je ndsobek

osmi. Cislo n? lze tedy vyjadiit ve tvaru

n2=8m+4, meN,
odkud pomérné snadno zdtvodnime, ze musi byt

n=4k+2, keN.

Sudé cislo n lze totiz vyjadrit pravé dvéma zptsoby, a to

n =4k, n =4k + 2,
z nichz pouze pro n = 4k + 2 vyjde vyraz pozadovaného tvaru:

n*=4k+2)?%=8-(2k*+2k) +4=8m+4

Zjistili jsme tak:

Da-li se sachovnice n X n s odstranénymi rohovymi policky danymi
obrazci pokryt, plati n =4k + 2, k€ N.
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MATEMATIKA

Zbyva jesté ukazat, ze plati i obracené:
Sachovnici (4k + 2) x (4k +2) lze dangmi obrazci pokrijt.

Dokazeme to matematickou indukci.

Pro k=1 toto tvrzeni plati, jak je vidét z obr.2. Predpokla-
dejme, Ze plati pro prirozené cislo k, tj. ze Sachovnici n x n bez ro-
hovych policek, kde n = 4k + 2, je mozné danymi obrazci pokryt. Do-
kéZeme, 7e potom je to mozné i pro Sachovnici n’ x n/, pro kterou
n' =4(k+1)+2=4k+6.
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Sachovnici (4k + 2) x (4k +2) doplnime zpiisobem, ktery je zna-
zornén na obr.4, na Sachovnici (4k 4+ 6) x (4k +6). Podle predpo-
kladu je Sachovnice (4k + 2) x (4k +2) pokryta; na podbarvena po-
licka zbyvajici ¢asti Sachovnice (4k + 6) x (4k + 6) umistime cty¥i
dané obrazce. Pak ziistanou nepokryty dva obdélniky
(4k +4) x 2 a dva obdélniky 4k x 2. Utvorime-li nyni ’_[
z danych obrazcti podle obr. 5 dvojice, pokryjeme takto
vzniklymi obdélnicky 4 x 2 zbyvajici ¢ast Sachovnice Obr. 5
(4k + 6) x (4k + 6) snadno.

Dokazali jsme tak:

Sachovnici n X n bez rohovyjch policek lze obrazci, jejich? tvar je znd-
zornén na obr. 1, pokryt prdve tehdy, je-li n =4k +2, k € N.
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MATEMATIKA

Piiklad 2. Ze Sachovnice (2n+ 1) x (2n+ 1), kde n je pfirozené &islo,
je odstranéno jedno rohové policko. Urcete, pro kterd n ji lze pokryjt
obdélnicky 2 x 1 tak, Ze polovina z nich je v horizontalni a polovina ve
vertikalni poloze.

Presvédcte se nejprve sami, ze pro n =1 a n =3 takové pokryti
neexistuje, zatimco pro n = 2 ano — je znazornéno na obr. 6, ve kterém
jsou obdélnicky ve svislé poloze podbarveny.
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Obr. 6

Vezméme Sachovnici (2n+ 1) x (2n+ 1) bez jednoho rohového po-
licka a ocislujme jeji policka stejné jako v predchazejicim ptikladu
(obr. 7). Snadno zjistime, ze pocet jedniéek je roven 2n? + 3n a podet nul
je 2n% 4+ n. Protoze na této achovnici je celkem 4n? + 4n policek, je po-
et obdélnickdl, které ji pokryvaji, poloviéni, tj. 2n? 4 2n. Obdélnickd
ve vodorovné poloze je tedy n? +n, stejné jako obdélnicki v poloze
svislé. ProtozZe kazdy obdélnic¢ek ve vodorovné poloze zakryva jen jednu
jednicku, je soudet &isel pod viemi témito obdélnicky n? + n, odkud
dostavame, ze soucet ¢isel pod vSemi obdélnicky v poloze svislé je

(2n2 + 3n) — (n2 + n) =n?+ 2n.

Toto ¢islo musi byt sudé, nebot kazdy obdélnicek ve svislé poloze zakryva
dvé jedni¢ky nebo dvé nuly, takze soucet ¢isel pod kazdym z nich je sudé
¢islo. Odtud vyplyva, Ze je sudé i &islo n?, a tedy i &islo n.

Ukazali jsme tak:

Da-li se sachovnice (2n+ 1) X (2n+ 1) bez jednoho rohového policka
dangmi obrazci poZadovanym zpusobem pokryt, plati n = 2k, k € N.
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MATEMATIKA

Zbyva jesté ukazat, ze plati i obracené:
Sachovnici (2n+1) x (2n+1) bez jednoho rohového policka, kde
n =2k, k€N, lze danymi obrazci poZadovangm zpiusobem pokryt.

To je jednoduché — pokryt Sachovnici (4k 4+ 1) x (4k + 1) s jednim
odstranénym rohovym polickem (obr. 8) pozadovanym zptisobem obdél-
nicky 2 x 1 neni zadny problém. Ctverec 4k x 4k, ktery je na obr.8
vyznacen, rozdélime na k2 Gtvercii 4 x 4 a kazdy z nich pak pokryjeme
¢tyfmi obdélnicky ve vodorovné poloze a Ctyfmi obdélnicky ve svislé
poloze podle obr.9. Dva zbylé obdélniky 4k x 1 pokryjeme obdélnicky
2 x 1 snadno.

Obr. 9

Odvodili jsme tak:

Sachovnici (2n+ 1) x (2n+ 1) bez jednoho rohového policka lze po-
Zadovanym zpusobem pokryt obdélnicky 2 x 1 pravé tehdy, je-li n = 2k,
keN.

Podobnou problematikou se zabyvaji ¢lanky:

CALDA, E.: Pdr jednoduchych iloh o $achovnici. MFI, ro¢. 6 (1996), ¢.3
CALDA, E.: Ndmorni bitva a dlohy o pokryvdni. Rozhledy MF, ro¢. 60
(1981-82), ¢.6
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