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MATEMATIKA

Vypocet Cisla © z obvodil
pravidelnych mnohodhelnikil, 2. cast

Jaromir Simsa, PrF MU Brno

4. Snellovy hypotézy

Nékteii z matematikti, ktefi se v 16. a 17. stoleti zabyvali vypocétem
¢isla nt, pfemysleli o otazce, do jaké miry by bylo mozné upfesnit, ve kte-
rych ¢astech intervalt {(p,, ¢,y hledané ¢islo r lezi. Znali totiz v tomto
sméru prvni nadéjny vysledek, ktery ihned plyne z nerovnosti (7) doké-
zanych v prvni ¢asti ¢lanku:

Pro kaZdé n 2 3 je éislo & blize ¢islu p, neZ éislu gy, leZi tedy v proni
spoloviné® intervalu {ppn,qn)-

Tvrzeni je ilustrovano na obr.4 pro n = 6; leva vyznacena tsecka je
natolik kratsi nez prava usecka, ze ¢islo « lezi v prvni ,tfetiné“ intervalu
{Pn, Gny. Archimedovi nasledovnici mohli s pomérem (¢, — ) : (x — py)
délek téchto dvou tsedek numericky experimentovat, nebot uz znali pfi-
blizné hodnoty p,, a g, pro desitky rtznych indexti n. Holandan Willeb-
rord Snell (1580-1626), kterého zname spiSe z historie fyziky jako jed-
noho z objeviteld zdkona lomu svétla, podobné experimentoval nejen
s pomérem (g, — ) : (t — pn), ale také s pomérem (n — p,) : (x — pan)-
Tento novy pomér délek tiseéek znazornénych na obr. 5 vlastné vyjadiu-
je, kolikrat se zkrati rozdil mezi obvodem kruznice a obvodem vepsaného
pravidelného mnohothelniku, zdvojnasobime-li pocet jeho stran.

Obr. 4

Obr. 5
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MATEMATIKA

Zaokrouhlené hodnoty obou zminénych poméra jsou vypsany v ta-
bulce 2 a pusobi velice vymluvné. W. Snell proto nabyl presvédceni, ze
pro kazdé n = 3 plati nerovnosti

qn—_ﬂ>2 a M<4’
T —DPn T —Pon

které po ,vyfeseni“ vzhledem k nezndmé n vedou k odhadim:
SPon — 3P0 < T < 3pn+ 300 (R 23) (11)

Tyto odhady Snell uvetejnil roku 1621 ve své knize Cyclometricus, oviem
bez diikazi, tedy jako pouhé (i kdyZ velmi pravdépodobné) hypotézy.

no | (gn=m):(m=pa) | (x=pn): (5= p2n)
3 3,780124407 3,838592105
6 2,277723832 3,959070818
12 2,063455534 3,989731318
24 2,015529592 3,997430550
48 2,003862049 3,999357495
96 2,000964248 3,999839364
192 2,000240983 3,999959840
384 2,000060240 3,999989960
768 2,000015059 3,999997504
1536 2,000003775 3,999999415
3072 2,000000984 3,999999843

TABULKA 2

O platnosti odhadt (11) patrné nikdo ze zainteresovanych osob teh-
dejsi doby nepochyboval. Od vydani Snellovy knihy vSak uplynulo 33 let,
nez Christian Huygens v praci De circuli magnitude inventa z roku 1654
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podal prvni skuteéné pfesny a nezpochybnitelny dikaz nerovnosti (11).

Dfive nez ho podrobné vylozime, ukdzeme pro zajimavost, kolik ¢asu

mohly oboustranné odhady (11) uSet¥it Vietovi, van Ceulenovi i vSem

ostatnim ,,t-poctaiim® predchozich desetileti a staleti. Hodnoty odhadt
D(Tt) = %an - %pn a H(Tt) = %pn + %Qn

jsou uvedeny v tabulce 3; porovnejte jejich ,,jemnost“ s pivodnimi od-

hady D(n) =p, a H(x) = q, z tabulky 1.

n 3p2n — iDn 2P0+ 3n

3 3,1339745962155 | 3,4641016151377

6 3,1411047216403 | 3,1547005383792
12 3,1415619706315 | 3,1423491305446
24 3,1415907329687 | 3,1416390562199
48 3,1415925335050 | 3,1415955404083
96 3,1415926460837 | 3,1415928338087
192 | 3,1415926531206 | 3,1415926648502
384 | 3,1415926535604 | 3,1415926542935
768 | 3,1415926535879 | 3,1415926536337
1536 | 3,1415926535896 | 3,1415926535925

TABULKA 3

Ptisobivé je téz grafické porovnani obou druhi odhadi na obr. 6.

%pm - %pG
3 i 3,5
DPe P12 q12 g6 ‘
2pia+iqia
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Dodejme jesté, ze diky odhadim (11) sta¢i k urceni éisla n s pres-
nosti Ludolpha van Ceulena (tedy na 35 desetinnych mist) vypocitat
¢isla py, g s touto presnosti pro index n = 23!, zatimco van Ceulen do-
Sel az k indexu n = 252, Mozn4 by toto konstatovani neznélo tak kruté,
kdyby prace van Ceulena a Huygense oddélovaly stovky let a nikoliv
pouhd ¢tyti desetileti 17. stoleti.

5. Huygensovy dukazy

Nyni popiseme zajimavy a nevSedni postup, jakym Huygens dokazal ne-
rovnosti (11). Aby byl vyklad pfehledn&jsi, zformulujeme nejdiive kli¢ovy
poznatek, od néhoz nas ke kyzenému cili dovedou jiz pomérné jednodu-
ché vypocty. Timto poznatkem jsou nerovnosti mezi obsahem kruhové
usece a obsahy dvou rovnoramennych trojuhelnikt, z nichz jeden je dané
GseCi vepsan a druhy je Gse¢i opsan. Upfesnime to pomoci obr.7, na
némz vidime t¥i exemplare téze kruhové tsece ohranicené tseckou AB
a obloukem [ = AB kruznice o poloméru R, kterému odpovida stiedovy
thel libovolné velikosti mensi nez 180°. Vrchol C' vepsaného trojuhel-
niku ABC' je stfed oblouku [/, vrchol K opsaného trojuhelniku ABK je
prusecik tecen, které se dotykaji oblouku [ v jeho krajnich bodech A a B.

K
A B A B A B

Obr. 7

Huygensovou diimyslnou metodou vysvétlime, pro¢ mezi obsahem S
usee a obsahy Saapc a Saapk obou trojuhelnika plati nerovnosti:

%SAABC <S< %SAABK (12)
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K dtkazu levé nerovnosti (12) vyuzijeme obr. 8, na kterém je oblouk I
¢asti kruznice se sttedem O; bod D je stfedem tétivy AB a bod G stfe-
dem rovnobézné tétivy E'F, jejiz krajni body F, F' jsou stfedy obloukt
AC, BC; koneéné bod C; je bod soumérné sdruzeny s bodem C' podle
stfedu O.

C
l
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\\

A B
N \ \D \
[\ \ \
| \ \ \
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\ \ \ /
\ \ \ /

\ NN /
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\ N /
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\\\A._—//
Ci Obr. 8

Podle trojahelnikovych nerovnosti plati:

|AB| < |AC|+ |BC| = |EF|+ |EF| =2|EF|
|AC| < |AE| + |CE| = 2|CE]|
Jestlize druhou z téchto nerovnosti umocnime na druhou, pak s prihléd-

nutim k Eukleidové vété o odvésné (pro pravothlé trojuhelniky C'AC,
a CEC,) dostaneme

|CD|-|CCy| = |AC|> < 4|CE[® = 4|CG| - |CC|,

odkud obdrzime nerovnost |CD| < 4|CG|. Ta spolu s dfive odvozenou
nerovnosti |AB| < 2|EF| umoziuje porovnat obsahy trojihelniki ABC
a EFC:

|AB|-|CD| 2|EF| 4|CG]
2 < 2

SaaBc = =8SAEFc (13)
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Trojihelnik FFC je vsak shodny s kazdym z rovnoramennych trojihelni-
ki ACFE a CBF, které jsou vepsany do kruhovych tse¢i nad tétivami AC
a C B stejnym zptusobem, jako je rovnoramenny trojuhelnik ABC vepsan
do pivodni tsece nad tétivou AB. Proto muZeme pro kazdou ze dvou
novych tse¢i celou konstrukci zopakovat a ziskat tim ¢tyfi nové usece,
pro né opét zopakovat konstrukei atd. (obr. 9). Vysledkem celé procedury
bude rozklad pivodni Gisece na spocetnou mnozinu trojihelnik slozenou
ze skupin 1, 2, 4, 8, ... shodnych trojahelnik.

C

Obr. 9

Oznacime-li SO = SAABCa Sl = SAACE = SACBF a obecné Sk obsah
kazdého ze skupiny 2F shodnjch vepsanych trojihelniki, pak podle (13)
plati nejen Sy < 857, ale obecnd Sy < 8Sk,1 prokazdé k = 0. Obsah S
puvodni vysece je roven souctu rady

S =S0+25 +4Sy +853+ --- —I—QkSk-i- ey

ve které vSechny séitance kromé prvniho odhadneme podle odvozenych
nerovnosti Siy1 > %Sk:

S =80+28 +2%8, + 2385+ - +2FS + .- >

So .9 3 S b Sk—1
> G 19.20 192 PL 93 P2, ok,
o+ 8+ 8+ 8+ + 3

=So+ 1 (So+251 +228 + 2355+ - +285, + ) =85, + 18

7 nerovnosti S > Sy + %S vyplyva nerovnost S > %So a leva nerov-
nost (12) je tak dokézana.
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K dukazu pravé nerovnosti (12) sestrojime pficku LM opsaného rov-
noramenného trojuhelniku ABK, kterd je rovnobéZzna s jeho zéklad-
nou AB a dotyka se oblouku AB ve vrcholu C' vepsaného rovnoramen-
ného trojuhelniku ABC (obr.10). Trojahelnik LM K nazveme pfipsa-
nym k dané tseci nad tétivou AB.

A B

Obr. 10

Ze soumérnosti te¢en LA a LC plyne rovnost |AL| = |LC|, z pra-
vouhlého trojthelniku KLC zase nerovnost |KL| > |LC|. Plati tudiz
|KL| > |AL|, neboli 2|KL|> |AK|, takZze pro obsahy stejnolehljch
trojuhelniki ABK a LM K plati nerovnost 4 Sarvx > Saak. Z ne-
rovnosti |AL| < |LK| ov8em plyne i nerovnost |CD| < |CK]|, neboli
|KD| > 2|CD]|, coz je nerovnost pro vysky rovnoramennych trojihel-
niki ABK a ABC' se spole¢nou zakladnou AB. Pro jejich obsahy tu-
diz plati nerovnost Saapk > 2SaaBc, kterd spolu s diive odvozenou
nerovnosti 4 Sarmx > Saapk vede k zavéru, Ze obsahy trojuhelniki,
které jsou na obr.10 vybarveny, spliiuji vztah 4Sarymkx > 2SaaBc,
neboli Saape < 2SaLmK-

Které c¢éasti opsaného trojuhelniku ABK zustaly na obrazku nevybar-
veny? Jsou to dva shodné rovnoramenné trojahelniky ACL a CBM, jez
jsou opséany kruhovym tsec¢im nad tétivami AC' a C'B stejnym zpuso-
bem, jako je trojuhelnik ABK opsan puvodni tseci nad tétivou AB.
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Proto mzeme znovu a znovu opakovat konstrukci vepsanych a pfipsa-
nych trojuhelnikti. Podobné jako jsme pro kazdé k = 0 oznacili Sy obsah
kazdého ze skupiny 2F shodnych vepsanych trojihelniktt (So = Saapc),
oznatime P, obsah kazdého ze skupiny 2¥ shodnych piipsanjch troji-
helniki (PO = SALMK)-

A B

Obr. 11

Pro obsah S ptvodni kruhové tisece a pro obsah Sa 4pk opsaného troj-
thelniku plati podle obr. 11 rovnosti:

S =Sy+28 +4Sy + 853+ -+ +2FS; + -

14

Spapx —S =Py +2P +4P, +8P;+ -+ +2FP, + -+ 14
Kazdé dva s¢itance na pravych strandch rovnosti (14), které jsou napsany
»pod sebou“, mizeme porovnat. Jak jsme totiz dokézali, plati nejen ne-
rovnost Saape < 2SarLmi, tedy So < 2Py, ale obecné Sy < 2P, pro
kazdé k = 0. To znamend, Ze soucet prvni fady v (14) je mensi neZ dvoj-
nasobek souétu druhé fady. Plati tedy nerovnost S < 2(Saapx —S5),
ze které jiz snadno plyne prava nerovnost (12).

Rozhodujici c¢ast vykladu Huygensovy metody méame za sebou;
ukazme nyni, ze od dokdzanych odhadt (12) se jiz pomérné rychle do-
staneme k vytéenému cili, totiz k nerovnostem (11).

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Vratme se k obr. 8 a vyuzijme nejprve dolni odhad (12), ne vSak pro
tse¢ nad tétivou AB, nybrz pro tse¢ nad tétivou AC. (Pfipometime,
Ze odhady (12) plati pro tseé¢ s libovolnym stfedovym tihlem mensim
nez 180°.) Obsah S’ tisece nad tétivou AC vyjadiime jako rozdil obsahu
prislugné kruhové vysede (omezené tiseckami AO, CO délky R a oblou-
kem AC) a obsahu trojthelniku ACO:

,_R-|AC| R-|AD| _ R-(|AC|-|AD])

s 2 2 2

(15)

Do uvazované usece nad tétivou AC je vepsan trojuhelnik ACE, je-
hoz obsah vyjadiime pomoci obsahu deltoidu AECO (s thlopiickou EO
délky R):

R-|AC| B R-|AD| R (JAC| — |AD))
2 2 o 2

Saace = Sagco —Saaco =

Dosazenim obou vyjadfeni do dolniho odhadu % Saace < S’ dojdeme
po snadné tpraveé k nerovnosti

|AC| > 4|AC| - L AD],

z niz po vynasobeni dvéma dostaneme (diky symetrii podle osy CCt)
odhad

|AB| > 3 (|JAC| +|CB|) — £ |AB|.

Vybereme-li nyni za tétivu AB stranu pravidelného vepsaného n-thel-
niku, budou AC, C'B dvé sousedni strany vepsaného 2n-thelniku a ob-
louk AB bude n-tinou celé kruznice o poloméru R. Proto po vynasobeni
¢islem n dostaneme z posledni nerovnosti odhad

21R > § pan(R) — £ pu(R),

coz je pro R =1 leva nerovnost (11).

Roénik 80 (2005), ¢islo 2 13



MATEMATIKA

K dtkazu pravé nerovnosti (11) vyuZijeme horni odhad (12) pro use¢
nad tétivou AC z obr.12, ve kterém jsme kromé dfive uvaZovanych
bodd O, Ci, D vyznadili téz hlavni vrchol K rovnoramenného trojuhel-
niku opsaného vybarvené tsec¢i a bod H, ktery je prisecikem polopti-
mek CK a Ci A.

A H
K

Ch 0] D C
Obr. 12

Podle Thaletovy véty je tthel CAC, (a tedy i thel CAH) pravy, takze
bod A lezi na zakreslené polokruznici nad primérem HC'. Jejim stfedem
je bod K, nebot trojihelnik ACK je rovnoramenny. Odtud plyne, Ze
pro obsah deltoidu AKCO, ktery je dvojnasobkem obsahu pravothlého
trojuhelniku KCO, plati vzorec

Saxco =|CO|-|CK|=iR-|HC|.
Obsah opsaného trojihelniku ACK mé tudiz vyjadieni

R-(|HC| - |AD])
2 )

Saack = Sakco — Saaco =

zatimco pro obsah S’ uvaZované tsece plati jako diive vzorec (15). Po
dosazeni do odhadu S’ < %SAACK dospé€jeme po snadné tpravé k ne-
rovnosti

|AC| < L|AD| + 2 |HC|.

Vynasobime-li tuto nerovnost dvéma a vyuzijeme-li jako dfive symetrie
podle osy C'C1, dostaneme pro délku oblouku AB z obr. 13 horni odhad:

|AB| < L |AB| + % |HC| (16)
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J

Obr. 13

Do obr. 13 jsme prikreslili patu P kolmice sestrojené z bodu A k pfim-
ce HC a pruseciky I, J poloptimek OA, OB s tetnou HC. Vyznam
bodu I, J je jasny. Je-li vychozi tétiva AB stranou vepsaného pravi-
delného n-thelniku, je te¢nd tsecka IJ stranou opsaného pravidelného
n-thelniku. Prava nerovnost (11) je proto disledkem nerovnosti

|AB| < 2|AB| + L|1J],
kterd vyplyne z dokdzané nerovnosti (16), jakmile ukaZeme, Ze plati

$|AB|+ 2 |HC| < 2|AB|+ % |1J|.

Provedeme to tak, ze do posledni nerovnosti dosadime vyjadieni:

|AB| = 2|PC|
|HC| = |[HP| +|PC|
[1J] =2 (1P| +[PC])

Roénik 80 (2005), ¢islo 2 15
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Po rutinni upravé pak dostaneme ekvivalentni nerovnost 2|HP| < |IP|,
kterou vzhledem k tomu, Ze bod H lezi mezi body I a P, mtuzeme prepsat
do tvaru |HP| < |HI|, ve kterém ji nyni dokdZeme. Protoze stiedovy
thel COA je shodny se souhlasnym thlem PAI a pfislusny obvodovy
thel CC1 A je shodny se souhlasnym thlem PAH, vidime z obr. 13, Ze
usecka AH lezi na ose ihlu PAI. Jak vime, osa tithlu déli protéjsi stranu
trojuhelniku v pomeéru délek prilehlych stran, takze v pravoihlém troj-
thelniku PAI plati |HP|:|HI| =|AP|:|AI| <1. Tim je nerovnost
|HP| < |HI| dokédzana a cely dikaz odhadt (11) je ukoncen.

Pokryvani Sachovnice

Emil Calda, MFF UK Praha

Ulohy o pokryvani Sachovnice obrazci daného tvaru mohou byt velice
zajimavé a po matematické strance i pou¢né. Muzete se o tom presvédcit
v nasledujicich dvou piikladech.

Piiklad 1. Ze Sachovnice n x n, kde n je pfirozené ¢islo, n = 3, jsou od-
stranéna vSechna Ctyti rohova policka. Urcete, pro kterd n

ji lze pokryt obrazci, které se skladaji ze ¢tyf shodnych hl
¢tvereckll podle obr. 1; kazdy ctverecek ma pritom stej-

nou velikost jako policko dané Sachovnice. Obr. 1
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