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Pocitani se zlomky ve stredoveké Indii

Irena Sykorovd, Praha

Stredoveéka indickd aritmetika pocitala s nezapornymi celymi Cisly a se zlomky,
zatimco operace se zapornymi ¢isly a vypocty kvadratickych iracionalit byvaly fazeny
do algebry. V tomto ¢lanku ukéZeme, jak staifi Indové zlomky nazyvali, zapisovali a jak
se pri pocitani vyrovnéavali s nedostatkem vhodné symboliky pro aritmetické operace.

Zlomky byly potfebné zejména pii vyjadiovani raznych jednotek ¢asu, délky, hmot-
nosti, objemu atd. V tvodu starych aritmetickych textt vétsinou byvala uvedena spe-
cialn{ pravidla na zjednoduSeni zapisu série mér pomoci vhodnych zlomki. Systémy
mér byly popsény slovy, ktera se lisila v jednotlivych oblastech i obdobich.

1. Zdroje

V Indii byly zlomky znamy uz ve starovéku. Zminky o zlomcich najdeme ve starych
védskych textech, napitklad Rgveda (asi 1000 pf.n.l.) obsahuje terminy ardha (%)
a tri-pada (2). V nejstarsich indickych dilech o geometrii, tzv. Sulbasutrdch (kolem
500 pf.n.l.), se vyskytuji zlomky p¥i popisu FeSeni tloh.

Stai Egyptané pouzivali pouze tzv. kmenné zlomky (zlomky s ¢itatelem rovnym
jedné) a k nim jesté pridavali zlomek %, viz napf. [1]. Indi¢ti uenci vSak pocitali i se
zlomky s Citatelem vétsim nez jedna. Zlomek % zmihovany v Rgvedé je pravdépodobné
nejstarsim nekmennym zlomkem dochovanym v indické literatufe.

Kromé jiz uvedenych praci (Rgveda a Sulbasutry) se zlomky objevily i v pozdéjsich
aritmetickych textech. Pravidla pro zapis a préci se zlomky uvedl naptiklad Brah-
magupta (asi 598 az 670) v dile Brahma-sphuta-siddhanta, Mahavira (asi 800 az 870)
v knize Ganita-sara-samgraha, Sridhara (asi 870 az 930) ve spisu Pati-ganita
a Bhaskara II. (1114-1185) v oblibené aritmetické praci Lilavati. VypoCty se zlomky
byly rovnéz nalezeny na nékterych zachovanych listcich biezové kary anonymniho ru-
kopisu Bakhshali (asi 7. nebo 8. stol.n.1.).

2. Terminologie

Indové zlomek nazyvali bhinna, coz znamena zlomeny. Dalsi vyrazy pouZivané pro
zlomek byly bhaga, amsa (Cast, dil), pozd&ji se nékdy pouzival i termin kala, ktery
puvodné, ve védském obdobi, znamenal jednu Sestnactinu.

Ve védskych dilech, Sulbasutrdch, se kmenné zlomky oznacovaly zakladnimi &islov-
kami ve spojeni se slovem bhaga nebo amsa, naptiklad parica-dasa-bhaga (patnéct
dild) znamenalo jednu patnactinu. Ke sloviim bhaga nebo amsa byly casto pridavany
i fadové &islovky, tedy naptiklad paricama-bhaga (paty dil) bylo oznadeni jedné pétiny.
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Termin bhaga se dokonce nékdy vynechéval, patrné kvili metrice verSe, pak pouze
paricama (paty) znacilo jednu pétinu. Zlomky % nebo % se nazyvaly tri-astama (t¥i

osmé) nebo dvi-saptama (dva sedmé).
3. Zapis zlomku

Asi od 2. stol. pf.n.l. se zlomky zapisovaly podobnym zpiisobem jako dnes — Citatel
nad jmenovatelem, ale bez zlomkové ¢ary. SmiSena ¢isla méla celé ¢islo umisténé nad &-
tatelem zlomku. Pokud se v jednom problému vyskytovalo nékolik zlomkt, oddélovaly
se vzajemné vodorovnymi a svislymi ¢arami.
V rukopisu Bakhshali na listku s oznafenim folio 10 verso je uvedeno ¢&islo 3%
3

zapsané jako | 3 | na obrazku 1 uprostied.
8

A

e ! M el

Obr. 1. Rukopis Bakhshali, folio 10 verso, viz [5]

4. Operace se zlomky

Pted provadénim aritmetickych operaci se zlomky se poklddalo za samoziejmé zlomky
zkratit. Tento proces se nazyval apavartana, ale sim nebyl povazovan za operaci. V do-
chovanych textech neni nikde popsan jako pravidlo, zfejmé se znalost predévala tstné.
klad i nematematické naboZzensko-filozoficka prace Tattvartha-sutra, jejimz autorem je
Umasvati (kolem roku 150 pf. n. 1.).
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Zakladni operace se zlomky se provadély témér stejné jako dnes. Pred vlastnim
pocitanim se smiSené ¢isla prevedla na nepravé zlomky a pokud to bylo mozné, tyto
zlomky se zkratily. Mahavira byl prvnim z indickych matematiki, ktery uzival pojem
niruddha (nejmensi spoleény nasobek), aby zjednodusil poc¢itani se zlomky.

4.1. Séitani a od¢itani
S¢itani zlomki se fikalo bhinna-sankalita, odéitani se nazyvalo bhinna-vyutkalita. Tyto
operace se provadély aZ po prevedeni zlomkii na spoleéného jmenovatele, ipravé na-
zyvané kala-savarnama, savarnana nebo samachheda-vidhi, ktera byla vzdy pripomi-
nana spolu se s¢itdnim a od¢itanim. Spoleéného jmenovatele v8ak v mnoha piikladech
predstavoval sou¢in jmenovatela [9]. Pokud se sé¢italy nebo odé&italy zlomky spolecné
s celymi ¢isly, celé ¢islo bylo povazovano za zlomek se jmenovatelem rovnym jedné.
Odcitani bylo znazornéno teckou e umisténou pred pfislusnym zlomkem nebo sym-
1
bolem + zapsanym az za zlomkem. Na obrazku 2 vlevo dole je uveden zapis | 1+
3

vyjadiujici rozdil (1 — 2).

Obr. 2. Rukopis Bakhshali, folio 10 recto, viz [5]

4.2. Nasobeni a déleni

Pro nasobeni zlomki se uzival vyraz bhinna-gunpana. Brahmagupta popsal soucin
zlomkt, viz [2], jako soucin ¢itateld déleny soucinem jmenovateld. V pravidle pro
nasobeni zlomkii uvedl i poznamku, jak se pred nasobenim nejprve smiSené ¢isla pie-
vedou na nepravé zlomky. Ostatni autofi popisovali tuto operaci podobnym zptso-
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bem, jen Mahavira jesté odkazoval na kraceni kiizem, aby se pocitani zjednodusilo,
viz [7]. Pii kraceni kifizem, pokud to je moZné, se krati ¢itatel prvniho zlomku se jme-
novatelem druhého nebo ¢itatel druhého zlomku se jmenovatelem prvniho. Operace
bhinna-bhaga-hara neboli déleni zlomku se provadéla stejné jako dnes — prvni zlomek
se nasobil prevracenou hodnotou druhého.

4.3. Umocnovani a odmociovani

V Indii patfil mezi zékladni aritmetické operace rovnéz vypocet druhé a tieti mocniny
i vypocet druhé a treti odmocniny. P¥i vypoctu se vyuzivala znalost dnesnich vzorct

(a/b)™ = a™/b", respektive ¥/a/b= /a/V/b.
5. Tridy vyrazu se zlomky

Protoze neexistovala vhodna symbolika k tomu, aby bylo mozné vyjadfovat aritme-
tické operace se zlomky, rozdé€lovaly se vyrazy se zlomky do nékolika t¥id, kterym
se fikalo jati. Existovala pravidla, podle nichz bylo mozné tyto t¥idy vyjadfit pomoci
vhodnych zlomku. Jedinym pouzivanym symbolem byla tecka, ktera slouzila k oznaceni
zéaporného ¢isla, resp. Cisla, které se mélo odecist. Nékdy byl dokonce termin bhinna
uzivan pro celou t¥idu zlomku. Pfislusnost k urcité t¥idé pomohla pochopit spravny
vyznam, protoZe zapis nebyl jednoznac¢ny. Indi¢ti ucenci pouzivali ¢tyfi zakladni tfidy,
viz napft. [2], [6].

1. Bhaga (jednoduché zlomky) neboli vyraz se dvéma nebo se tfemi zlomky, p¥ipad-
né i s vétsim pocétem zlomkd, tj.

(E + E) bylo zapsano Cbb ccl resp. alec

b d

kde teckou je naznaceno od¢itani. Vyraz se tfemi zlomky

(% + 2 + ?) se vyjadroval jako Z ccl ; nebo Z .2 .;

2. Prabhaga (zlomky ze zlomki) neboli souc¢in dvou nebo t¥i zlomki

(% . g) zapsan jako Z ccl nebo (2 g E) jako “arere

3. Bhaganubandha (spojeni zlomkil) znamenalo bud
a) rupa-bhaganubandha (spojeni pFirozeného ¢isla a zlomku),

a

b

(a + —) v zapisu b |, mnebo

c
c
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b) bhaga-bhaganubandha (spojeni dvou nebo vice zlomkii),

| Tesp.
d

a) rupa-bhagapavaha (oddéleni pfirozeného &isla a zlomku) neboli

b a
(a — —) v zapisu o) |,

c
C

a

i

(%452) resp <2+£.2+£.(9+5 9)) sapsané p
b d b “\b d b f b d b d
e

f

4. Bhagapavaha (oddéleni zlomki) mohlo znamenat

b) bhaga-bhagapavaha (oddsleni dvou nebo vice zlomkil),

a
a ¢ a e » - . .
(E -5 E) vyjadreny o pripadné pro vice zlomki
d

a

b

a ¢ a e /a ¢ a ) . ocC
(5 —S T (E + 7 E)) , které se zapisovaly d
oc

f

Pravidla pro zjednoduSeni prvnich dvou t¥id popisovala s¢itani, resp. od¢itani a né-
sobeni zlomkii. Sridhara uvedl jesté dalsi zpiisob s¢itani zlomkii, kde vychézel z toho,
Ze zlomky jsou zapsany pod sebou. Podle tohoto pravidla se ,horni“ ¢itatel vynasobil
»dolnim“ jmenovatelem a ,dolni* jmenovatel ,hornim“ jmenovatelem. Pak se pricetl
soucin ,,prostiedniho” Citatele a ,,prostfedniho” jmenovatele k , hornimu* ¢itateli.

ad
b ad + be
c c db
d db
Upravy vyrazi rupa-bhaganubandha a rupa-bhagapavaha piedstavovaly pficitani nebo
od¢itani zlomku od celého ¢isla a odpovidaly dnesnim vzorctim
b +0b
n ac

a - = .
Cc C

Pravidla pro zjednoduSeni tiid zlomkua bhaga-bhaganubandha a bhaga-bhagapavaha po-
psal Brahmagupta, viz [2], jeho pravidlu v soucasné symbolice odpovida zapis

a,c a_a(dxc) a dEc
b~d b b-d b d’
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pripadné

+

a ¢ a e /a C a a d+c f+te
b R (T . .
bod bt (b d b) b d | f ()

Kromé téchto tiid uvadéli néktefi autori jesté dalsi dve.

5. Bhaga-bhaga (vicenasobné zlomky) neboli vyrazy (a : g) nebo (% : %) Zapis byl

A
stejny jako pro tf¥idu bhaga-bhaganubandha, tedy | b |nebo 1
C
V zapisu se nikde neobjevoval zadny symbol pro déleni. To, ze se mé délit, vyplyvalo
ze zadani problému.!

6. Bhaga-matr neboli kombinace tvart uvedenych vysSe. Mahavira poznamenal,
ze téchto kombinaci muze byt 26. Zfejmé tedy uz byly znamé postupy na vypocet
kombinaci. I kdyz vyjadieni bylo jiné, vypocet odpovidal dnesnimu vzorci

C2(5) + C5(5) + C4(5) + Cs5(5) = (;) + (g) + (i) + (2) =10+10+5+1 = 26.

Sridhara ve své praci Pati-ganita, uvedl pitklad (Ex. 23, viz [3], [8]), ktery bychom
dnes zapsali jako

2 \4 4 "3 2 2 2 3 2 3)°

ve stfedovéké indické symbolice byl tentyz problém vyjadiren takto:

11111 1
41112 3
31| el
2 2
e . . . . e . |11

V zapisu je patrna jiz zminovand nejednoznacnost. Vyjadieni 44 mohlo
1

znamenat (% . %) stejnd jako (% + %), podobné zapis | 1 | mohl byt interpretovan jako
3

(1: 1), ale také (1%). Spravny vyznam zapisu bylo nutno poznat z kontextu podle
formulace problému.

V jiném piikladu (Ex. 19, viz [3], [8]) Sridhara demonstroval pravidlo pro zjednodu-
Seni zlomku t¥idy bhaga-bhaganubandha. Pozadoval vypocitat soucet

3+1 +1 3+1 +1 3—1—1 +1 3+1 +1+1 1+1 1+1 L
2 4 2 6 2 4 2 2 32 4\2 3 2)°

Tento vyraz byl zapsan do dvou sloupci.

1 Pouze v rukopisu Bakhshalz se nékdy pied piislugnou veli¢inu nebo za ni piidaval vyraz bha
(zkratka vytvofena ze slova bhajana nebo bhagahara, coz byly vyrazy pro déleni).
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O = = =W
—lw =N =

4

Pfi vypoctu se nejprve upravily vyrazy v ,horni buiice, zde se pouze vlevo seCetly
hodnoty 3+ % = %, ve spodnich bunikach se vzdy k ¢itateli pFicetl prislusny jmenovatel
a vSe se znovu zapsalo pod sebe, z Gspornych diivodi se novymi hodnotami vétsSinou
prepisovaly ty staré.

o e oo
oo N

Tim se ziskaly zlomky, které se v kazdém sloupci vynésobily podle vztahu (x).

245 | 20
48 | 24

Nakonec se zlomky pfevedly na spoleéného jmenovatele a secetly.

245 | 40 285
48 | 48 48

Sridhara vénoval specialni pravidlo pievodu mér, kdy mensi jednotky vyjadiil
pomoci vhodného zlomku jednotky vétsi. Metodu ilustroval na piikladu (Ex. 22,
viz [4], [8]), kde se méla penézita ¢astka 5 purana, 3 papa, 1 kakini, —1 varataka,

f% varataka vyjadfit pomoci hodnoty purana, pficemz platily vztahy

1 purana = 16 pana,
1 pana = 4 kakin,
1 kakine = 20 varataka.

Kazda ze zadanych ¢astek se vyjadfila pomoci predchozi, tj. 3 pana = 13—6 purana,
1 kakint = % pana, —1 wvarataka = 721—0 kakint a vSechny zlomky se zapsaly do
sloupce pod sebe, kde jako prvni byla uvedena hodnota % (5 purana) a jako posledni
f% (varataka). Zlomky se upravovaly shora, prvni dva se sloué¢ily, coz bychom mohli

vyjadrit v soucasné symbolice vzorcem

aic 1 ad:l:c.

b d b bd

Timto zlomkem se pak oba zlomky nahradily a cely proces se opakoval. Postupné se
tedy zapisovaly nésledujici hodnoty a vysledny zlomek se nakonec zkratil.
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5 83 333 6659 33294 16 647
1 16 64 1280 6 400 3200
3 1 ol ol

16 4 20 5
1 ol ol
4 20 5

ol ol

20 5

ol
5

Mahavira popsal jesté nékolik pravidel, v nichz poé¢ital s kmennymi zlomky, viz [7].

Tato pravidla se nevyskytuji v Zadné jiné praci, snad proto, Ze je ostatni nepovazovali
za uzite¢na a dilezita.

6. Zavér

Zlomky mély ve stfedovéké indické matematice dilezité misto, pravidla pro poéitani
se zlomky byla peclivé roztiidéna, podrobné popsana a demonstrovana na piikladech.

Li
(1
2]
3l

(4]
5]

[6]
7l

(8]
8]
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