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Pellova rovnice v indické matematice

Irena Sykorovd, Praha

1. Uvod

Jménem Pellova rovnice je oznacena neurcitd rovnice
2 2
ar? + 1=y, (1)
kde a je pfirozené ¢islo, které neni druhou mocninou. ReSeni (z, y) hleddme v oboru
celych cisel. Tato rovnice méa nekone¢né mnoho feseni, zfejma jsou tzv. trividlni feseni
(0,£1). Zobecnénou Pellovou rovnici rozumime rovnici
2 2
az® +b =y, (2)
kdea e N, /a¢ NabeZ.

Poprvé se Pellova rovnice ve tvaru
22% 41 =1y (3)
objevuje v fecké matematice, kde se pomoci zlomku £ hledala raciondlni aproxi-
mace V2. Dokonce uz v 8. stol. pf. n. 1. v praci indického ucence Baudhayany
nalezneme vyjadieni /2 ~ 37¢

408
I kdyz Baudhayana pravdépodobné k vysledku dospél jinou cestou, je zajimavé, ze

které ma spravnych pét desetinnych mist 1,41421.

Cisla x = 408 a y = 577 jsou FeSenim rovnice (3).

Také Archimedova tiloha o bycich vede na rovnici 32 = 4729494 z2 + 1, coz je
Pellova rovnice. Nejmensim celoc¢iselnym fesenim tohoto problému jsou ¢isla majici
vice nez 200000 cifer (viz napf. (8], [12]).

V Indii se fesenim Pellovy rovnice zabyvali zejména v 7. stoleti Brahmagupta a ve
12. stoleti Bhaskara. Prestoze indi¢ti matematici pocitali se zdpornymi ¢isly, FeSeni
rovnice (1), resp. (2) hledali v oboru pfirozenych ¢isel.

2. Indicka terminologie
Indové nazyvali rovnici (2) varga-prakrti nebo krti-prakrti (angl. square-nature). ')

Vétsina indickych matematikd uzivala termin prakrti k oznaceni pfirozeného koefici-
entu a, nékdy tomuto koeficientu fikali gunaka (nasobitel) ¢ zkracené guna. Cislo x

1) Varga nebo krti je vyraz, kterym Indové oznacovali druhou mocninu, prakrti znamena
podstata ¢i zaklad.
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nazyvali adya-maula (prvni kofen) a ¢islu y fikali antya-mala (druhy kofen). Nékdy se
objevily také vyrazy kamistha-pada nebo hrasva-mila (mensi kofen) pro x a jyestha-
-pada nebo jyestha-mala (vétsi kofen) pro y, i kdyZ ne vzdy musi platit < y. Pro
absolutni ¢len b byly pouzivany nazvy ksepa, praksepa Ci ksipti, pokud byl absolutni
¢len zéporny, fikalo se mu $odhaka (odé¢itaci). P¥i popisu rovnice oznacovali postupné
koeficienty a, b a neznamé x, y zkratkami pra, kse, ka, jye.

3. Brahmaguptovo reseni

Prvni vyznamné vysledky ve studiu rovnice (2) ziskal indicky matematik Brahmagupta
(598-670) téméf o tisic let diive, nez se ji vénovali matematici v Evropé. Brahmagupta
ve své knize Brahma-sphuta-siddhanta uvedl nékterd pravidla, kterd pak vyuzil pfi
feSeni. Napiiklad sloka 65 ve 12. kapitole obsahuje nasledujici pravidlo (viz [3]):

Koren [uréi] dvakrdt a [dalsi] z vhodného étverce mdsobeného ndsobitelem
[koeficientem a] zvétSengm nebo zmensenym o vhodnou konstantu. Soucin
prunich ndsobeny ndsobitelem s prictenym soucinem druhych je druhy koren.
Soucet soucinu krizem je proni koren.
Ptvodni formulace nejsou prili§ srozumitelné, vyjadiime je soucasnou symbolikou
ve tvaru lemmatu.
Lemma 1 (BrSpSi, xviii, 65, podle [3]). Necht rovnice ax?+b; = y*> m4 feseni (z1,y1)
a rovnice ax? + by = y* m4 feseni (xo,ys). Pak (z,y), kde
T=xy2+T2yr &y =axiTy + Y1y, (4)
je feSenim rovnice
ax? + b1by = y2.

Pfi popisu feseni indi¢ti autofi zapisovali kofeny a absolutni ¢len prvni rovnice,
kofeny a absolutni ¢len druhé rovnice do fadka pod sebou. Pak je i ndzornéjsi ,,soucin
kiizem® uvedeny v Brahmaguptové pravidle (viz [11]).

X Vi b1
X, Y2 bz

Indi¢ti matematikové nazyvali tuto metodu bhavana, n€kdy téz samasa bhavana
(princip sklddani). V pfipadé, Ze princip sklddéni byl provadén se dvéma stejnymi
rovnicemi se stejnymi kofeny, pouzival se termin tulya bhavana (skladani stejnych) na
rozdil od atulya bhavana (skladéni nestejnych).

Brahmagupta tvrzeni nedokazoval, jen doplnil nékolika pfiklady. Dikaz provedl az
v 16. stoleti komentator Brahmaguptova dila Krsna (podle [4]). %)

2) V Evropé dokazal Brahmaguptovo lemma anglicky matematik John Wallis (1616-1703).

36 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 56 (2011), ¢. 1



Diikaz: Oznacéime-li jako (21,y1) a (w2,y2) postupné feseni rovnic az® + b = 32,
ax? 4 by = 92, pak plati

ax? + by = y? a axi + by = y2.
Jestlize se prvni rovnice vynéasobi y2, dostaneme
aziys + biys = yivs,
kde se za y3 ve druhém €lenu dosadi z druhé rovnice
aziys + bi(az3 +by) = yiys,
tj.
ax%y% + abla:% + b1by = y%yg
Nyni se b; ve druhém ¢lenu nahradi rozdilem y? — ax?, tedy
ariy; +a(yi — axi)al + biby = yiv3,
tj.
a(ziy; + x3y;) + biba = yiys + a*afad.
Kdyz se k obéma strandm rovnice pri¢te 2axiz2y1y2, lze rovnici vyjadrit ve tvaru

a(x1ys + T2y1)? + bibe = (Y1y2 + axy2)?.

O
Dusledek 1. Je-li (29, o) feSenim rovnice az? + b = y2, pak (,y), kde

T = 2x0%Y0 a y = axi +v3, (5)
je feSenim rovnice az? + b% = y2.
V piipads, ze b = 1, jde o Pellovu rovnici (1). Pokud zname jedno jeji celoéiselné
feSeni (z9,yo), pomoci disledku 1 nalezneme dalsi celoéiselné feseni (z,y), kde
_ 2.2
T = 2x0Yo a Yy =azry+yp-

I kdyz timto postupem lze nalézt nekone¢né mnoho feseni, Brahmagupta sam vsak
nalezl vzdy jen jedno feSeni Pellovy rovnice. Poznamka o nekoneé¢ném poctu feseni se
objevuje az pozdéji u Sripatiho, Bhaskary, Narayany.

Brahmagupta také ukazal postup, kterym se feseni Pellovy rovnice ax? + 1 = y?
ziska pomoci feSeni rovnice ax? + b = 32.

Lemma 2 (BrSpSi, xviii, 66, podle [3]). Necht (z¢,y0) je FeSenim rovnice
ar® + b = y?. Pak (z,y), kde

2 2 2
xr = xgyo a Yy = 701‘%0;_ y() s (6)

je fesenim rovnice az? + 1 = y2.
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Diikaz: Tvrzeni plyne z lemmatu 1 a jeho disledku. Cisla x = 2zgyo a y = axd + 3
jsou FeSenim rovnice az® + b* = y?. Pak jen staci vydélit tuto rovnici b* a (%, %) je
fesenim rovnice az? + 1 = 2. O

V nésledujicim piikladu je feseni (¥, ¥) celociselné, i kdyz tomu tak obecné nemusi
vzdy byt.

Piiklad 1 (BrSpSi, xviii, 67, podle [3]). Brahmagupta pfedvedl popsany postup na
feseni rovnice
832 +1 =92

Reseni. Misto dané rovnice uvazoval rovnici
8322 — 2 =92,

kde zmeénil absolutni ¢len b tak, aby dostal celociselné feseni zop = 1 a yg = 9. Podle
diisledku 1 plati, Ze dvojice ¢isel z = 2zyo = 18 a y = 83x3 + y2 = 164 je feSenim
rovnice 8322 +4 = y2. Pak podle lemmatu 2 nalezl feseni ptivodni rovnice x = % =9
ay= 1% = 82.

Rovnice ax? + b = y? je zajimava zejména pro b € {£1,42,+4}. V tomto piipadé
1ze nalézt pomoci lemmatu 2 celo¢iselné feseni Pellovy rovnice az? + 1 = 3/2.

Pro ilustraci uvedeme odvozeni jen pro pripady b = —2 a b = 4, ostatni lze nalézt
napf. v knize [4].

Je-li b = —2 a dvojice piirozenych &isel (xg,%0) Fesenim rovnice ax? — 2 = y2, pak
podle (6) a s vyuzitim vztahu az? = y3 + 2 plati:

v 2z0yo ard +y2  2y2 +2 2

5~ ToYo a Y= B = yo+1

jsou TeSenim Pellovy rovnice (1). Znaménko se zanedbévalo, stafi indi¢ti matematici
uvazovali jen kladné feSeni.

Je-li b = 4 a dvojice p¥irozenych &isel (zg,%0) je feSenim rovnice ax? + 4 = y?, tj.
azd = y2 — 4, pak &isla

x:25€0y0_$0y0 axd +ys  yd—4+yd  yg—2

1 2 ¢ —T 1 T 1 T2

jsou fesenim Pellovy rovnice (1). Cisla  a y jsou obé piirozend pravé tehdy, kdyz yo
je sudé. Kdyz yo je liché, x¢y musi byt také liché, jinak by nemohlo platit yo = az3 + 4.
Pro obé ¢isla xg a yo licha se aplikuje lemma 1 na dvé FeSeni rovnice (1)

I =

ZoYo 293—2 a p, =20 _ %
—2 y Y1 B 2 27112 9

Pak podle (4) ziskdme FeSeni

oo To% Yo o Yo —2 _ Toys +Toys — 20 _ Zolys — 1) 7
2 2 2 2 4 2
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2 2 2
_ o ZoYo o, Yo —2 Yo (o —Yvo , o —2)yo _ yolys —3)
y=a oyt s o g ®

coz jsou obé prirozena Cisla, protoze yo je liché.

Pro b = —4 se da podobné ukazat, ze kofeny lze najit ve tvaru

_ zoyo(yg + V(g +3)

(y3 +1)(yg +3) — 2
- .

a  y=(y5+2) 5 (9)

Toto Brahmagupta védél, napt. vzorce (7), (8) a (9) jsou popsény ve slokdch 69 a 71
ve 12. kapitole prace Brahma-sphuta-siddhanta. Nenajdeme zde vSak zadné odvozeni
vzorct ani ndznak dikazu.

Brahmagupta tedy fesil Pellovu rovnici az? 41 = y? tak, Ze nejprve nalezl pfirozena
feSeni pomocné rovnice

ar® +b=y*  kde be{£1,+2 44}, (10)

pak podle lemmatu 2 mohl nalézt nejen jedno, ale nekone¢né mnoho feseni Pellovy rov-
nice. Brahmagupta vSak nedokdzal vysvétlit obecné, jak zvolit pomocnou rovnici (10).

Sripati. Dalsim indickym matematikem, ktery se zabyval fesenim Pellovy rovnice, byl
Sripati (1019-1066), ktery ve své praci Siddhanta-sekhara uvedl jednoduché pravidlo,
podle néhoz nalezl racionalni feSeni Pellovy rovnice. P¥i tom vyuzival identity

2 2

a-1>+(m*—a)=m nebo a-1° —(a —m?) = m?,

kde m je libovolné ¢islo. Pak rovnice
azx® + (m? —a) = y*

ma feSeni g = 1 a yg = m. A podle Brahmaguptova lemmatu 2 nalezl feSeni Pellovy

rovnice ve tvaru 9
2m m°+a
a Yy =

Tr =

m2 —a m2—a’

V nékterych piipadech lze timto zpisobem ziskat i feSeni z oboru pfirozenych ¢isel.

4. Bhaskarovo feSeni

Na Brahmaguptovu praci navazal indicky matematik Bhaskara (1114—1185), ktery
je zndm také jako Bhaskaracarya (Bhaskara uceny) nebo Bhaskara II na rozdil
od Bhaskary I (600-680). Bhaskara II popsal cyklickou metodu (cakravala),?)
coz je algoritmus, podle kterého se postupné hledaji celociselna reSeni rovnic
ax? + by = 2, ax? + by = y? atd., aZ se dostane rovnice, ve které je absolutni

3) Slovo cakravala v sanskrtu znamena kruh.
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¢len by, roven +1, +2 nebo +4. Pomoci celo¢iselného feseni rovnice (10) se potom
uzitim Brahmaguptova principu skladéani ziskalo také celociselné feseni Pellovy rov-
nice ax? + 1 = y2.

Lemma 3 (BiGa, iii, 83-86, podle [3]). Necht (x1,y1) je celo¢iselné feSeni rovnice

r xz

ax? 4+ b, = y?, kde by je celé ¢islo. Pak dvojice

xr1m + ary +yim
x2:1Ty17 y2:1b713/1 (11)

je celociselnym feSenim rovnice

az® + by = 92, kde by =

a m je libovolné celé cislo.

Bhaskara IT uvedl pravidlo bez dtikazu. Je vSak vidét, Ze vyrazy (11) ziskdme podle
uvedenych Brahmaguptovych lemmat. Pouzijeme-li lemma 1 na feSeni (z1, y1) rovnice
ax? + by = y? a fefeni (1,m) rovnice az? + (m? — a) = y?, dostaneme, Ze

rT=xim-+y, y=ar;+y1m fesi rovnici  az® 4+ (m? — a) by = 2.

Pak podle lemmatu 2 plyne, ze dvojice

T1m+ ary +yim
) Y2
b1 bl

(12)

T =

m27a

je fesenim rovnice awz? + by = y?, kde by = A

Bhaskara jesté poznamenal, Ze ¢islo m je tfeba volit tak, aby ¢islo zo = %ﬁ'yl bylo
celé a rozdil |m? — a| byl co nejmensi. Miizeme tedy jesté predpokladat, ze ¢isla @1,
y1 a b1 jsou nesoudélné, protoze po zkraceni bychom dostali rovnici s mensi hodnotou
by. Pak disla
ary +yim m?—a

bo =
by 2 by

Y2 =

jsou také cela.
Vyjadiime-li y; ze vztahu pro xo ve vzorci (12) a dosadime do vztahu pro ys,
dostaneme

ary +y1m  axy + (xeby —xym)m m? —a
9 = = = MIg — 1 = MT2 "bQﬂH

by by b1

Nyni staci ukézat, ze by je celé. Pak musi i yo byt celé cislo.
Vyjadiime y; ze vzorct (12) a porovname

_ by —axy
Y1 = brza —x1m, =
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tedy
mbyzy — xym? = by Yo — A Xy

bi(maa — y2) = 21(m* — a)

b—l(mwg —12) =m? —a.
T

Cislo na pravé strané je celé, tedy i vyraz na levé strané musi byt celoéiselny. Protoze
¢isla by a 21 jsou nesoudélnd, musi byt celé =22— tedy i %:“ = bs.

Toto Bhaskara II védél, ale v jeho préci zadny dtikaz neni.

Bhaskarova cyklickd metoda spocivala v tom, Ze se nejprve misto dané rovnice
ax? + 1 = y? hledalo celo¢iselné feseni (z1,y1) rovnice ax? 4+ b; = 92, kde by bylo co
nejmensi. MoZn4 volba je takova, Ze g—i ~ \/a. Pokud b; ¢ {1,—1,2,—2,4, —4} nalezlo
se podle lemmatu 3 celo¢iselné feseni (2, y2) rovnice ax? + by = y2. Tento proces se
opakoval tak dlouho, dokud se rovnice neupravila do tvaru (11), tj. absolutni ¢len byl
roven +1, +2 nebo £4. DAl se pokracovalo podle Brahmaguptova principu skladani.

Bhaskara IT védél, i kdyz asi jen na zakladé zkuSenosti, Ze postup popsany jeho
metodou jednou skonc¢i. Po konecném poctu kroku se tedy ziskd takova zobecnéna
Pellova rovnice az? + b = y?, kde plati b € {1,—1,2, 2,4, —4}.

Bhaskara II ve své praci uvedl feseni néasledujicich ptiklada.

Piiklad 2 (BiGa, iii, 87, podle [3]). Ukolem je nalézt celodiselné feseni rovnice

6722 +1 =9

Bhaskara nejprve uvazoval ¢isla
=1, y =8 jako feSeni rovnice ~ 67x% —3 =y* (b = —3).
Podle lemmatu 3 pak hledal takové ¢islo mi, pro které je feSeni rovnice

672> =
xr° + 3 Y
celoéiselné. Regeni je ve tvaru
1-m;+38 8my +67-1
Ty = ————, yp = — . (13)
-3 -3

Aby ¢islo zo bylo celé, my hledal ve tvaru m; = —3t + 1. Zaroven se pozadovalo,
aby rozdil |m? — 67| byl minimdlni, proto volil m; = 7 (t = —2). Dosazenim do rovnice

(13) dostal
To =5, yy=41 jako FeSeni rovnice 6722 +6 =19> (by=6).
Opét podle lemmatu 3 hledal ¢islo mo tak, aby rovnice

m3 — 67 9

6722 + 5 =y
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meéla celociselné feseni. Protoze feSeni je ve tvaru

_ Bma 41 _ 4lmy +67-5

_— 14
6 ) Y3 6 ) ( )

T3

¢islo ma muselo vyhovovat podmince mg = 6t + 5 s minimélnim rozdilem |m3% — 67|,
a tedy mo =5 (¢t = 0). Podle vztaht (14) ziskal hodnoty

xz3 =11, y3 =190 jako TeSeni rovnice 672> —7=1vy> (b3 =—T7).
Nyni znovu podle lemmatu 3 hledal ¢islo m3 tak, aby rovnice

m3 — 67 9

6722 + — = Y

méla celociselné reseni. Reseni je ve tvaru

11ms + 90 90ms3 4+ 67 - 11
T3 = ——, Ys = —————. (15)
-7 -7
Pro ¢&islo mg3 platilo, Ze m3 = —7t + 2 a rozdil |m3 — 67| je minimélni, a tedy msz = 9
(t = —1). Z vyjadfeni (15) pak plyne, ze
Ty =27, yq =221 je TeSenim rovnice 6722 —2=19> (by=—2).

V dalsim kroku hledal celociselné feSeni rovnice

6722 —2 =y
To je rovnice s absolutnim ¢lenem by = —2, proto dal postupoval podle Brahmagup-

tova principu sklddéni. ReSenim ptvodni Pellovy rovnice 6722 + 1 = 42 jsou tedy
¢isla ) )
2-27-221 221° + 67 - 27

T=—p = 5967 a Y= %

I feseni nasledujiciho prikladu popsal Bhaskara II.

= 48 842.

P#iklad 3 (BiGa, iii, 87, podle [3]). Ukolem je nalézt celo¢iselné feseni rovnice

6122 +1 = >

Bhaskara nejprve uvazoval rovnici
6122 + 3 = /> s feSenim z7 =1,y =8 (by =3).
Uzitim lemmatu 3 pak hledal takové ¢islo my, pro které ma rovnice

m2 — 61 9

6122 + 3 =y
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celociselné teseni. Toto Teseni je ve tvaru

_ 8my+61-1
3 ’ - '

3 (16)

L2 Y2
Pak hledal m; tak, aby x5 bylo celo¢iselné a rozdil |m? — 61| byl minimaln{. To nastane

pro m; = 7. Dosazenim do (16) tak dostal
23 =>5, 1y =39 jako feseni rovnice 6122 —4 =1y? (by = —4).

Pak podle Brahmaguptova lemmatu 2 (principu sklddani) nalezl nejmensi celoéiselné
feseni rovnice 612 + 1 = 32, tedy = = 226153980 a y = 1 766 319 049.

Uvedené priklady ukazuji i zna¢nou pocetni zruénost indickych matematikt a jejich
jistotu pri pocitani s velkymi ¢isly.

Narayana. Na Bhaskarovu praci navazal dalsi indicky matematik Narayana (1340 az
1400), ktery piedlozil dalsi piiklady. Ve své knize Bijaganita pomoci cyklické metody
nalezl napiiklad feseni x = 22419, y = 227 528 rovnice 103 2% + 1 = 32,

5. Zavér

V Evropé podnitil zdjem o Pellovu rovnici Pierre de Fermat (1601-1665), ktery v roce
1657 zveiejnil vyzvu na nalezeni nejmensiho celoéiselného feseni rovnice 612241 = 32,
stejné rovnice, jejiz feSeni popsal Bhaskara (viz napf. [9]). Na tuto vyzvu zareagovali
mimo jiné i francouzsky matematik—amatér Bernard Frénicle de Bessy (1605-1675),
anglicky matematik John Wallis (1616-1703) a irsky matematik William Brouncker
(1620-1684), jehoz metoda Feseni je v podstaté stejna jako ta, kterou pozdéji piesné
popsal Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) a ktera vyuzivala Fetézové zlomky.

Leonhard Euler (1707-1783) dokézal Brahmaguptovo lemma a poloZil zdklad feSeni
Pellovy rovnice pomoci fetézovych zlomkt. Kompletni teorii feSeni vypracoval a pub-
likoval v roce 1771 J. L. Lagrange. Dokézal, Ze Pellova rovnice mé nekone¢né mnoho
feSeni pro kazdé a (a € N, \/a ¢ N), rovnici fesil pomoci vyjadreni &isla y/a fetézovymi
zlomky.

Pellova rovnice dostala své jméno vlastné omylem. Zaslouzil se o to L. Euler, ktery
ji chybné pfisoudil anglickému matematikovi Johnu Pellovi (1611-1685), pfestoZe neni
prokézano, ze by se J. Pell feSenim této rovnice podrobné&ji zabyval (viz [5] a [1]).
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O prvnich spojitych singularnich funkcich

Libor Koudela, Pardubice

Jednim z nejvyznamnéjsich objevii, kterych bylo v matematice na prelomu 19. a
20. stoleti dosazeno, je Lebesgueova teorie integralu. Henri Lebesgue (1875-1941) ji
v ucelené formé poprvé predstavil ve své doktorské disertacni praci Intégrale, longueur,
aire, ktera byla publikovana roku 1902 v Casopise Annali di Matematica. Jeji kostru
tvorily vysledky, které byly prezentovany pafizské Akademii v letech 1899—-1901 a
uvetfejnény v Comptes Rendus. O své teorii doplnéné o nové vysledky a feseni pred-
nasel Lebesgue na College de France v akademickém roce 1902 —1903; jeho prednasky
byly publikovany roku 1904 pod nazvem Lecons sur l’intégration et la recherche des
fonctions primitives.

Vyznamnou roli v Lebesgueové teorii hraji tzv. singularni funkce. Singuldrni funkct
se nazyva (viz [8, s. 170]) funkce f definovand v intervalu [a,b], kterd neni v [a,d]
konstantni a pro kterou plati f’(z) = 0 skoro vsude v [a,b]!). Prvni spojité singularni
funkce byly objeveny dvé desetileti pred publikovanim Legons. Jsou spojeny s pocatky
teorie mnozin a s myslenkami, které utvarely moderni analyzu.

1) Definice singularni funkce se u rfiznych autortt mohou lisit. Casto se navic pozaduje
(napt. Jarnik [7, s. 368]), aby funkce f méla v intervalu [a, b] kone¢nou variaci.
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