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Hratky s geometrii, ¢isly a maticemi

Miroslav Fiedler, Praha

1. Geometrie

Je dobfe zndmo, Ze trojuhelnik je uréen (aZ na polohu) tfemi stranami. Jsou-li délky
stran a, b, ¢, pak ciselné je podminka existence vyjadfena kladnosti cisel a, b, ¢, a
trojuhelnikovymi nerovnostmi a < b+ ¢, b < a+c¢ a ¢ < a+ b. Tyto nerovnosti
lze zapsat i jednou nerovnosti 2max(a,b,c) < a + b + ¢, anebo také ,algebraicté&jsi
nerovnosti —a? — b* — ¢t + 2a%6% + 2a%c? + 20°c* > 0 (leva strana je totiz rovna
(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)).

Méné je znamo, jaké jsou nutné a postacujici podminky pro to, aby ze Sesti délek
hran bylo moZno sestrojit ¢tyfstén. Uréité nestaéi trojihelnikové nerovnosti (pro¢?).
Abychom problém lépe zformulovali, budeme délky oznaCovat dvojicemi rdznych
indexu: dlg,d137d14,d23,d24,d34, a dika 7 7& k, mé byt délka hrany A7Ak étyfsténu
S VI’ChOly Al, AQ,Ag a A4.

Uvedeme nyni nékolik vét, které dokazeme pomoci matic v druhé ¢asti.

Véta 1. Nutna a postacujici podminka pro existenci ¢tyrsténu je:
diym179 + dism173 + diy 2174 + da30x3 + +d3s 2014 + d3T374 < 0, (1)

kdykoliv x1, x2, T3, x4 jsou redlna cisla spliujici x1 + xo + x3 + x4 = 0.

(Vsimnéte si, Zze z této podminky plyne i nenulovost: pro z; = 1, 22 = —1,
x3 = x4 =0 dévé (1), Ze d3, > 0.)

Ctyistén mé Sest vnitinich @hléi (mezi sténami). Proti kazdému z nich je jedna
hrana. Ptejme se, které vnitini thly mohou byt ostré, které tupé a které pravé.
K charakterizaci uzijeme obarveni protéjsich hran: Je-li vnitini thel ostry, obarvime
protéjsi hranu cervené, je-li tupy, modfe a je-li pravy, bile.

Plati pak:

Véta 2. Obarveni je mozné tehdy a jen tehdy, spojuji-li ervené hrany vsechny
vrcholy. (V§imnéte si, Ze totéZ je splnéno i u trojuhelnikal! Plati to i ve vicerozmérnych
prostorech u tzv. simplexi.)

7 této véty ovSem plyne:

Véta 3. Kazdy ctyfstén ma alespon tii vnitini uhly ostré, a také, ze existuji Ctyrstény,
které maji tfi vnitini hly ostré a zbylé tii pravé.

Prof. RNDr. MirROSLAV FIEDLER, DrSc., Ustav informatiky AV CR, v.v.i., Pod vodéren-
skou vézi 2, 182 07 Praha 8, e-mail: fiedler@cs.cas.cz

Upraveno z prednasek prednesenych v ramci Dne otevienych dvefi v Matematickém tstavu
a Ustavu informatiky AV CR.
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O téchto poslednich mtzeme fici, ze jsou dvou typt: u prvniho jdou ty t¥i ¢ervené
hrany z jednoho vrcholu (jako v rohu mistnosti). Druhy typ je zajimavéjsi. Dostaneme
jej, zvolime-li na kvadru jednu hranu, napf. AB, z bodu B pokracujeme dalsi hranou
BC a z bodu C dalsi hranou C'D tak, aby hrana C'D byla kolma na obé ptedchozi.
Ctyistén s vrcholy A, B, C a D s uvedenymi tiemi Cervenymi hranami bude ten
ybravouhly“ druhého druhu.

(Vsimnéte si, Ze 1 prvni typ se stejnym zptisobem vejde na kvadr. U druhého typu je
stfed nejdelsi hrany stifedem opsané kulové plochy ¢tytsténu, obdobné jako u pravo-
hlého trojuhelnika.)

Véta 4. Pravouhly ctyrstén druhého typu je charakterizovan i tim, ze vSechny jeho
stény jsou pravouhlé trojihelniky.

Véta 5. Pravouhly ctyistén druhého typu se stejné dlouhymi cervenymi hranami
ma4 i vlastnost, ze z Sesti (presnéji t¥i a t¥i zrcadlové soumérnych) takovych lze slozit
krychli.

Cty¥stén nazyvame netupouhly, je-li kazdy jeho vnitini thel ostr§ nebo pravy. Pak
plati:
Véta 6. Kazda sténa netupotiihlého Ctyfsténu je netupouhly trojihelnik.
Netupouhlé simplexy maji zajimavou interpretaci v elektrickych odporovych sitich.
Predstavme si ¢ernou sk¥inku s vyvody. Jaké mohou byt mezi vyvody odpory, vime-li,
Ze uvnitf jsou jen odporové elementy a vSe je propojené?

Véta 7. Matice moznych odporii je stejna jako matice moznych ¢tvercti vzdalenosti
mezi vrcholy néjakého netupouhlého simplexu (tedy pro n = 4 netupouhlého ¢tyi-
sténu, apod.).

Velmi zajimavy (a prekvapivé i dilezity pro praktické vyuziti) je problém rozlozit
krychli (anebo cely prostor) na ostrouhlé ¢tyfstény (ty maji v8echny vnitini thly
stén ostré). Podarilo se to [3], avSak pocet pouzitych Gtyfstént pro rozklad krychle
prevysuje 1300.

Metody prace v geometrii jsou bud syntetické, nebo analytické. Ty druhé maji
vyhodu, Ze je lze zobecnit i na vicerozmérné objekty, v nasem pripadé€ na jiz zminéné
simplexy. Ty v8ak vyzaduji aparat n-clennych vektortu a prislusnych matic.

2. Matice

Pro uplnost zopakujeme, Ze matice je (obecné obdélnikova) tabulka (zpravidla) ¢isel,

napft.
2 -1 3]
3 (2)
|: 2 0 T
je matice s dvéma Fadky a tfemi sloupci. Matice lze s¢itat (zvlasté na jednotlivych
mistech) a také nasobit, pokud prvni matice (ndsobeni neni obecné komutativni) ma

stejny pocet sloupct, jako ma druha matice fadka. Nasobime pak kazdy radek skaldrné
(viz déle) s kazdym sloupcem a vysledek zapiSeme na piislusné (protinajici se) misto.
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Je-li napf. A matice z (2) a B matice

3 2
0 7
pak soucin AB je matice
-2 26
- (4)
FNs

Dulezité jsou matice o jediném sloupci, tzv. sloupcovy vektor, matice ¢tvercové (pfi
stejném Fadu je mozné je s¢itat i ndsobit), ddle matice nulové (sloZend jen z nul) a
tzv. matice jednotkova. Ta je ¢tvercova s jednickami v diagonéle a nulami jinde; napt.

0 1
ovSem spravného fadu, se matice M nezméni. K nékteré (vzdy ¢tvercové) matici,
ozna¢me ji napf. A, existuje matice B tak, Ze soucin AB je matice jednotkové (ostatné

1 0 o P . . L
{ ] . Pfi nasobeni libovolné matice M matici jednotkovou, zprava nebo zleva,

pak BA je také jednotkovd matice). Pak fekneme, Ze B je matice k A inverznd; matice
A se pak nazyva requldrnd.

Je dobfe zndmo (i ve Skolské matematice), Ze soustava n linedrnich rovnic o n
neznamych ma vzdy pravé jedno feSeni, je-li matice soustavy regularni, a to se stane,
pravé kdyz determinant soustavy je nenulovy. Inverzni matici mizeme pak spocitat
napf. feSenim soustav linearnich rovnic s touto matici soustavy a pravymi stranami
zvolenymi jako sloupce jednotkové matice.

Zékladem pouziti matic v geometrii budou pro nas tzv. Gramovy matice soustavy

vektordl; pro n = 3 jsou vektory trojice soufadnic radiusvektoru v ortonormalni
soustavé soufadnic a obecné to je takova n-tice. Dvéma vektortim pfifazujeme jejich
tzv. skaldrni soucin: pro vektory u = (u1,ug,...,u,) a v = (v1,vs,...,0y,) je to &islo
w101 + ugve + - - - + upv,. Budeme je znadit (u,v). Gramova matice G(a,b, ..., z) vice
vektorid a,b, ...,z je pak ¢tvercova symetrickd matice ze skaladrnich soucint

(a,a)y {a,b) -+ {a,2)

b b,by - (b

G(a,b,...,z) = (b,a) (b,b) (b, 2) ) (5)

(za) () o (22)

Tato matice je u linearné nezavislych vektort vzdy tzv. pozitivné definitni, coz zna-
men4, ze hodnota ptislusné kvadratické formy, je-li pocet ¥adki n, (a,a)z? + (b, b)a3 +
+ o+ (2, 2)22 + 2(a,b)x129 + -+ + 2(a,2)2127, + -+ kladnd pro kazdou volbu
realnych ¢isel x1,xa, ..., x,, ne vesmés nulovych. A plati i obracené: Je-li ¢tvercové
realna symetricka matice pozitivné definitni, pak existuje soustava linearné nezavislych
vektort, jejichz je dand matice Gramovou matici.

Jsou-li vektory linedrné zavislé (je-li napf. jejich soucet nulovy vektor), jsou i Fadky
(a ovSem i sloupce) Gramovy matice stejné linedrné zavislé (v uvedeném piikladu
soucet Fadki je nulovy fadek). Matice (5) je pak pozitivné semidefinitni, tj. kvadraticka
forma muze mit i hodnotu nula.
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To umoziiuje pouzit vlastnosti pozitivné definitnich matic ke studiu geometrickych
problémti. Ukazme to nejprve na tvrzeni z véty 1. Necht A;, Ao, A3, A4 jsou vrcholy
Ctyisténu. Zavedme v prostoru néjakou pravothlou soustavu soufadnic. Necht bod

P . o Y . k k k . v,
Aj mé v této soustavé soufadnice (a1, as,as), k = 1,2,3,4. Protoze body Ay nelezi
v roviné, je
1 4 1 4 1 4
ay —aip a2 —daz az—as
2 4 2 4 2 4
det ap —a; a2 —az az —as 7’é 0. (6)

3 4 3 4 3 4
ay—ay az—az az—as

Nyni budiz x1, z2, x3, x4 libovolna nenulova ¢tverice realnych cisel, jejichz soucet je
nula. Potom je

2
dipTix, = E

4 4
ik=1 ik=

Zde vsak nemuze nastat rovnost. Pak by totiz pro nenulovou soustavu ¢isel
1, T2, T3, x4 platilo

4
Z akaxk =0 pro a=1,2,3, (7)
k=1

hE

k=1

Po dosazeni 24 = —(z1 + x2 + x3) do (7) dostaneme, ze fadky matice v (6) by byly
linedrné zavislé, ve sporu s (6). Tim jsme dokazali nutnost ve vété 1.

Abychom dokazali, Ze podminka je i postacujici, predpoklédejme, Ze o ¢islech d2,
plati uvedena podminka. UkaZzme nejprve, ze o Cislech

1
§(d(2)¢,4+d§,4 _diﬂ)7 O[,B = 172737 (8)

Cap =
plati, Zze kvadraticka forma " 5=1Capalp je pozitivné definitni (aovSem cap = Cga)-

Nechf totiz x1, x2, x3 je libovolnd nenulovd trojice redlnych ¢isel. Definujme
Ty = — Zi:l Z. Podle predpokladu je pak Zf w1 22y < 0. Avsak

22 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 1



M=

dl-zk.’bil'k = Z d Bxal'g + 2(E4 Z d adla
i,k=1 ﬁ 1

= Z daﬁxaxg -2 Z g Z da4xa

a,f=1

= -2 Z CaBTals.

a,B=1
Odtud ZZ,,B:I CapTatp > 0 a tvrzeni je dokdzano.

Podle uvedené véty existuji v trojrozmérném prostoru FE3 tfi linedrné nezavislé
vektory ¢y, ce a c3 tak, Ze o jejich skalarnich soucinech plati

(Ca)Cp) = Caps a,f=1,23.
Zvolme v E3 bod A4 a definujme body A;, As a Az vztahy
Ay = Ay + co, a=1,2,3.
Nyni jiz zbyva jen dokazat, ze
di, = |A; — Ag?, ik =1,2,34. (9)
To plati pro k = 4: pak |[A, — A4]* = (Ca)Ca) = Caa = d2 4 Pro a = 1,2,3 podle

(5),aoviem iproi=k=4.Jelinynii <3, k<3 ai#k (proi=Fk (9) plati), pak
skutecné

|A; — Apl? = (¢; — ey ci — i) = (ci, i) — 2{cis cr) + (cr ) = di..

Dosadime-li za x4 ze souc¢tové podminky —(z1 + 22 + 23) do (1), dostaneme po
upravé a obraceni nerovnosti ekvivalentni tvrzeni

diyx} + d3,x3 + digas + (d7y + d3y — diy) i+

(10)
+ (d3y + d2, — d33)xiws + (d3, + d2, — d3s)zaxs > 0

pro vSechny nenulové trojice redlnych ¢isel x1,xq, 3. To znamend (musime ndsobit
dvéma), ze ekvivalentni vyrok je:

Matice
2d3, A3y +d3, —diy  diy+d3, —di
d§4 + d2§4 - dgz ) 2d§4 ) d3, + d%; —d3; (11)
diy +d3y —diz dyy +d3y —dis 2d3,

je pozitivné definitni.
O pozitivné definitnich maticich je mj. znamo, Ze jsou mezi readlnymi symetrickymi
maticemi charakterizovany tim, Ze determinanty prvniho, druhého atd. fadu v levém
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hornim rohu matice jsou vSechny kladné. (Tzv. Sylvestrovo kriterium.) V naSem
pripadé to znamena:

Véta 8. Nutna a postacujici podminka pro existenci ¢tyfsténu s hranami délek d;j,
je, ze (d14 je vzdy kladné) oba determinanty

2d3, d?, +d3, — dfy
Ay +d3, — df, 2d3, ’
, 2d2f4 , d?, + d% —d?, d1§4 + d?§4 — dlzg
d§4 + d224 - déz ) 261224 ) dy, + d3§1 —das
diy +d3y —diz dyy +d3y —dis 2d3,

jsou kladné.

Abychom dokézali vétu 2, potfebujeme k vektorim u; = A; — Ay, us = As — Ay,
ug = Az — A4 najit vektory vy, vy a vs tak, aby vy byl kolmy k us i uz, vo byl kolmy
k u; a uz a vs byl kolmy k u; a us. Navic by skaldrni soucin (u;,v;) mél byt roven
jedné pro i = 1,2, 3. Protoze kolmost vektortt y = (y1,92,¥3) & 2 = (21,22,23) v E3
v pravouhlych soufadnicich je vyjadiena vzorcem y;21 + y222 + ysz3 = 0, je feSenim

11 1 R o, .
pro vy ten vektor (vi,vs,v3), ktery splituje soustavu linedrnich rovnic

1,2 4 1,2 4 1,2 4

v1(a1 — a1) + v2(ag — az) + v3(az —az) =0,
1,3 4 1,3 4 1,3 4

vl(al — (ll) +’U2((12 - CLQ) + ’Ug((lg - ag) = 0,
11 11 11

V11U + vous + wv3usg =1;

L1 1 4 1 1 4 1 1 4 .
protoZe u; = aj — a1, Uz = Ay — Az, Uz = az — as, je podle (6) determinant soustavy
nenulovy a feSeni existuje a je jediné.
. 2 2 2 3 3 3
Obdobné existuji vektory ve = (v1,02,03) a vs = (U1, V2, U3).

Celkem tedy dostavame: vektory vy, ve a v spliuji
(ui,v;) =1 proi=1,2,3, (u;,vj) =0 proi #j,i,j =1,2,3. (12)

Jesté definujeme vektor vy vztahem vy = —(v1 + vo + v3). Plati nyni

Véta 9. Necht vy, va a v jsou vektory z (12). Pak kazdy z vektord v;, i = 1,2, 3,4,
je kolmy ke sténé ¢tyfsténu protéjsi k vrcholu A;, a pfitom vektory —wv; jsou vektory
vnéjsich normél ¢tyfsténu v tom smyslu, Ze polopfimka A; + A\(—v;), A > 0, proting
protéjsi sténu.

Kolmost v1, v a vz k pfislusnym sténdm plyne z (12), protoZe v; je kolmy ke
dvéma linedrné nezavislym vektortim us, us protéjsi stény, atd. Ze jde skuteéné o vnéjsi
normalu, plyne pro v takto: pfimka A; + A(—wv;) protne sténu A; A3 A4 (pokud viibec)
v bodé& tvaru Ay + pus + quz. AvSak Ay + A\(—v1) = Ay + pus + qus skuteéné nastane:
muzeme to prepsat do tvaru

Uy — pug — quz = AU (13)
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to je jisté splnitelné pro néjaké p, ¢ a A, protoze ui, us a uz jsou linedrné ne-
zavislé (nekomplandrni). Nésobme (13) skaldrné (to lze!) vektorem wv;. Dostaneme
1 = Xuwy,v1), a protoze (v1,v1) je kladné, je i A kladné a tvrzeni ve vété je pro
v1 dokézano. Obdobné to plati pro vs a ws. Dokazme nyni kolmost vy k roviné
A Ay A3, Stadi dokézat, Zze vy je kolmy k vektorim ui;—us a wup—ug této roviny.
Avsak (vgq,u; — ua) = (—(v1+va+vs),u; — us), coz podle (12) dévd po roznisobeni
nulu. Stejné se dokaze kolmost vy k w3 — ug. Ovéfeni toho, Ze vy je vnéjsi norméla,
prenechame ¢tenari.

Je geometricky patrné, Ze thel vektort v; a vj, ¢ # j, je vyplitkovy (do 180 stupni)
k vnitinimu ahlu stén proti A; a A;. Protoze kosinus tthlu ¢ vektorti y a z je roven

(y,2)

Vi Viz2)

rozhoduje znaménko skalarniho sou¢inu (v;,v;) o tom, zda vnitini thel ¢;; mezi
protéjsimi sténami k A; a A; je ostry (je-li (v;,v;) < 0), tupy (je-i (vs,v;) > 0),
nebo pravy (je-li (v;,v;) =0).

Problém moznych ahla stén ¢tyfsténu jsme tedy prevedli na ekvivalentni problém
moznych znamének prvkt Gramovy matice vnéjsich normal

cosp = (14)

Glorv2v3,va) = | 00 10 0) (g wg) (s, on) |- (15)

(va,v1)  (va,v2) (va,v3) (V4,04)

7 definice vektoru vs a piedchozi véty o Gramovych maticich plyne, Ze matice
G(v1,v9,v3,v4) mé soufet Fadkl roven nulovému fadku.

Ukazme, ze nutna podminka pro znaménkovou strukturu takovéto matice je 1. klad-
nost diagondlnich prvkd, 2. symetrie, a 3. tzv. nerozlozitelnost zaporné ¢asti matice,
tj. matice vzniklé po nahrazeni vSech kladnych prvka nulami. Tato t¥eti vlastnost (pro
4-tadkové matice) znamend, Ze matice neobsahuje ani nulovou ¢ast typu

* 0 0 0
0 * % %
0 * * |’ (16)
0 % %= %
ani nulovou ¢ast typu
* x 0 0
* x 0 0
00 » |’ (17)
0 0 % «

a to ani po zdméné nékterych fadkh (a zaroven sloupcil); hvézdicka * zde znamena
libovolné ¢islo.

Prvni dvé vlastnosti jsou zfejmé. Treti dokdzeme sporem. Predpokladejme nejprve,
Ze zapornd ¢ast matice (15) obsahuje po néjaké zdméné nulovou éast typu (16). To
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znamend, Ze vSechny prvky na nulovych mistech jsou v ptivodni matici nezaporné (a
v diagondle kladné). Soucet fadkt by mél byt nulovy, ale na prvnim misté je kladné
Cislo, coz je spor. Necht nyni zdporna ¢dst matice (15) obsahuje po né&jaké zdméné
nulovou ¢ast typu (17). Necht prvni fadek odpovida v;, druhy v;. Nulové prvky v (17)
jako dfive znamenaji v puvodni matici nezaporné prvky. Protoze soucet fadkt ma byt
nulovy, je z prvniho sloupce (v;,v;) + (v;,v;) < 0, z druhého (v;,v;) + (vj,v;) < 0.
Sec¢tenim obou nerovnosti dostaneme po tpravé (v; + vj,v; + v;) < 0; leva strana je
¢tverec délky vektoru v; + vj, ktery je vzdy nezdporny. Proto v; = —wv;, coz je spor,
protoze vektory obou normal nemohou byt rovnobézné.

Lze dokazat [1, str. 28], Ze vlastnosti 1., 2. a 3. jsou i postac¢ujici pro znaménkovou
strukturu matice (15). Abychom dokondéili dikaz véty 2, ukazme, Ze z podminky 3.
plyne, ze se ve Ctyfsténu dostaneme z kazdého vrcholu do kazdého po cervenych
hranéch. Vyjdéme z A;. V prvnim fadku je podle (16) néjaky zadporny prvek — necht
je to na misté (1,2), takZze hrana A; Ay je ¢ervend. Kdyby ani z A, ani z As nevedla
Cervend hrana do dalsiho vrcholu, nastal by pfipad (17), coz neni moZné. Proto je
dalsi vrchol, napt. As, spojen s A; i Ay. Zbyly vrchol Ay je pak podle (16) spojen
s nékterym z piredchozich vrcholt, jak jsme chtéli dokazat.

Ze uz 74dné dalsi podminka pro obarveni neni, plyne z (nedokazovaného) obréceni.

Snad stoji za zminku, Ze ndsobime-li v matici (15) vSechny fadky a vSechny sloupce,
a to i-ty fadek ¢islem 1/1/(v;, v;), k-ty sloupec ¢islem 1/4/ (v, vi), dostaneme matici,
kterou podle vzorce (14) mizeme napsat jako

1 —COS12 —COSP13 — COS P14
— COS P12 1 — COS (P23 — COS Yoy (18)
—COS (P13 — COS P23 1 —cospszq |’
—COS (14 —COSPYaq — COSP3y 1

protoze thel ;1 je vypliikovy k thlu normal v; a vy.

Matice (18) je pozitivné semidefinitni, ma opét rohové determinanty do fadu 3
vCetné kladné, ale determinant celé matice je roven nule. Tyto vlastnosti aplné cha-
rakterizuji soustavu Sesti vnit¥nich thld étyrsténu.

Vétu 3 nemusime dokazovat, véta 4 byla jako priklad v matematické olympiadeé.
Vétu 6 by bylo mozno dokazat pomoci tzv. sférické trigonometrie, avSak teorie matic
umoziuje to dokazat algebraicky.

Ukazme nejprve, Ze Gramovy matice G(u1, ug, u3) a G(v1,va,v3) vektori z (12) jsou
vzajemné inverzni. Jak jsme jiz vidéli, lze vektor vy psat jako

V1 = C1U1 + C2U2 + Cc3U3.

Po skalarnim nésobeni vektory v1, ve a vs dostaneme podle (12) ¢; = (v1,v1), c2 =
= (v1,v2), c3 = (v1,v3), takZze celkem

vy = (v1,v1)u1 + (v1,v2)us + (v1,v3)us,

a obdobné
vg = (v2,v1)u1 + (V2,V2)us + (va,v3)us,

vg = (v3, v1)u1 + (3, Va)us + (3, v3)us3.
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Po skalarnim néasobeni kazdé z téchto rovnic vektory ui, us a ug odtud dostavame
podminky, Ze souéin G(u1,us,us) a G(v1,vs,v3) je jednotkova matice.

V teorii matic se (i v trochu obecnéj$im tvaru) dokazuje véta:

Véta 10. Mé-li pozitivné definitni matice vSechny nediagonalni prvky nekladné (tj.
< 0), pak inverzni matice je nezaporna.

Pro matici tfetiho fadu snadno dokazete: Je-li

a1 a2 G13
A= |axn ax ass
asy asz2 ass

reguldrni matice, pak inverzni matice je (determinant oznacime A)

bll bl2 b13
B= b21 b22 b23

bs1 b3z bas,

kde

1 1
b1 = Z(azzags — az3a32), bis = K(a13a32 — a12a33),

atd. (cyklicky a zdménou 1 a 2).

Je-li nyni A pozitivné definitni, je jednak a;x = ag; pro vSechna i, k, jednak také
a;; > 0, ajiape — a%k. > 0 a A > 0 podle Sylvestrova kritéria. Plati-li nyni a1 < 0,
ais § 0 a aog § 0, plyne odtud b12 z 0, bog z 01bys Z 0, a ovsem také b;; > 0.

Pouzijme vétu 10 na pfipad netupothlého ¢tyfsténu. Pro vektory vy, vs a v pak
plati, Ze Gramova matice G(v1,v2,v3) je pozitivné definitni a mé nediagonélni prvky
nekladné. Podle véty 10 je inverzni matice, tedy G(u1,us,us), nezdporna. Proto jsou
skalarni souéiny (u;,u;) nezaporné pro ¢ # j, i,j = 1,2,3., a tedy je kazdy vnitfni
tihel trojtihelnikovych stén pii vrcholu A4 ostry nebo pravy. Totéz plati (po vhodngch
zdménach) i u ostatnich vrchold. Tim jsme vétu 6 dokdzali.

Véta 5 je dobfe zndma. O ostatnich vétach odkazujeme na [1].

3. Ciselné matice

V predchozim odstavci jsme se zminili o feSeni soustav linearnich rovnic. Dnes je to
tlohou tzv. numerické matematiky, aby tuto ulohu (a mnohé jiné) fesila, ¢asto pro
podet rovnic nékolika tisic (i miliond). To je velmi slozité i na velkych podéitacich.
Nastésti mivaji matice takovych soustav, zejména, jde-li o zpracovani ,rozumného®
technického problému, dobré vlastnosti, napf. pozitivni definitnost, nebo obsahuji
velké mnozstvi (tFeba 90 procent i vice) nulovych prvka, apod.
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Neékdy vsak i zdanlivé jednoducha matice ptisobi problémy. Dobrou ukéazkou je tzv.
Hilbertova matice H, (ma n fadkl i n sloupci; piSeme ji takto obecné, jak je zvykem)

1 r 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 n
1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 n+1
1 1 1 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 n+2
H,=1|1 1 1 1 1 1 1
4 5 6 7 8 9 n+3
1 1 1 1 1 1 1
5 6 7 8 9 10 n+4
A L
- n n+1 n+2 n+3 n+4 n+5 2n—1 -

M4 velmi maly determinant, rovny % ((1)) (f) (i’) (3) (g) e (27:’__12) (25__11), takze soustavu
rovnic s touto matici uz pro n = 10 obvyklymi metodami nevypoctou ani velké
pocitace.

Pfipojujeme nékolik poznatki.

Poznatek 1. Determinant kazdé ¢tvercové podmatice (se souvislou mnozinou Fadki
i sloupcii) matice H,, je pfevracena hodnota celého ¢isla.

Poznatek 2. Vynasobime-li diagonalni prvky matice z Poznatku 1 a matice k ni
inverzni, je soucet druhych odmocnin z téchto v poradi lichych soucinii roven souctu
druhych odmocnin ze sudych soucinii v pripadé sudého poctu radki. V pripadé lichého
poctu fadku pievysuje prvni soucet ten druhy o jednu.

Napf. pro matici

(SN TRV
[ I RN
= o= U=

je inverzni matice
300  —900 630
—900 2880 —2100
630 —2100 1575

a druhé odmocniny ze soucinu diagonalnich prvkiu jsou 10, 24, 15. Skutecné 10+ 15 —
—24=1

Vsimnéte si, ze vynasobime-li obé matice prvkové, vyslednd matice mé radkové
soucty jedna:

100 —225 126
—225 576 —350
126 —350 225
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Poznatek 3. Tabulka

Ut B WIW NN R
Ao Wl I = = e
WIN NG RO = =W N
NJ00 [ = =0T NI Wl
RO = RN o ot B
— RO N[00 W oy Gt

ma podtabulky s jednickami v diagonale, napf¥. sudou

H© = N[O W]t
e N N Y

B WOt =W =
[SSIEN NI o R 3

kdy fadkové souciny I = 7%, Il = 21, Il = 45, I, = 313, sphiuji II; + II3 = I, +
+ 4 (= 521), a Iichou,

wWN o =
o = No
= RO Wi

kdy SOUéjﬂy H]_ = 7, H2 = 27, H3 = 21, Sp]ﬁu]f H]_ + H3 = H2 + 1.
Plyne to ze vzorce

(2 + 1) (w3 +21) - (T0 + 71) n (z1 +x2) (3 + 22) - (T0 + T2)
(2 —z1)(T3 —21) (T8 — 1) (21 — T2) (T3 — T2) -+ (T — T2)

i (@1 + ) (@2 +xn) - (Tp—1 + xp) [0 pron sudé,
(r1 — xp)(29 — ) - (Tpy_1 —x,) |1 pron liché,

kdykoliv x1, s, ..., x, jsou redlna ¢isla spliujici 0 < 21 < 9 < -+ < Zp.
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