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NAZORNE VYSVETLOVANI KAPITOLY O PARCIALNICH
DERIVACICH SLOZENE FUNKCE

ROBERT KARPE, Brno

Redakce otiskuje tento &lanek jako piispévek k metodice vyuky mate-
matiky na vysokych $kolach.

Necht jsou dany funkce (splitujici pfedpoklady pro tvofeni derivaci)

z=2z(u,v), u=u(x,y), v=r1o(x,).

Pii sestavovani parcidlni derivace, naptiklad 0z/0x, vyjdeme z formy uplnych di-
ferenciall pro tyto funkce '

_8_2 0z

dz .du + —.dv,
ou ov

du=~a—L£.dx+a—u.dy,
O0x dy

dv=a—v.dx+a—v.dy.
O0x dy

Zde mame dvé€ nezavisle proménné: x, y. Pfi parcidlnim derivovani podle x po-
vaZujeme vSak y za konstantu, proto za diferencialy dy dosadime do hofejsich rovnic
nuly. Sestavenim takto redukovanych rovnic obdrZzime

0z du 0z Ov
==, —.dx 4+ —.—

dz .
ou 0Ox ov 0Ox

.dx,
odtud

0z 0z oOu 0z ov

_— = — _+.__ —_

dx ou ox v ox

Misto dz/dx piSeme na levé strané rovnice 0z /dx, abychom tim naznaé&ili, Ze jde o de-
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rivaci funkce, jeZ mé vice nezavisle prom&nnych, z nichZ v§ak pouze jedna (znalena
ve jmenovateli) m&ni svou velikost.
Tento vyklad lze znazornit graficky porovnanim s Glohou z mechaniky: UvaZujme
o systému zdrojii (Gtverecky) a nadrzi (krouzky) propojenych potrubim (viz obr. 1).
Prirdstek v nadrZi z vyjadfime jako disledek pfirdstkd v na-
drZich u, v

dz=a—z.du+?£.dv.

ou ov

Podobng pfiristek v nadrzi u, (v) vyjadfime jako disledek
ptirGstkd ve zdrojich x, y
ou ou o ov

x y du=—.dx+ —.dy, dv=—.dx+ —.dy,
ox dy ox oy

Obr. 1. kde dx, dy atd. je oznaceni pro pfiristek kapaliny, du/dx,
Ov/dx atd. je oznadeni pro koeficienty umérnosti, jejichZ oka-
mZita velikost je zavisla napfiklad na okamZitém vnitfnim tlaku v pfisluSnych zdro-
jich, resp. nadrZich.
Pro jisty okamZik tohoto dgje lze tedy tyto koeficienty pokladat za konstanty —
stejné tak, jako jsou konstanty parcialni derivace v daném bodé.

JestliZe nyni piitokové potrubi od zdroje y uzavieme, bude dy = 0, takZe obdrZime

oz w0z

dz . . . .dx,
du 0x v 0Ox

odtud
0z 0z Ju +6z v

ox ou ox v ox
(Podil dz/dx lze tedy pokladat za koeficient umérnosti, pfedstavime-li si, Ze by existo-
valo jen jediné potrubi pfimo spojujici nadrZ z se zdrojem x tak, Ze pfi tom kvanta
sob& odpovidajicich dvojic dx, dz by byla tataZ jako za daného stavu. Platilo by pak
dz = 0z/0x . dx.)

Této analogie s danym matematickym pfikladem pouZijeme vSak nejen k ilustraci
ulohy, nybrZz hlavné k mechanizaci vypoctu.

Abstrahujeme z nikresu pfislusny graf: Vedlejsi graf rozloZime tak, aby se spoj-
nice neprotinaly:

N O\
<7 /NN
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Avsak na obr. 3 je uZ vlastné schéma, kterého lze pouZit k mechanickému sestaveni
parcialni derivace z danych rovnic. Je totiZ patrno, Ze pfirlistek v posledni nadrZi
vznika jako disledek pfirdstku ve zdroji za ucasti v§ech moZnych pFitokovych cest ze
zdroje do posledni nddrze. (Jednotlivé molekuly tekutiny proudi vZdy po kazdé
z t&chto cest.) Pochopit tento princip, znamena pochopit pravidlo pro pouZiti grafu
na obr. 3.

Ptiklad 1. Stanovte parcialni derivace 0t/0x, dt/dy . SloZené funkce je dana takto:
=t(u,v), u=u(p,qr), p=pxy z) X, y, z, jsou nezavisle prom&nné.

v=1(p,q), q=4q(x,z2),
r=r(yz)),

Sestavime podle zadani nikres a graf:

] ) 2

Obr. 4. Obr. 5.

Napf. parcialni derivaci 0t/0x sestavime s patrnosti vSech moZnych pfitokovych cest
ze zdroje x do nadrZe ¢ (obr. 4) neboli s patrnosti viech v&tvi, které pocinaji kofenem
t a kongi kloubem x. (Na obr. 4 vyzna&eno silngji.)

o _ ot ou dp ot owdg O do dp d o O
0x Ou 0p Ox Ou dq Ox dv dp Ox dv dq Ox
Obdobné
ot 0t du Op Ot du Or dt dv dp
5;—(9“.61).5 Ea—r(?y_ 50—5;5
Pifiklad 2. Stanovte Gplnou derivaci funkce

t=1[x, u(x), v(x,u), wx,u,v)].
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Zde je jedinou nezavisle prom&nnou x. Poznimka: Neni bez uZitku pro posluchace,
je-li jim takovy pfiklad ilustrovan nakresem — viz obr. 6. K mechanickému vypoctu

Obr. 6. Obr. 7.

postadi oviem schéma samotné — viz obr. 7. Schéma téZ umoZni, abychom vysledek
napsali co nejstruénéji, tj. s vyuZitim moZnosti vytknuti pfed zavorku. ‘

dt ot o du oOt]ov oOv du
)=t ==+ | =+ == |+
dx Ox oOu dx Odv|dox oOu dx

ot (ow ow du ow|[ov v du
+——+—. —+—[=+=.—=}.
ow | 0x ou dx oOv|dx oOu dx

Pro druhou parcialni derivaci sloZzené funkce by byla analogie z me-
chaniky sloZita a nepfehledna. Naproti tomu graf pofidime snadno a poslouZi nam
tim, Ze ziskdme prehled a kontrolu spravného feSeni, zvlasté pak u sloZitych prikladi.

Pro sestaveni grafu parcialni derivace vy§§iho f4du 1épe vyhovuje tato symbolika:
1, misto 0t/0x, t,, misto 92¢/(0xdy) atd.

Vyjdéme opét ze zadéni z = z(u,v), u = u(x,y), v = v(x,y). Vypoletli jsme,
e plati z, = z,.u, + z,.v,; tomu odpovida graf (kofen v krouzku)

B

MEéli bychom nyni stanovit z,, poetné i graficky. ReSme nejdftive tuto ulohu pogetng.
Uvedenou rovnici pro z, derivujeme podle y

X v

-X .

Zy = |z, . u, + z,. 0, , takZe
Zy = |z, . u,l, + |z, . v, , koneCn&
ny = |Zu|y - Uy + Zy. ‘uxly + |Zv|y - Uy + Zy - lvyly . (1)
UvaZime nyni toto: Je-li z = z(u, v), pak pfedpokladame, Ze je té% z, = z,(u, v)
atd. Napfiklad: z = e, pak z, = ¢“’.v atd. Samozfejmé existuji funkce, nap¥.
z=u.v, kde z, = 03 je jiz funkci pouze proménné v, tak¥e zde ji¥ z,, = 0. For-
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mule odvozena za hoiej§iho pfedpokladu plati vSak i pro tuto funkci, jenZe musime
pak napf. za z,, dosadit nulu, ¢imZ u€inime redukci obecné platné formule.

Proto tedy v nasi uloze napf. |z,|, utvofime obdobné jako z,, tj. pouZitim téhoZ
rozvétveni

/X u,/x
//“\y // N,
AN N,
N, Ny

N AN

y y

Bude tedy |z,|, = z,,.u, + z,,.v,; graf pro |z,|, vyfiaty z uvedeného rozvétveni
oznagime (vzhledem k dal¥imu) takto:

)

Podobné: Je-li u = u(x, y), pfedpokladame, Ze napfiklad téZ u, = u,(x, y) atd.
Proto |u,|, utvofime odbobné jako u,, tj. pouZitim téhoZ rozvétveni:
e a
u U,
\*y \y
. Bude tedy |u,|, = u,,; graf pro |u,|, vyfiaty z uvedeného rozvétveni ozna&ime (vzhle-
dem k dal§imu) takto:
eemmey. ©)

Nyni dosadime do (1) pfislu§né vyrazy; obdrzime

Zoy = (Zyy- Uy + Zyo - 0)  ty + 2, Uy + (Zyy - Uy + 2, . 0) .0, + 2, . Uy (4)

xy
Tim byla naSe tiloha podetné provedena. Zbyva nam provést tutéz ulohu graficky,
pfesné feceno: najit grafickou interpretaci uvedeného pocetniho postupu.

x misto u, atd.,

.Ozna&ime-li nyni v grafech (2), (3) z
budou tyto grafy zaznamenany takto:

u r_nisto Z, U

I
3

Zy Uy + Zyy . U, (2a)

u< graf pro |z,],

YR S— graf pro |u,|, = u,,. (3a)
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ProtoZe ¢lanky z u, u x (atd.) jsou jiZ soucasti grafu pro z,, Ize grafy (2a),
(3a) vsadit do grafu pro z,, obdobné jako byly vyrazy (2a), (3a) vsazeny do (1).

Timto zplsobem lze graf pro z, rozvinout na graf pro z,,:

Obr. 8.

Je to zfejmé orientovany strom, ktery se rozviji kaZdym dalSim derivovanim. Vétve
prvého derivovani jsou zde znaCeny plné, letorosty druhého derivovani ¢arkované.
(BudiZ mi v dalsim téZ dovoleno uZivat terminu jednorogni, resp. n-roéni strom.)

TéZ i v rovnici (4) oznadme tu¢né (slab&) pismena pFislusné prvému (druhému) de-
rivovani: .

z,=12,.u,.u, [1]

+2z,,.0,.u, [2] ¢leny vzniklé

derivovanim ¢lenu z,, . u,

+z,.u, [3]
+z,.u,.v, [4]
+z,.v,.v, [5] t derivovanimg&lenuz,. v,
+z,.v,, [6]

Z uvedeného lze abstrahovat toto obecné platné pravidlo:

1. Dvojro¢ni strom pro druhou parcialni derivaci sloZené funkce se vyvine z jedno-
ro¢niho stromu pro pfisluSnou prvni parcialni derivaci.

2. Z kazdého kloubu jednoroéniho stromu vyrostou letorosty druhého derivovani
tymZ zpasobem, jakym by vyristaly (k nezavisle prom&nné druhého derivovéni)
vétve prvniho derivovani z kloubu pfedchazejiciho.

3. Kazdému ukocenému letorostu dvojroéniho stromu odpovida pravé jeden Clen
druhé derivace, avsak spolu s timto letorostem musi byt brana v ivahu vZdy cela pfi-
slu$na vétev jednoro¢niho stromu.

Priklad 3. SloZena funkce je <addna podle pfikladu 1. Stanovte graficky t¢,,.
(Pouzijte schématu z obr. 5.)
Z grafu vyplyva (viz obr. 9)

158



1Moy _
- \ S T~
0 / ' P :\ Y
x p\ // r x
\ y’ E
Y 8 Y
9 7
Obr. 9
by = 1Upr Ty F Upp e D)) e D oo 1+
By By e Prye e et e e e (3)
+ oty oy U Uy Pt U ) 4 + (5
oty Uy Py PeF Ug e @y) e (6)
b (g o Ty F Ugp e DY) e e oo M+ ®
e T 9)
oty Uy DYV e G F Up e D) oo (10)
oty ry F Uy PV G Uy Pr) e (11) + (12)
1y Uy Pry e PP (13)
e (14)

Fotonasobife bez banék

se montuji do umélych druzic, nebot v kosmickém prostoru je vakuum lepsi, nez jaké lze vyrobit
na zemi. Katody se zhotovuji ze slitin berylia a chrému, jejichZ vlastnosti se neméni plisobenim
atmosféry béhem pobytu na zemi.
Ivan Soudek
Barevna televize v SSSR

se vysild v Moskvé od poc¢atku r. 1960 na 8. kanalu (nosna frekvence obrazu 191, 25 MHz, zvuku
197,75 MHz), a to systémem s pomocnou nosnou frekvenci pro barevny signal s f4zovou modulaci
ve dvou navzajem kolmych smérech. Sytém je kompatibilni, tj. obraz mtZe byt pfijiman i b&Znymi
televizory, oviem jen v &erné a bilé barvé. V Moskvé je instalovdno asi 40 pfijimacd. V Lenin-
gradé se vysila od dubna r. 1960 a od pocatku roku 1962 je tam v provozu vysila¢ podobny mos-
kevskému. V SSSR byly vyvinuty dva typy pfijimaéa s jednou obrazovkou pro barevnou televizi;
pfijimace nesou oznaceni Raduga a Temp—22. Oba maji obrazovky o uhlopti¢ce 53 cm s dirko-
vou maskou. Raduga ma 26 elektronek, 15 polovodiCovych prvki, pfikon 350 W a rozliSovaci
schopnost 350—400 fddek. Kromé toho byly vyvinuty tfi typy projekénich pfijimacéi, které maji
po tiech jednoduchych obrazovkach, které reprodukuji zdkladni barvy. Objem barevného televi-

zoru kteréhokoli typu zhruba odpovid4 krychli o hrang 70— 80 cm. (Radio und Fernsehen)
Ivan Soudek
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