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Konvexita
(2. cast)

Marcel Berger

6. Dvé algebraické operace na mnoZiné vsech konvexnich téles: dualita a
sCitani

Typicky vyvoj matematického chapani spoéivd v dosahovani stile vyssich Grovni
abstrakce vytvafenim struktur. Misto jednotlivych konvexnich téles budeme v této
1 v nésledujici ¢4sti studovat celou mnozinu viech téchto téles (Feknéme v prostoru
dané dimenze d); zavedeme na této mnoziné algebraickou a topologickou strukturu.
Pojem duality, ktery je v matematice velmi uzite¢ny (pfipomeifime Fourierovu analyzu,
homologii a kohomologii, . ..), bude zaveden v navaznosti na feseni praktického pro-
blému, totiz vypoctu objemu konvexniho télesa pomoci poéitace. Pokud se podivame
na vepsané polygony pro rovinné kiivky, vypada to jednoduse:

Obr. 29.
Ve vyssich dimenzich se vsak setkdame s prekvapenimi.
A. VYPOCET OBJEMU KONVEXNillO TELESA POMOCI POCITACE

Predpokladejme, Ze je konvexni téleso K popsano v poci-
taci pomoci pravidla nilezeni: zaddme-li bod z, pravidlo da
odpovéd na otazku, zda plati ¢ neplati z € K.

R. 1985 Lovész nalezl algoritmus polynomialné zavisly na
Case, ktery dava pro vol(K) dolni odhad, ktery oznacéime
vol(/). Zasadni problém spociva v tom, jak dobry je tento
odhad. V roce 1987 Barany a Fiiredi ukazali, zZe je to pl-
Obr. 30. na katastrofa. Dokazali, Ze pro vstupni data polynomialné

MARCEL BERGER: Convexity. American Mathematical Monthly 97 (1990), 650-678. Pre-
lozili IVAN NETUKA a JIii VLSELY Obrazky dle originalnich nAcrth narysovala ALENA
SAROUNOVA.

(2. ¢ast prekladu; prvnif ¢ast byla otisténa v minulém disle.)
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zavisla na d, feknéme pro n = d® bodi, nelze obecné dostat lepsi vysledek nez

vol(K) _ d N\
vol(K) = \2aelogd '
Pro ditkaz uvazujeme nejjednodussi konvexni téleso, tj. jednotkovou kouli B¢. D4

se dokazat, ze pro maximalni objem V(d,n) mnohosténu s n = d* body obsaZeného
v B? plati

V(d,n) < 2aelogd 42
vol(B4) = d ’

Myslenka diikazu je zhruba néasledujici: Podle Carathéodoryovy véty (viz ¢ast 8 E)
kazdy bod konvexniho obalu n = d* bodii lezi v n&jakém simplexu v R¢. Jsou-li
body vesmés v jednotkové vzddlenosti od pocatku, lze obdrzet jemné odhady objemu
takovych simplexii, pomoci jeho k-stén. Takovych situaci nastane pfi vyplhovani mno-
hosténu celkem (',; a faktor 1/k! pfibude z objemu k-rozmérného simplexu. Jemnost
spocéiva v chytré volbé k: k cili vede volba k jako celé &asti z d/2logn. Pak totiz
s ohledem na vzorecky uvedené na zacatku ¢asti 3 pro objem jednotkové koule B¢
a na vztah ('k') = n!/(k!(n — k)!) lze obdriet po vypoctu vyuzivajicim Stirlingovy
formule pro vypocet p! s velkym p potiebny vysledek. Stirlingova formule dava pro
p— oo

P!
—_— — 1
V2pr (p/e)?

Poznamendvame, ze elipsoidy jsou opravdu .nejhorsvi konvexni mnoziny z pohledu
uvedené nerovnosti. To dokdzal v r. 1951 Macbheath. Je-li dian pocet bodi n, pak pro
konvexni télesa K v daném prostoru R? je mez

sup{objem mnohosténu L C K o n vrcholech}
vol(K)

minimalni pro elipsoidy.

Stale vsak mame jesté jednu nadgji. Pokusime se odhadnout vol(K') zdola pomoci
veliéiny vol( /() definované pravidlem ndalezeni; dale se pokusime o odhad shora pomoci
veli¢iny vol(K') generované na zakladé pravidla nalezeni a pravidla oddélovdni; toto
pravidlo se da jednoduSe implementovat — kdyz poécital odpovidd ¢ K, podava
zaroveii informaci o poloprostoru, ktery obsahuje K (obr. 31).

Z Lovaszovych vysledkii plyne, Ze existuje polynomidlni algoritmus, davajici
vol(K) 2 vol(K). Navic

vol(K)

vol(K)
to je vSak Spatné pro velkd d. Bylo by vSsak moZné doufat v chytrou volbu bod#
k nalezeni dobré hodnoty vol(K)/vol(K).

To vsak znamend byt schopen si polirdt s body a poloprostory (resp., feknéme,
s afinnimi nadrovinami). To vSak je pfesné to, co ndm poskytuje klasickd dualita

< d!

b
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v euklidovskych prostorech. Koneény vysledek uvedeme ddle v &asti C (az v Casti B
vysvétlime tuto dualitu).

Nez viak skonéime s klasickou konvexitou, pfipomeiime, ze Minkowski dokdzal jesté
pred rokem 1900, ze kazdé konvexni téleso ma nejméné jednu opérnou nadrovinu H
(zde afinni) pro kazdy bod x lezici na jeho hranici (obr. 32).

K
\ ».‘of'.‘-’:."'-'-{{‘ S
. . “\ F— x H
Obr. 31. Obr. 32.

Tedy téleso K je celé obsazeno v jednom ze dvou uzavienych poloprostorii urcenych
nadrovinou /1. Ve vétsiné knili se toto nazyva Illahnova-Banachova véta, protoze Hahn
a Banach ji dokazali (mnohem pozdgji) pro nekone¢nérozmérny piipad. Tento zdkladni
vysledek pro studium konvexnich mnozin dava specidlné to, o éemz jsme se jiz zminili
v &asti 2: uzaviend konvexni mnozina je priinikem vsech uzavienych poloprostort,
. které ji obsahuji.

B. EUKLIDOVSKA DUALITA

Uvazujeme R? se standardni euklidovskou strukturou. Dualita mezi body R? a
odpovidajicimi afinnimi nadrovinami je geometricky definovana nasledovné:

Obr. 33.

Bodu z # 0 pfifadime pfimku 0z a nazveme nadrovinou H(x) dudlni k z, je-li
H(z) kolma na Oz a protina ji v bodé &’ takovém, ze Ox - 0z’ = 1. Obraceng, jestlize
H je libovolnd nadrovina neobsahujici pocatek 0, pFislusny bod x nazveme dudlem
(nebo pdlem) k H. Zjistéte sami v roving, co je dudlem priiseciku dvou p¥imek (v R?).
Algebraicky jsou véci mmohem jednodussi:

H()={yeR’: (z]|y) =1},

kde (- | -) znadf obvykly skaldrni soucin.

Poldrni (reciprocni) konvexni téleso K* k danému konvexnimu télesu K je bud
konvexni obal pélit véech opérnych nadrovin I/ tohoto télesa, nebo priinik poloprostori
vytatych nadrovinami, které jsou dudlni k nékterému z bodlt z K (samozfejmé, ze
musime pracovat s hrani¢nimi body mmoziny K'). Tato dualita je vyborn4, je-li K
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konvexni téleso obsahujici 0 ve svém vnitiku. V dalsim uvaZujeme pouze takova I .
Pak plati (K*)* = K.
Za priklady poslouzi:
(i) Jednotkova koule B¢ je svym vlastnim dudlem.
(ii) Dudly k elipsoidiim jsou opét elipsoidy; ovéite, Ze plati:

vol(E) vol(E*) = (vol(B%))* = *(d) .

(iii) Dudlem ke krychli je mnohostén nazyvany kiiZovy mnohostén. Presnéji, dudl ke
K =[-1,1]% je K* = konvexni obal bodii %e; (kde {e;} je standardni baze).

Poznamencjme zde, ze krychle ma 2¢ vrcholi, zatiinco kifZzovy mnohostén jich
ma pouze 2d. Déle je '

241 4d
- sy __ od _
vol(K) vol(K™) = 2 TE T
H K* N
x 1
_—-_:'.."lk."%
x(D) E
Obr. 34. Obr. 35.

(iv) Obecnéji, dudlem k mnohosténu je mnohostén, pticemz dualita zaméiuje vr-
choly jednoho za stény druhého.

C. ZPET K ODHADUM OBJEMU: INVARIANCE SOUCINU vol(K) vol(K™)

V této ¢asti pracujeme s konvexnimi télesy I, ktera jsou symetrickd podle pocatku.
Obrézek a zpiisob, jak Lovasz nachazi vol(K) a vol(K'), ukazuji, Ze mame-li spocist
vol(B%) jeho metodou, musime odhadnout

vol(B¢) N vol(R'™)
vol(BY) = vol(K) ’

kde K je jeden z mnohostént obsazenych v B¢, jako tomu bylo v &asti A. PFepisme
pravou stranu predchézejici nerovnosti do tvaru

vol(K) vol(ic*) ((X2BD)
0y vo°) (3 ) (vol(B4))*

Posledni dva ¢leny jsme jiz diive odhadli. N3 plan spocivd v chytré volbé K, tj.
v aproximaci B¢ takovou K, pro kterou je souin vol(K) vol(K*) velmi maly.
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Poznamenejme, Ze tento soucin nezavisi na linearnich transformacich K, protoze.
linedrni transformace ovlivni vol(K) faktorem det f a vol(K*) faktorem (det f)~!.
Mahler vyslovil domnénku, Ze pro vSechny mnoziny K a vsechna d plati

d
F(d) 2 vol(K) vol(K*) 2 7

priCemz vlevo nastava rovnost charakterizujici elipsoidy, zatimco rovnost vpravo cha-
rakterizuje krychle a kfizové mnohostény.

Uvazujeme Mahlerovu domnénku o rovnosti vpravo — pak se ale shora zminéné
nadéje rozplyva, protoze pak vidy plati

vol(K™) > d \*
vol(K) = (aelogd) ’
coZ plyne ze shora uvedenych vysledkii.

Jaka je dnesni situace s ohledem na Mahlerovu dvojitou domnénku? Odhad na
levé strané je presny a charakterizuje elipsoidy. Pro d = 2,3 to dokézal Blaschke a
s jistym omezenimi pro vsechna ostatni d obdrzel vysledek L. Santalo. To, Ze rovnost
charakterizuje elipsoidy pro viechna d, dokdzal Saint Raymond teprve v r. 1981. Pfesna
hodnota odhadu vpravo neni zndma dodnes ani pro d = 3. Je zndma jen pro d = 2
(zkuste si to dokazat a zdhy pocitite, Ze obtiZe nastdvaji i v tomto piipadé). V r. 1985
J. Bourgain a V. Milman ukazali, Ze Fadova velikost Mahlerova odhadu je v pofadku.
Existuje ¢ > 0 tak, ze pro viechna K a vSechna d plati

d

- ok c
vol(K) vol(K™) 2 Tk

Z toho plyne, Ze chyba ve vypoctu objemi bude muset byt tak $patnda, jako

d \*
¢ logd) °

Proto je ,,nemozné spocitat objem s rozumnou chybou v polynomiilnim éase“. Jinak
< L . - . . . fx <1 1es 11l
FeCeno: vypocet objemu pouzitelny pro libovolné konvexni téleso by mél byt jiného
typu.

Bourgainiv a Milmantv diikaz je dost naroc¢ny. Vyuziva teorie pravdépodobnosti a
Jjemnych odhadi; viz [8] a [5].

Poznamenejme jesté, ze Mahlerova domnénka je uziteCnd v Gplné jinédm kontextu

simultanni aproximace redlnych ¢isel raciondlnimi; viz [17], str. 31.
D. MINKOWSKEHO SCITANI

Pro konvexni mnoziny K, H v R? je mnozina definovana pomoci
K+H={z+y:2€ K, ye H}
opét konvexni.
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Obr. 36.

I,

ArK={x:dIx,A) <€}

Poznamenejme, ze zména pocatku v R? vede pouze k posunuti mnoziny K + H,
takze jeji tvar je dobfe definovan. Pojem je tedy afinni. Obecnéji mnozina AK +puH =
={Az+py:z € K, y € H} je opét konvexni pro viechna A, ¢ > 0. Na obrazku je
znézornéno

A+2B 1 2

—=-A+:-B

3 3 3

pro dva simplexy v R a také soucet K s kouli o poloméru €, coz nenf nic jiného nez
mnoZzina bodi vzdalenych od K nejvyse o £. Neni dost ¢asu toto dale rozvijet, staci
vSak poznamenat, Ze jde o poéatecni bod Givah jednoho z prvnich rigoréznich dikazt
standardni izoperimetrické nerovnosti v R4, ktera Fik4, Ze mezi vSemi konvexnimi
télesy daného objemu maji koule nejmensi objem hranice (zde (d — 1)-objem je délka
pro d = 2 a povrch pro d = 3), viz ¢ast 8. Zmiiime se zde jesté o zdkladni Brunnové-
-Minkowského nerovnosti

(vol(A + B))"4 > (vol(A))'/* + (vol(B))"/* .

Byla v podstaté objevena Brunnem v r. 1888. CtenaF snadno nahlédne, Ze je
ekvivalentni tvrzeni, Ze (d — 1)~! mocnina (d — 1)-objemu fezu daného konvexniho
télesa v R? je konkduvni funkce, pokud pohybujeme rovinou fezu zleva doprava, viz
¢ast HA.

V obou pfipadech z obrazku ma Minkowského séitani regularizaéni efekt; v obou
pfipadech totiz ma K + H hladsi hranici nez ', H. Je to vSak nerealistické ocekavat
v obecném pripadé, ale to bylo objeveno az v r. 1988 Kieselmanem. Dokonce i v pfi-
padé, ze K a H maji nejlepsi moznou hranici, regularni ve smyslu C, nebo reilné
analytickou nebo dokonce algebraickou, hranice K + H nemusi byt hladka. Vysledky
jsou lokalniho charakteru.

Negativni vysledek se tyk4 nadgrafii K, I (viz ¢ast 4) hladkych funkei z4/4 a 26/6,
pro néz :
26 3
6 4

Mnozina K + H mnd tedy pouze Sestkrit diferencovatelnou hranici. Ale to je zaroven
nejhorsi mozny vysledek — v pozitivnim smyslu totiz dostdvame, Ze jsou-li hranice

K + H je nadgraf funkce |€]?°/3 4 Elen tFidy C7.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 38 (1993), &. 4 207



mnozin K, H tiidy C'™, potom hranice souc¢tu K + H je Qidy tiidy C20/3 = (6+(2/3).
viz [26]. ’

- 3x*7 + (e C)

ml"m

Obr. 37.

Minkowského scitani nemd tedy regularizaini efekt, pokud regularita znamend
lokdlni hladkost (vlastnost diferencovatelnosti). Ma ale globdlni regularizacni efekt,
interpretujeme-li regularitu jako blizkost k elipsoiddlnimu tvaru. Skuteéné, Vitali
Milman dokézal, ze pro libovolné konvexni téleso v R? existuji dva afinni izomorfismy
A a B v RY takové, ze polozime-li T = K + A(K), pak dudl T* pro T' ma tu hezkou
vlastnost, Zze T* + B(T™) ma Banachovu-Mazurovu vzdalenost od sféry vidy omezenou
éislem nezavislym na dimenzi d.

7. Topologie na mno#iné viech konvexnich téles: intuice je nebezpeéna

A. ToPOLOGIE

Pomoci topologie budeme moci opét nahlédnout, ze intuice je zavadéjici. Presnéji,
i kdyz libovolné konvexni téleso ma hranici, kterd je skoro viude C! a C? dife-
rencovatelni, v mnoziné viech konvexnich téles skoro vSechna konvexni télesa maji
hranici, ktera neni ti¥idy C?. Déle nahlédneme, Ze je to dokonce jeSté horsi. Topologie
je zapotfebi k tomu, abychom dali pfesny vyznam vyroku ,skoro viechna konvexni
télesa“.

Budeme pro jednoduchost pracovat v mnoziné X’ viech konvexnich téles symetric-
kych vzhledem k poéatku, lezicich v daném R?. PFipomeiime znovu, Ze jsou to konvexni
kompaktni mnoziny s neprazdnym vnitfkem. Topologii na mnoZiné konvexnich téles
1ze nejlépe zavést pomoci Banachovy-Mazurovy metriky.

V ¢&asti 3 jsme se seznamili s Banachovou-Mazurovou vzdélenosti na K — jeji
prednosti je, Ze je invariantni vici linedrnim transformacim. Nicméné je to vzdilenost
ve striktnim smyslu pouze tehdy, ztotoznime-li konvexni mnoziny, které jsou stej-
né modulo linedrni transformace. Hausdorffova vzdalenost neni linedrné invariantni
vzdalenosti. Fixujme na R? euklidovskou metriku. Definujeme d(K, H) jako nejmensi
€ takové, ze K C H + e¢B® a zaroven H C K + ¢B%, tj. K je ve vzdélenosti € od
H a také obracené. Lze jednoduse dokazat, ze Hausdorffova vzdalenost definuje na K
stejnou topologii jako Banachova-Mazurova vzdalenost (stac¢i zohlednit faktorizaci).

Poznamenejme, Ze na K neni zndma zadné ,rozumnd mira“. K ¢isté topologické defi-
nici pojmu ,,skoro viude® bez pouziti miry vyuzijeme Baireovu myslenku: zanedbatelné
mnoziny jsou definovdny jako takové, které jsou spocetnymi sjednocenimi Fidkych
mnoZzin (n&kdy pouzivime k jejich oznaceni terminu mnoZiny prvni kategorie).
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B. PRAVDEPODOBNA HLADKOST HRANICE KONVEXN{CH MNOZIN

UvaZzujme konvexni téleso K a jeho hranici K. Chceme studovat regularitu této
mnoZiny: pro d = 2 je to kfivka a pro d = 3 plocha, obecné pak néjakd nadplocha. Jde
o lokalni problém. Specidlné, zvolime-li z € K" a opérnou nadrovinu H v z, miZeme
K lokalné povajovat za nadgraf konvexni funkce f: U — R, kde U je okoli z v H.
Pak bude 9K splyvat lokdlné s gralem funkce f.

Nyni miiZeme pouzit vysledkl citovanych v ¢asti 4. Ztotoznime-li systém vsech
takovych 0K s takovymi vySe uvaZovanymi grafy, vime, ze K jsou skoro vSude
(vzhledem k pfirozené definované mife na 0K, kterou dostaneme z Lebesgueovy miry
na H prostiednictvim f) diferencovatelné variety tfidy C? (specidlné skoro viude
tiidy C'). Obratme se nyni k otazce: jaka je Sance, ze K bude viude tiidy C?, pokud
budeme vybirat K z K ndhodné. Elegantni odpovéd nalezl Klee jiz v r. 1959: dokdzal,
Ze ai na zanedbatelnou mnozinu v A’ je K vidy tiidy C! viude, a je to tedy hezka
C? varieta v R? (kodimenze 1).

V protikladu k tomuto vysledku je situace s C* dramaticky odlisna. Gruber v r. 1977
dokéazal, Ze mnozina téch K v K, jejichZ hranice je viude tiidy C?, je zanedbatelna.
Je to dokonce mnohem horsi: Zamfirescu v r. 1980 dokazal, Ze az na zanedbatelnou
mnozinu ma JK hodné Spatné vlastnosti s ohledem na kfivost: kfivost neexistuje na
nespocetné mnoziné a tam, kde existuje, je rovna nule! To je tim, Ze tak se pfesné
chové kfivost kazdého mnohosténu a mnohostény jsou husté v K; viz [20], [37].

8. Struény pichled dalsich duleZitych partii konvexity

S ohledem na nedostatek mista nemizeme tato témata probrat podrobnéji —
zminime se jen povsechné, o ¢em jsou, a ¢tenafe odkdaZeme na citovanou literaturu.

A. NEROVNOSTI

klasické izoperimetrické nerovnosti v R%. Jiné jeji ditkazy a jiné nerovnosti, zejména
nerovnosti se smisenym objemem, které jsou velmi hluboké a obtizné dokazatelné,
nalezne ¢tenaf v [11] a [27].

B. TEMER SFERICKE REZY, JEVY KONCENTRACE, APLIKACE

Izoperimetrickou nerovnost na sférach uzil v tFicatych letech Paul Lévy pro funkce
k dikazu vlastnosti koncentrace. Byla dale pouzita v r. 1971 Milmanem k dilkazu
inspirativniho tvrzeni Dvoretského (1961), které Fik4, ze kazdé konvexni t&leso ma
skoro elipsoidaln{ fezy pro vhodnou kodimenzi. To byl téZ pocatek celé série nedavnych
praci ¥ tomto duchu. Jejich dilezitost spoéiva kromé mimoradné geometrické zajima-
vosti, v jejich aplikacich. Prostfednictvim tzv. asymptotické metody jsou aplikovany
na Banachovy prostory nekoneéné dimenze; viz [28].
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C. KONVEXITA V ANALYZE ' P e S E S S T

Neddvno byly objeveny riizné funkce, které jsou, logarltml(,ky konvexni, napf.
vol(f/fi)” v, Brunnove—Mml\OWskeho nerovno>t1 Zda se, .ze pocatek lezn v diilezité
Brascampove—Llebove nerovnosti, l\terd fesi mj. (llOllhO odolavapu domnen]\u mnozi-
ny, na mchz Je prvai vlastni funk(‘e Dmchletovy ulohy pro ] konvexm oblastl konstautm
Jjsou konvexni nadplochy Dokonce plah ze fundamentctlm resem rovmce veden. tepla
mé urmtou vlastnost konvexxty, viz 3], [9] ‘

D"VYPLNOVANI APOKRYVANE .70 o oo

Tyto dva 1)01111y (pa(kmg aml covcrlng) JbOll vo]ml dulezlte Isou qu;ene le od
»ery Mlnkow~keho s geometlu &sel, s racionalnimi '1pr0x1ma(eml apod ale také se
'salnoopraVIUJC]ml se kody ZdjlllldV)’lTll odkazy jsou i [13] { ] Jsou také spopny
S ])OJnly entrople a nekonecnerozmerne Banaclnovy geometrle v1z [28]

E. CARAT}IEODOR,Y, HELLY, RADON
asledupm m vety jsou elementdrm a prltom velnu nazorne
v Cara!heodm yova véta: I\onvexm obal . mnozmy v ]Rd Jje .generovan Jdko
. mnozina viech konvexnich kombinaci (d + 1)-tic jejich bodi. .
© Hellyova véta: Systém kompaktnich konvexnich mnozin ma neprézdny pri- -
nik, jakmile kazdy jeho kone¢ny podsystém s'(d + 1) cleny ‘mé& neprazdny
prinik.

Radonova véta: Necht T' je koneénd podmnoZina alespoii (d +2) bodii v IP&d,
pak Ize vidy nalézt. disjunktni tozklad' této mnoziny T =T, U Ty’ takovy, ze
conv(T}) Nconv(Ts) # 0.
Zadna z téchto’ vet neni obtizna, ale také neni elementérni. Je zajimavé, ze'z kazdé
z nich vyplyvap obé& zbyvajici: Maji obrovské mmnozstvi aplikaci a jsou Gizce spojeny
s kombinatorikou; viz napft. [15], [18].

F. I\ONVEXITA \Y JINY(‘I! PROSTORECH

B I\onvexntu lze deﬁnovat v muohem obu l]f‘_]\l(‘ll proslomdl nez napr eul\h(lovsl\ych
Specnalne sp pouzwa v soucasné (lobe v rleumnnovsl\e geomelru viz [4], [‘31]

G. V NEPOSLEDN{ RADE: MOMENTOVE ZOBRAZEN{

Toto zobrazeni bylo zavedeno zcela nedivno. To, Ze je v nékterych pfipadech kon-
vexni, ddvd velmi silny ndstroj a predstavuje prekvapivé spojeni mezi mechanikou,
Kihlerovou.geometrii, teorii Lieovych grup a vlastnimi ¢isly matic; viz [1], [25].
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