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PROF. DR ZDENEK PIRKO . ~
PRIKLAD SOUMISTNE KUBICKE TRANSFORMAGE

BudiZ dan trojstran PX,, PXz, X, X;. Budiz K, jedna z kuZelosetek (jednoduchych),
které maji tento trojstran za trojstran polirni. BudiZ dile K, kuZelosetka, kteri se
dotykd pﬂmek PX,, resp. PX, v bodech X, resp. X, (obr. 1).

BudiZ déle &, kvadraticka inverse o stfedu Pa o fidici kuZeloseéce K, I, kvadraticka
inverse o témZ stfedu P a o fidicl kuZelosetce K,. Inverse I, mé zfejmé body P, X,
X, za body hlavni. Inverse J; mé body hlavni P, Y,,Y,, kde Y; a Y, jsou priseéiky
pfimky X, X, s kuZelosetkou K. Ve smyslu vySe uvedené konstrukce leZf totiZ body Y;
a Y, na poléfe bodu P vzhledem ke kuZeloselce K, a tedy teény v bodech Y, a Y, pro-
chizeji bodem P.

Budeme v dal$im studovat vlastnostl transformace, definované takto:
Definice 1: Soumistnd transformace & je uréena vztahem

T=J3J )
Diusledek 1: Transformace $—1, inversni k transformaci ¥, je urfena vztahem
T = \52 31 . @

Dﬁkaz Nésobme rovnici (1) zleva: vyrazem J,J; (,,nisobenim* se tu samoziejmé
rozumi aplikace transformaci). Dostaneme vzhledem k involutorni povaze transformac

312 Je
Jah T =
a déle nisobenim T—! zprava

RhITT 1= =T,
co? jsme méli dokézat. '

SlDuslcdek 2: Inversi J;, resp. S, Ize vyjadfit pomoci transformaci ¥, T a J,, resp.
takto;
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h=TFH=nT 3
Ja=NT=2T1J. 4

Dikaz: Nésobenim rovnice (1) zprava (zleva) J, (31) dostaneme rovnici (3). Nésobe-
nim rovnice (2) zprava (zleva) J; (J,) dostaneme rovnici (4).

Zikladni vlastnosti transformace T popisujf véty 1 a% 3.

Vé&ta 1: Transformace T je jednojednoznaind a stiedovd se stiedem v bodé P.

Dikaz: Bod 4’, ktery odpovid4 obecnému bodu A v transformaci , sestrojime podle
definice transformace T takto: Sestrojime bod A*, ktery ©odpovidi bodu 4 v inversi J;,
poté sestrojime bod A4’, ktery odpovidd bodu A* v inversi J,. Body A4, 4’ si odpovidaiji
obecné jednoznatné. Body P, A4, A* le#{ v pfimce, rovnéZ body P, A*, A’ le# v ptimce,
tedy také body P, A, A lezi v pﬁmce

S druhé strany sestrojime bod B, ktery v transformaci $—! odpovid4 obecnému bodu
B’ takto: Sestrojime bod B*, ktery bodu B’ odpoyid4 v inversi J,, poté sestrojime bod
B, ktery odpovid4d bodu B* v inversi ;. Body B’,B si odpovidaji obecn& jednoznatné.
Body P, B’, B* lezi v ptimce, rovnéz body P, B¥*, B leZi v pfimce, tedy také body P,
B’, B lezi v pfimce.

Vé&ta 2: Transformace ¥ je kubtckd

Diikaz: Obecné pfimce odpovida v inversi J; kuZelosetka K*, kterd obsahuje
"hlavni body P, Y, Y, této inverse. KuZelosetce K* odpovidi v inversi J, kubickd kfivka
C;, kterd.m4 hlavnf bod P za dvojnésobny, a kterd hlavnimi body X, a X, této inverse
prochézl jednoduSe. Kubika C; je wtvarem, kterj v transformaci $ odpovidd obecné
piimce p.

S druhé strany odpovidé obecné pfimce ¢’ v inversi J, kuZelosetka K**, kters obsahuje
hlavni body P, X;, X, této inverse. KuZeloseéce K** odpovidd v inversi &, kubicki
kfivka C;, kter4 m4 hlavni bod P za dvojnisobny a hlavnimi body Y, a Y, této inverse
prochéazi )ednodu§c Kubika C; je Gtvarem, ktery v transformau I odpovidd obecné
piimce ¢'.

‘v&ta 3: Transformace T nenf involutorni.

Dikaz: Podle (1) a (2) je

TT=FHAn=_NTJp T =HJh i =T

Soudiny T I, T-131 jsou tedy obecné transformace 3estého stupné.
Pfedchézejici v&ty lze odvodit také poletné, analytickou formulaci transformad T
a 3L, Nc_:)jednodu§§i takové vyjaddfeni podiva

Véta 4: V soufadnicovém trojstranu PX,, PX,, X, X,; X, (1,0,0,), X, (0,1,0), P (0,0,1)

odpovidd transformact T obecnému bodu X (xy, x5, %5) bod X'(x,, %y, x3) takto:
_ X; 1%yt Xy = lgg (Ryyx? + knsxg) %y ¢ gy (Ryy 3} + kopx}) x5: 2 lxskssxlxaxa; 5)
transformact T pak obecnému bodu X' (x|, x3 %) odpovidd bod X (x,, x5, x3) takto:
Xy 1 X9t Xy = 2 bokaax (3%} 1 2 Ligkayx 22 ¢ Iy (Ryy 22 + ggxs?) . . (6

. PFitom Ry, Fags kasy Ligs Iy jsou nenulové koeficienty v rovnicich #dicich kuZeloselek K,
K, inverst 3, 3.
Kl = klle + kgzxg + kaaxg = 0,

: 7
Ka = 2 Ilgxlxz + I”xg = 0. * ( .
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Dikaz: V inversi 3; odpovidd bodu X (x;, x5, x5) bod X’ (x;, x}, x;) takto:

v Xy 0 X5 X = RggX; Xy RagXaXs : — (Ryyx? + Ragx2), 8)
a obricend - . ) P .
Xy X9t X3 = RygX; Xy : RygXoxg 1 — (Ryy X, + Raax,?). 8)
V inversi 3, odpovidé bodu X (xl, Xy x3) bod X' (x}, x,, x;) takto:
D251 Xy = l3gXy Xy 2 IygXaXs 1 — 2 1% X, 9)
a obrécené T i
%) 0 Xyt X3 = lggX Xy ¢ lggXgXg : — 2 Lg%, Xy, 9)
(kus kygs Rssy gy 133 7 0)., ) '

Postapnym uZitim rovnic (8), (9) resp. (9), (8) dostaneme — s ohledem na definici
transformace ¥, resp. ¥—! — vztahy (5) resp. (6). Pomoci t&chto vztahi Ize pak ihned
prokézat platnost vét 1 aZ 3. Krom¢ toho vyplyvaji ze vztahti (5), (6) dalsf dva dusledky: -

Disledek 3: Transformace  tvofi trojmocnou soustavu.

Dukaz: Zavedeme-li v rovnicich- (5), (6) misto homogennich parametri R,y, Rgq,
kg, L, Iy3 nechomogenni parametry .

kl — kll s ks 2118

kas ksa 3> ks = 33 b
dostaneme toto analytické vyjddfeni soustavy transformaci T, T—1:
: X, %yt xy = (Ryx? 4+ Rox?) xy 1 (Rix? + Rax3) xa: RyXy Xa%s - ()
a obricend
Xy0 X! Xy = kgxy2xy 1 Ryx xi? 1 (Ryx,2 + Ryxi?) X} (6"
(Rys kg Ry 5~ 0). '

Dusledek 4: Volbou jednotkového bodu dostaneme toto kanonické vyjadfeni
jednomocné soustavy transformaci T, I—!:

x; %yt xy = (a3 + x2) 2, (x? + x8) % 2 R Xy Xp%p, (10)
a obrécené o '
Xy Xt g =2kx2xy: 2 kxx2: (22 + x3%) xy (10)
(R £ 0). ‘
. Dukaz: Transformaci
x x ’xl . ,x2 . 'xa
s 3 2 T — e T/ o —
Vkll Vkﬂ Vkaa

uvedou se rovnice (7) fidicich kuZeloseéek K, a K, (po vynechini akcentﬁ)‘na tvar
K= + a3+ 2=

Ky = 2 ligkgyxyxy + Iss VRnkosd =0 &I Ryxyxy + Vklkaxg =0.
PoloZime-li o

op_ 2hs /P R _ ko ,
Is "V Ry Veky

dostaneme z rovnic (5),. (6) rovnice (10).
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Rovnice (10) ztriceji smysl pro hlavni body inversi S, a 32 V t&chto pifipadech plati
déle uvedené véty 5 az 7.

Véta 5: V transformaci T (T1) odpovidd stiedu P singuldrni kuZelosecka (PX,, PX,)
[(PY,, PY,)], slogend z piimek, které z tohoto bodu promitaji hlavni body X,, X, (Yy, Yy)
inverse Iy (J)-

Dikaz: V inversi 3, odpovidi stfedu P protilehld hlavni pfimka Y,Y,. Ptimce
Y,Y, = X, X, odpovida v inversi J, stfed P, oviem s vyjimkou hlavnich bodi X, X,,
kterym odpovidaji pfimky PX;, PX,. Odpovidi tedy stfedu P v transformaci T sloZeni
kuZeloseCka (PX,, PX,), pro kterou je stied P singulirnim bodem.

S druhé strany odpovida v inversi J, stfedu P protilehld hlavni pfimka X,X,. Pfimce
X, X, =Y,Y, odpovida v inversi J; stfed P, oviem s vyjimkou hlavnich bodd Y;, Y5,
kterym odpovidaji pfimky P.Y;, PY, Odpovida tedy stfedu P v transformaci $—!
slozena kuZelosecka (PY,, PY,), pro kterou je stied P bodem singulirnim.

Poznamka 1: Z uvedeného dikazu vyplyvé tento dopln€k k v&t€ 5: Stfed P je pro
transformace ¥, $—! jednak bodem samodruZnym, jednak hlavnim bodem druheho
radu.

Pozndmka 2: Véta 5 neplati obricent.

Dikaz:-Stfedu P odpovida v transformaci ¥ (£—*) podle véty 5 kuZelosetka
‘ Xx, =0 (x+ a2 =0).
Této kuZelosetce pak odpovidd v transformaci T—* (T) podle (10) sextika
(2 4 2D xyxy = 0 [x]2x,.2 (x2 + x32) = 0],
sloZen4 z dvojnisobné poditanych pfimek PY,, PY, (PX,, PX,) a jednoduSe potitanych
pfimek PX,,PX, (PY,, PY,), jeZ vesmé&s patii do svazku pfimek o vrcholu P. Tato posled-

ni okolnost je oviem v souhlase s tim, Ze stfed P je samodruZny, jak je uvedeno v poznim-
ce 1.

Véta 6: V transformaci T (1) odpovidd bodu Y, resp. Y, pfimka PY,, resp. PY,,
bod se stfedem P. V transformaci T odpovidd bodu Y,, resp. Y, piimka Y, Y,, spojujici
tento bod s bodem Y,, resp. Y;.

Dikaz: V inversi §; odpovidd bodu Y, ktery je pro ni bodem hlavnim, piimka PY,
to jest hlavnf pfimka, spojujici tento bod se stfedem P. V inversi J, se pak tato pfimka
reprodukuje.

S druhé strany odpovida v inversi J, bodu Y, leZicimu na hlavni pfimce X, X, této
inverse, stfed P. Tomuto stfedu pak odpovida v inversi J, pronlehlé hlavni pfimka Y,Y,.

Poznidmka 3: Vé&u 6 doplnime takto: Body Y, ¥, jsou pro transformace g, T
hlavnimi body prvniho fidu.

Pozndmka 4: Véta 6 neplati obrcené. ‘

Dikaz: Bodim Y (x? + 22 + x2 = 0, x3 = 0), [(x;2 + x3 + x;2 = 0, x; =0)] odpo-
vidd v transformaci T (Z—7) podle véty 6 pfimka

x, +ix) =0 (%, = 0), i'= + y=1I).
Této piimce viak v transformaci $—1, (T) odpovida podle rovnice (10) kubika
@A) tin) =0, [+ 5 £ =0), (=+ V=1,
sloZen4 z dvojnisobné potitané jedné piimky PY a jednoduse poditané zbyvajici pfimky
PY (z jednoduse pocitanych pfimek PY a z pfimky X, X, = Y,Y,

360



Véta 7: V transformaci & odpovidd bodu X, resp. X, pfimka X,X,, spojujict. tento
bod s bodem X, resp. X,.

. V transformaci T odpovidd bodu X, resp. X, pfimka PX,, resp. PX,, spo;u]{ci tento
bod se stfedem P.

Dikaz: V inversi &, odpovidd bodu X, le¥cimu na hlavni p¥imce Y,Y, této inverse,
stfed P. Tomuto stfedu pak odpovid4 v inversi J, protilehld hlavni pfimka X, X,.

S druhé strany odpovid4 vinversi J, bodu X, ktery je pro tuto inversi hlavnim bodem,
pfimka PX, to jest hlavni pfimka spojujici tento bod se stfedem P. V inversi J, pak se
tato pfimka reprodukuje.

Poznamka 5: Vétu 7 doplnime takto: Body X; X, jsou pro transformace ¥, T—*
hlavnimi body prvniho fadu.

Poznimka 6: Véta 7 neplati obriceng.

Dikaz: Bodim X (2 kx,x, 4 x2 = 0,7, =0), [(2 kx{x; + x32 =0, x; = 0)] v trans-
formaci T (1) odpovidd podle véty 7 pfimka x; =0 (x,,, = 0). Té viak v trans-
formaci £ (T) odpovidd podle rovnic (10) kubika

%, %33 = 0, (72 x; = 0, po pfipad¢ x,x;2 = 0),
slozend z pfimek PX,, PX,, XX, (z dvojnisob potitané piimky PX, po pripadé PX,
a jednoduse potitané piimky PX,, po pifpadé PX;).
Vé&ta 8: Priseliky Z kuZelosecek Ky, K, leZi po dvou na piimkdch jdoucich bodem P

a jsou pro transformace T, T body samodruinymi.
Diikaz: Redenim rovnic

Ki=x+x+a1=0 Ky=2kxx,+x3=0
dostaneme

2 (k+0,1, + /=2k&+0), |
2 (& + 6, 1, — Y—2k (% + 0)),
5 (k—0, 1, + V=26 T ),
2 (k —6,1,— V:Zk(k—‘l"e))s !
6=+ Ve2—1. Odtud plyne jednak, Ze trojice PZ,Z,, PZ,Z, lei v pfimce, jednak, Ze
.se tyto body reprodukuji transformaci (10), coZ jsme méli dokizat.. '

Na otdzku, zda v&tami 5 aZ 8 byly stanoveny viechny body hlavni a viechny body
samodruZné, odpovime pozd&iji.

Véta 8 ma tento
diasledek 5: Existuji dvé transformace 3, T, pro n&z kuzeloseéky K, K, jsou
dvojnisobné se dotykajici. Analytické vyjadfeni t&chto transformaci je toto:
Xy xys g = (%2 4 x2) % (x2 + x2) x51 2 & X %a%s,
Xy i Xt Xy =2¢x.2x,:2¢€ x,%.2: (%2 + x52) x5,

11y

12y
kde ¢ = 4 1.

Dikaz: Nutni a postatujici podminka pro to, aby body Z;, Z, a Z,, Z; splynuly, je
0 =0 &li k= + 1. Soufadnjce bodi dotyku jsou (—1, 1, ¢i}/2), (i = + |/ —1).
Trojice PZ,3Z,, leZi tedy v primce Analytické vyjadfeni takto specialisované trans-
formace ¥, T~ plyne z rovnic (10).

Pro ttvary, odpovidajici v transformaci ¥, $—! pfimce, plati dile uvedené véty 9
a 10.
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Vé&ta 9: Obecné pfimce a,x, + ayxy + asxs =0 odpovidd v transformaci T kubickd
kiivka C,,

a) kterd md stfed P za dvojndsobny bod o tendch PY;, PY,y,

b) kierd prochdzi jednoduse body X,, X, s tecnami, protinajicimi se v bodé (a,as, asas,

—aya,), a
D) prfmnaﬂcf piimiu Y,Y, v bodé,v ndm# tuto pimhu protind primka sdkladni.

Dikaz: Pfimce .
a1 X + Gg%y + agXy = 0 (ay; ay, a3 7% 0)
odpovidé transformaci T podle rovnic (10) (po vynechéni akcentd) kubické kiivka
C; = 2k (a;x, + ag%;) %1% + a3 (32 + x3) %3, =0 (13)
s dvojndsobnym bodem (0, 0, 1) o te¢nich x% + x§ = 0, obsahujici bod (1, 0, 0), resp.

(0, 1,0) o tetnich 2 ka;x; + azxs = 0, resp. 2 ka2x1 + agx3 = 0. Tato kfivka pro-
tinj pfimku Y,Y, jesté v bod&

ax; + axxs =0, x3 =0..
To jsme méli dokiazat.

Poznimka 7: Kfivka C; je vlastnostmi a) a b) uréena.

Diikaz: Vlastnosti a) a b) pfedstavujf devét linedrné nezavislych podminek pro koe-
ficienty kubické kfivky.

S hlediska podetniho uvaZujme takto: Soustava o2 kubickych kfivek s dvojnisobnym
bodem (0,0, 1) o tetnich x? + x2 =0 a s jednoduchymi body (1, 0, 0), (0, 1,0) m4
rovnici _

(mxy + nxy) %,xp + p (2 + x3) x3 = 0.
Tetny této kfivky v bodech (1, 0, 0), resp. (0, 1, 0)

mx, + pxy =0, 1638p. n%; + pxy = 0
- splynou s pfimkami
2 ka1x2 + asxa = 0, l'eSp. 2 ka2x1 + a3x3 = o,
‘poloZime-li )
m=2kay,n =2ka;, p = as. .
Poznédmka 8: Obecns piimka protne kfivku C; kromé& v bod& uvedeném sub c) -
jeit& v-daldich dvou bodech, v nichZ tato pfimka je protata pfimkami PZ,Z, a PZ,Z,.
- Dikaz: Z rovnic ‘
a1%; + ag%; + agxg = 0,
2k (a,x; + agxy) X1%3 + ag (2} + x3) x3 =0
plyne .
xf + xg - 2 erlxz == 0-
“Toté% viak plyne i z rovnic
Ki=x+x+x2=0,
Ka = 2kx1xz + xg = 0.
Zylastni pﬂpady véty 9 jsou obsaZeny v dile uvedenych dusledcich 6 aZ 11.

Dusledek 6: PHmce prochizejici stfedem P a riizné od piimek PX;, PX,, PY,,
.PY, odpovid4 transformaci i t4% piimka s vyjimkou bodu P samého (o tom viz vétu
5 poznémku 1). )
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Dikaz: Pro a3 = 0, (a;, a; 7 0) plyne z rovnice (13)

) (@121 + agxy) %23 =0,
coZ je kubick4 kfivka, sloZené z pfimek PX,, PX, (coZ jsou titvary, odpovidajici stfedu P)
a z pHimky zékladn{.

Dusledek 7: Pfimce PX, spojujici stfed P s jednim hlavnim bodem inyerse g,
odpovid4 transformaci & kromé této pfimky samé (viz disledek 6) jedté kuZelosetka,
sloZend z pfimek PX,, PX,.

Dikaz: Jestlize zékladni piimka obsahuje krom& stfedu P je§t& bod X, resp.
X, je jeji rovnice

x3 = 0, resp. x; =0,
a odpovid4 sloZeni kubika
xpx3 = 0, resp. x¥xy =0,
jak bylo dokézat.

Diusledek 8: Pfimce PY, spojujici stied P s jednim hlavnim bodem inverse $,,

odpovid4 transformaci T kromé této pi‘imky samé (viz disledek 6) jestd kuieloseéka,
sloZeni z pfimek PX,, PX,.

Dikaz: Jestlize zdkladni pfimka obsahuje kromé stredu P jedt€ bod Yl, resp. Yy
je jeji rovnice

‘ X, +ix, = 0, resp: x, —ix, = 0 (i = 4 J—1),
a odpovidé slozens kubika ' -
X% {x, + ix3) = 0, resp. x;x5 (x; —ixg) =0,
]a.k )sme méli dokézat.
Dusledek 9: PHmcc, prochézejici hlavnim bodem X a rtizné od pfimek XP, Y,Y,,

odpovid4 v transformaci ¥ kubick4 kfivka, kterd mé viechny podstatné vlastnosti k¥ivky
C;, o niZ mluvi véta 9. '

. Dukaz: Pro @ = 0, ay, ag ;é 0, resp. a; =0, a;, a3 7%~ 0 plyne z rovnice (13)
2 kayxyx3 + ag (x§ 4 x2) x3= 0,
resp.
2kayx3xy + ag (3 4 x3) x3 = 0,
co je rovnice kubické kiivky s dvojnisobnym bodem P o te¢nich PY;, PY,as jednodu-
chymi body X, po pfipadé X, s tetnami X, X, = x; = 0, po pfipad€ 2 ka,x, + agx; =0
resp. 2 ka;x, + asxs = 0, po pHpadé X, X, = x3 = 0.
Disledek 10: PHmce X, X, = Y,Y,, jeZ obsahuje -hlavni body prvniho #du, od-

povida v transformaci ¥ kromé této. pfimky samé je$t€¢ kuZeloseCka, sloZend z pfimek
PY,, PY,.

Dikaz: Rovnice zikladni' pi‘imky je x3 =0 a odpovidé sloZeni kublcké kfivka
(2 + xB)x3 =0,
jak bylo dokzat.

Disledek 11: PHimce, prochézejici hlavnim bodem Y a riizné od piimek YP, Y,Y,,
odpovid4 v transformaci ¥ kubick§ k¥ivka, sloZen4 z pfimky, spojujici tento hlavni bod
se stfedem P, a z kuZelosetky, obsahujici hlavni body P, X;, X,.
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Diikaz: Rovnice z4kladni pHmky je .
a1% + ag%; + Gg%3 = 0, +ia;+a,=0, (a,a;5%0,)
ay (%, £ i%,) + azx3 = 0, (ay, a3 7% 0.)
Podle rovnic (10) odpovid4 kubickd kfivka
2 kay (x; £ ixp) X%, + a3 (xf + xP)x 3 =0,

&l

ali
(%1 - ixp) [2 kayx1%5 + a5 (%, = 1%,) %3] =0,
coZ jsme méli dokézat.
V&ta 10: Obecné pfimce a x; + ayxy + azx; = 0 odpovidd v transformaci g
. kubickd kfivka C, téchto vlastnosti:
a) stied P je jejim dvojndsobnym bodem s tecnami PX,, PX,,
b) prochdzi ]ednoduse body Y., Y, s tecnami, protinajicimi se v bodé
[2 kaya;, 2 kaja,, — (a;® + a3?)],
c) protind primku X, X, v bodé, v némg tuto primku protind prz’mka 2dkladni.
Dikaz: Piimce

a;x; + ayx; + ayx; = 0 (a}s ay a; #0)
odpovidé transformacif T—! podle rovnic (10) kubickd kfivka
A Cs = (@x + ayxa) (33 + x3) + 2 kagxyxpx3 = 0 14

s dvojniasobnym bgdem (0,0, 1) o tetnich x,x, = 0, obsahnjici bod (x; + ix,, x5 = 0),
- resp. (x; —ix,, x3 = 0) o tenich

(@, +ia}) x; +i(a] +id}) x, + 2ikax; =0,
resp.

(ay —iag) x, —i(a; —iay) x,— 2ikayx; =0,
(i = 4 J/—1). Tato kfivka protini ptimku X, X, j¢¥t¢ v bod¥ (a}x; + ax, = 0, x, = 0),
coZ bylo dokazat.

Poznimka 9: Kfivka C; je vlastnostmi a), b) uréena.

. 'Dukaz: Vlastnosti a), b) pfedstavuji devét linedrné nezévisljch podminek pro koefi-
cienty kubické kfivky.
. S poletniho hlediska uvaZujme takto: Soustava co* kubickych kfivek s dvojnisobnym.
bodem (0, 0, 1) o te¢nich x,x, = 0 m4 rovnici.-
m'x3 4 n'x} +(px1+ q'%s + 1r'x3) ;%2 = 0. '
Z4dame-li, aby tato kubické kfivka byla protata pfimkou x, = 0 v dané dvojici bodu
C (224 x4 22 =0, x3 =0) (a oviem je§té v daliim bod¢), do;deme k podmince
m'x} 4+ n'xd + p'atx, + ¢'x,x2 = A(x2 + x2) (% + 2'xg),
z niZ plyne’
m =250 =At,p =it q = 2.
Tak dostaneme oo? kubickych kiivek '
s'x3 4 t'x3 + (t'x;) + 5%y + Fix3) X%, = 0,

kde 7, = —-. Tetny, v bodech (x? + x + x2 = 0, x, = 0) maji rovnice

r
i
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. o VN 1 3 9’
(¢ £i) % +i( Lit) £ 71r*xsf0,
a splynou s pfimkami

: i (a{j:lia;)xl +i(a, +iag) x, +2ika;x; =0,
poloZime-li . .

1
’ ’ ’r___ ’ ) ’
s =a;,t —a2,7r*—2ka3.

‘Poznémka 10: Obecn4 pfimka protne kubickou kfivku Cy krom& v bod¥, uvedeném
sub c), je¥t& v daldich dvou bodech, v nich? tato pfimka je protata pfimkami PZ,Z,
.a PZ,Z,.

Dukaz: Z rovnic

ax; + ayxy + agxg =0, _ »
(@ %, + apxy) (x2 + x2) + 2 kagx;xyx3 = 0
‘plyne vztah

x4 x2—2kxx, =0, '
-coZ bylo dokaizat.
" Zvladtni pHipady v&ty 10 jsou obsaZeny v disledcich 12 a% 17.

Disledek 12: P#imce prochézejici sttedem P a rizné od piimek PX, PY, odpovidd
‘v transformaci $—! t4% piimka, s vyjimkou bodu P samého (0 némZ viz poznimku
1 k vété 5).

Dikaz: Pro a, = 0, (a;, a; 7% 0) plyne z rovnice (14)
\ (a,%1 + ayxy) (2% + 23) =0,
-co% je kubick4 kfivka, sloZeni z pfimek PY;, PY, (jakoZto tvard, odpovidajicich stredu
P) a z pfimky zékladni.
Disledek 13: Pfimce PX, spojujici stfed P s jednim hlavnim bodem inverse J,,

-odpovidd v transformaci $—! kromé¢ této pfimky samé (viz disledek 12) jesté kuZelo-
se’ka, sloZeni z pfimek PY,, PY,.

Dikaz: Obsahuje-li- zdkladni pfimka kromé stredu P jesté bod X, resp. X, je jeji
rovnice
xy = 0, resp. x; =0,
.a odpovid4 sloZen4 kubicki kfivka
. (x2 4 x2) x5 = O, resp. (x? 4 x2) x, = 0,
“jak bylo dokazat.
Duasledek 14: P¥imce PY, spojujici stfed P s jednim hlavnim bodem inverse $;,

-odpovidé v transformdci T—! krome této pfimky samé (podle disledku 12) je$t& kuZelo-
selka sloZend z ptimek PY,, PY,.

Dikaz: Obsahuje-li zikladni pfimka krom& stfedu P jeit¢ bod Y, resp. Y, je
jeil rovnice .
x, +ix; =0, resp. x; —ix, =0 (i =+ J—1),

- a odpovidé sloZend kubicka kfivka
(%2 + %2) (%, + ix;) = O, resp. (a3 + x2) (%, —ixy) =0,
- jak bylo dokézat. :
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Disledek 15: Pfimce, prochézejici hlavnim bodem X a riizné od pfimek XP, od-
povid4 v transformaci T kubicka kfivka, sloZend z piimky, spojujici tento hlavni bod
se stfedem P, a z kuZeloseXky, obsahujici hlavni body P, Y;, Y,. -

Dikaz: Pro a; = 0, (a5, a; 7 0), resp. a, = 0, (a;, a, # 0) plyne z rovnice (14)

T agxy (22 + x2) + 2 kayx,x,x, = 0,

resp. .
- a,% (22 + x8) + 2 kagx xyx3 = 0
' xg [ay (x¥ + x2) 4+ 2 ka;xlxs] =0,
resp. .
2k bylo dokiza % [a; (x} + x2) + 2 kagxyxs] =0,
. jak bylo t. ’

Dusledek 16: Piimce X, X, = Y,Y,, kterd obsahuje hlavni body prvniho #idu,
odpovidd v transformaci $—! krom& této piimky samé jedt¥ kuZeloselka, sloZend
z pfimek PXI, PX,. :

Dikaz: Rovnice zdkladni piimky je x; =0, a odpovida sloZeni kubickd kfivka
x,x3%3 = 0, jak bylo dokizat. .

Disledek 17: Pfimce, prochézejici hlavnim bodem Y a riizné od piimek YP, od- \
povida v transformaci T—! kubick4 kfivka, kterd mé viechny podstatné vlastnosti kfivky
C;, o niZ mluvi véta 10.

Diikaz: Rovnice zékladnf piimky je

ali ajx) + ayx, + ayx; =0, Lia +a;=0,(a;a, % 0)
| a] (x{ + ix}) + ajx; = 0, (a}, aj 3 0).

Podle rovnic (10) odpovidé kubické kfivka
al (22 + x2) (%) £ ixp) + 2 kagx; xax5 = 0,
kterd m4 dvojndsobny bod P o tetnich PX,, PX, atd., jak bylo dokézat.

Z véty 9 a 10 plyne
véta 11: Stied P (hlavni bod druhého fddu) a body X, X,, Yy, Y, (hlavni body prontho
#ddu) jsou viechny hlavni body transformace T, T-1.

" Dtikaz: Vétami 9 a 10 jsme vySetfili homaloidni soustavy transformace T, T—!:
Siti viech net4rkovanych pfimek odpovida sit kubickych kfivek C; s rovnici (13). Sit
viech &irkovanych pfimek odpovidd sit kubickych kfivek €C; s rovnici (14). Viechny
kfivky C; maji tyto spoleiné body: stfed P jako dvojnisobny s tymiZ telnami PY,,
PY,, body X;, X, jednoduché. VSechny kfivky C; maji tyto spoletné body: stied P
jako dvojnisobny s tymiZ te¢nami PX,;, PX,, body Y;, ¥, jednoduché. PonévadZ obecni
homaloidni kfivka nem4 jinych vicenisobnych bodd neZ body hlavni, je hlavni soustava
na3{ transformace tvofena jednim hlavnim bodem druhého fidu (bod P)a &yimi hlav-
nimi body prvaiho #idu (X;, X,, Y, V), jak bylo dokézat.

Tento vysledek potvrzuje i vySetfeni Jacobiho kfivky obou soustav jakoito geometric-
kého mista dvo;nésobnych bodd homaloidni sft€. Pro neérkovanou soustavy je Jacobiho-
kfivka
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dx; dx, x|
0% 0X3 O0X3
dxy x5 0%
0% O0X3 0x
0%, 9x5 02X |
0% 0% 0% "

Ciki sextika :
' X3 (2} + x3)* =0,

' rozpadajici se na pfimky PX,, PX, a dvojnisob potitané pfimky PY,, PY,.
Pro &rkovanou soustavd je Jacobiho kfivka
0% 0% 0X%
ox, x5 0x
L ENEN
9x; 0% 0%
a X3 0 X3 0 X3
dx; 9%y 9x
tedy (po vynechini akcentll) sextika
(x} + x)) 2322 =0,

rozpadajici se,na pfimky PY;, PY, a dvojnisob potitané pfimky PX,, PX,.

Pfedchézejici vysledky vyhovuji oviem Cremonovym rovnicim: Je-li n stupefi trans-
formace a «; polet spoleénych bodi o nisobnosti 7 v homaloidni siti, plati

o +4as+...+r—1) ey =n—1,

n(n—l)a __n(n+3)

—2.

“1+3“3+.-.+A 2 n—1 = 2 .
V nadem piipadé je n = 3, ¢; = 2, @, =1 (s dvéma spolenymi te¢nami), tedy
244142 =3—1,24+03-14+2=221D_,

Podle dusledka 6, ll, 12 a 16 se pfimky, obsahujici stfed P, a pfimka X, X, =Y,Y,
v transformaci T, ! reprodukuji. Podrobnéji mluvi o téthto vlastnostech vty 12, 13
a 14.

Véta 12: Piimky PZ,Z,, PZ,Z” které ze stfedu P promitaji pruseé‘lky kuZeloseéek
K., K,, jsou samodruiné primky transformace T, T—1.

Dukaz: Pfimky PZ,Z,, PZ,Z,, obsahujice samodruné body Zyy Zy, Zy, Z, inversi
Sy Ja» reprodukuji se transformacemi I, J, a I, J; bod za bodem.

Vé&ta 13: Pfimka X, X, = Y,Y,, kterd obsahuje hlavni body prontho #ddu transformace
2, 'S, je samodrusnd piimka této transformace.

Duikaz: Poléra kteréhokoli bodu p¥imky X, X, = Y,Y, vzhledem ke kterékoli kuZelo-
sedce K, K, prochézistfedem P. Tomuto stfedu odpovid4 pak v inversich ,, 35 kterykoli
bod protilehl¢ hlavni pfimky X,X; = Y,Y; (oviem s vyjimkou bodu X;, X,, Y, Y,

YCh), mezi nimi tedy i bod zdkladni.
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Véta 14: P¥imky PZ,Z,, PZ,Z,, X\ X, = Y,Y, jsou vSechny samodruiné urvary trans-
formace T, T, -

Dikaz: Pi§me rovnice (10) ve tvaru

0x; = (x2 + x2) x;, o x, = 2 kx;2x,

0 x5 = (%2 4 x2) x5, resp. o x, =2kx %%

0 %y = 2 kxyX5%3, 0 x5 = (x2 + x,2) x5,

kde 9, o (9, o 7= 0) jsou koeficienty imérnosti. Pro samodruZné body plati
¥ =x,1=12,3),

to jest
% (x4 x2—0)=0, % (2 kxyx,—0) =0,
X (x4 x3—0) =0, resp. x(2kx;x,—0) =0,
%3 (2kx,x2,—0) =0, % (x4 x2—0) =0..

Z posledni rovnice prvxii, resp. druhé soustavy plyhe jednak x3 = 0, jednak p = 2 kx,x,,
resp. ¢ = x? + xJ. Po dosazeni do prvnich dvou rovnic dostaneme v obou soustavich
stejné i

x (22 4 x2—2kxx;) =0,

‘ %y (2% + x] — 2 kx;x,) = 0.
Jsou tedy rovnice samodruznych wdtvara
2242 —2kxx, =0, x3=0,
jak bylo dokézat.

Tento vysledek potvrzuje i vySetfeni isologickych kfivek obou soustav. V necirkované
soustavé zvolme obecny bod (£) (El, &y &34 0). Svazek pfimek, timto bodem uréeny,

mé rovmc1
Ay (85 X3 — 52 %) + Ag (Eg%y — & %3) = 0:
a podle rovnic (10) mu (po vynechéni akcenti) odpovidd svazek kubickych kfivek
MI2F & xx; — &5 (xF + x3) x5] + A [2 k&g xixy — & (22 + xP) x5] = 0.
Oba svazky jsou vzijemnd vztaZeny projektivné; isologicki kfivka /; je geometrickym
mistem priseciki odpovidajicich si ¢ar obou svazkd. Je tedy jeji rovnice
Eaxg—&axy _ 2RExmx]— & (Ji+'x§)_x_s ‘
53"1“"51"’3 Zkfaxxz & (xf + x3) x;

&l
I§ = (§1x,— &2 %) (3‘s + x2—2kx1x2) x3 =0.

Kfivka se rozpad4 na pfimku, spojujici bod (&) se stfedem P, a na dalif souéésn na
poloze bodu (&) nezévislé, totiz na pfimky PZ,Z,, PZ3Z, a na pfimku X, X, = Y,Y,.
" D& isologické kfivky [, I, pfisluiné dvéma obecnym bodim (£), (), li¥i se tedy jen
v-oné soulisti, kterd spojuje stfed svazku pfimek se stfedem transformace. Spoletné
soudssti jsou tvary samodruZné. :
Obdobn& zvolme v &irkované soustavé obecny bod (&) (&, &5 &5 74 0) za stred
svazku pfimek
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A (&g 2y — &3 x3) + A, (5% — & %) =0,
a stanovme odpovidaiici svazek kubickych kfivek (s pfidinim akcenti):
X I8 (22 + 239) %, — 2 k& xlxpx] + 4 65 (x® + 257 %, — 2R &) 23] = O,
Odtud opét uréime rovnici isologické kfivky ve tvaru
Iy = (& x,— &3 x)) (52 + x2 — 2 kx;xy )x; = 0,

kterd, aZ na akcenty, mé tyZ tvar jako rovnice kfivky /;. Dv¢ isologické kfivky /-, I, se’
zase li¥f jen v oné &4sti, kterd spojuje stfed svazku pfimek se stfedem transformace.
Spolené soudssti jsou tvary samodruZné. :

. Dodatek ‘
Bodu (x) necht v involutorni kolineaci & odpovid4d bod (%) takto:
Xy Xyl kg = X1 X1 X
Bodu (%) v korespondenci ¥, vy)édrené rovnicemi (10), pak odpovidi bod (x') takto:
Xyt Xy xy = (%2 + £2) %y (%2 + %) % 2 kX XX, (15)

UvaZujme nyni transformaci 31, takto definovanou:
Definice 2: Soumistnd transformace 3= je uréena rovnict

31=0% =23 % " (16)
Dusledek 18: Transformace 38, inversnf k 8—_1, je uréena rovnici
8 =$—18 =8231 2- (17)

Diikaz : N4sobme rovnici (16) zprava 8. Dostaneme |
| 8-18=0%,5,8 &l 1=23,3,3.
Dalsim nisobenim zleva £ dostaneme

2= S 32 3.
Dal$im nisobenim zleva §; dostaneme

31k =l
a kone¢n& nésobenfm zleva 3, dostaneme

Ja 31 L =3,
jak bylo dokéizat.

Disledek 19: Transformaci ¥, -1 Ize vyjadfit pomoci transformacf 8, 8—! a trans-
formace & takto:

T=90131, T1=388 (¢=2g-).
Dikaz: Prvni rovnici dostaneme nésobenim rovnice (16) zleva &, druhou nisobenim
rovnice (17) zprava £.
Disledek 20: Transformaci € lze vyjédiit pomoci transformaci z, T, 8, 81
takto:
L1 =813, 2=38, (E=271).
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Dukaz: Prvni rovnici dostaneme nésobenim rovnice (16) zprava $—1, druhou n4-
sobenim rovnice (17) zleva I.
Analytické vyjidieni transformace 8, 83— podéva

véta 15: V soufadnicovém trojstranu PX,, PX, X, X;; X, (1, 0, 0,), X, (0, 1,0),
P (0,0, 1) odpovidd v transformaci B obecnému bodu (x) bod (x') takto:

Xy Xyt Xy = 2kxyx2: 2ka%xy: (22 4 x2) x53 (18)
0 transformaci 8—‘1 obecnému bodu (x') odpovidd bod (x) takto:
xi: X0 x5 = (%] + x,2) xp: (%2 + x2) x[: 2 kx;xg%x;, (19)
(k£ 0).

Dikaz: AZ na zménu akcentovan{ jsou rovnice (19) zfejmé shodné s rovnicemi (15).
Rovnice (18) pak dostaneme bud jako analytické vyjidfeni rovnice (17), nebo obrécenim
rovnic (19).

Dusledek 21: Transformace 8 tvofi jednomocnou soustavu. Volbou jednotkového
bodu Ize dosidhnout kanonického vyjidfeni

X: Xyt Xy = %;3x3: x3x 1 (%2 + x2) xg, (20)
a obricend .
Xyl Xyl Xy = (x;: + x2) xp 1 (%2 4 x5 x): x{xgxg, (20)

které ‘neobsahuje Z4dny arbitrirni parametr.
Diikaz: Polo¥me-li v rovnicich (18) misto x;: x;: %, pomér Xyt %3 2 kxy dostancmc

pivni soustavu rovnic (20). PoloZime-li v rovnicich (19) misto x|: x;: x; pomér x| : x,: ;k »
dostaneme druhou soustavu rovnic (20).

Ostatni vlastnosti transformace 3 struén& shrnuje

vé&ta 16: Transformace B je jednojednoznaind, kubickd, a md vSechny podstatné vlast-
nosti transformace T. Obdobné transformace 8—1.
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Dikaz: pomoci rovnic (20), jako v piipad® transformace T, T—1.
Pro transformaci 8, 83— plati line4rn{ konstrukce, jak ji udévi

v&ta 17: Bod A', ktery v transformaci 8 odpovidd obecnému bodu A, ize sestrojm takto:
Bod A promitneme z bodt X,, resp. X; na piimku PX,, resp. PX,. Dostaneme tak body
Ay, resp. A,. PHimka A A, protne pfimku X, X, v bodé Ay, pfimku PY,, resp. PY, v bodé
M, resp. N. Bod A’ je uréen podminkou

(MNAA)=—1.. .
Obrdcenim této konstrukce dostaneme k obecnému bodu B’ bod B, odpovidasict mu v trans-
formaci 31 (obr. 2).

Diikaz: Necht bod A mé soufadnice x,: x,: X3 (%, Xs, X3 7 0). Soufadnice bodu
A,, resp. A; jsou 0: x,: x5, resp. x;:0: x;. Rovnice pfimky 4,4, (v soufadnicich X,
Xy X) je

Ko KX
X1 X3 X3
soufadnice bodu A4, jsou — x;: x,: 0.
Rovnice dvojice pfimek PY;, PY, je .
X2+ X3=0% -

a piimka 4,4, ji protne v bodech M, resp. N o soufadnicich 4 ix,x5: x,%5: (%, £ ix9)xs,
(i = V—1). Lze tedy soufadnice bodu 4; vyjédfit jako lineArni kombinaci soufadnic
bodi M, N takto:

o(—x)=A— I‘)l-‘ﬁxz: 0 Xy = (A + W) Xy Xg 0= A(x; +ixg) + p (2, —ixg),

=0,

~ @70, 4 i jsou parametry. Odtud nejprve plyn —i— = —-%‘—__F—'T;— tak¥e bod A',
. 1 2
uréeny podminkou (MNA,A )=—1, ‘mi soui‘admoe
’ ox; =—2x%3, 0xp=—2xx, 0x3=—2(x2+ 22 x,
o # 0. To viak-jsou rovnice (20), jak bylo dokézat.
Vé&ta 18: Rovnice (20) lze merricky specialisovat na tvar
p_ % _ :&y :
x—x3+y2:y x,+y2 (21
a obrdcené ,
x’ﬂ + 2 x'i _I,_ ’2
= = (21)

Dukaz: Promitnéme soustavu soufadnic tak, aby pifmka XIX, se_stala pﬁmkéu
nevlastni, body Y3, Y, body kruhovymi. Pak piimky PX,, PX, pi‘e)dou v pravoihlé
osy soufadnic y, x a rovnice (20) v rovnice (21).

*) Ve vyjaddfeni transformace §, T ! rovnicemi (10) mé kuZeloselka Kl rovnici X’+ X3+
+ X3 = 0 (viz disledek 4 vity 4), kterd je v transformac¢i Q invariantni. Volba )ednotkového
bodu pro transformaci 8, 8, jak je uddna v disledku 21 vity 15, uvéddi rovnici této kuZelosetky
na tvar X! + X} + (2kX;)* =0, resp. X} + X} + (—2{’:) = 0. Jsou tedy body Y (X} + X3 =
= 0, X, = 0) v transformaci § tytéZ jako v transformaci <.

|
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Rovnice (21) viak vyjadfuji biracionilni kubickou transformaci, pro niZ jednoduchou
konstrukei udal a kterou zvl43t podrobng se zabyval svého &asu K. Zahradnik (O jisté
biraciondini kubické transformaci a jejtm upotiebent v theorii kfivek, Cas. mat. fys., sv.
34 (1905), 105—123, 329—341, sv. 38 (1909), 6-—25; Beitrag zur Theorie der rationalen
Kurven dritter Ordnung, Stzb. Ak. Wiss. Wien, sv. 113 (1904), 973—986**); Uecber eine
birationale kubische Verwandtschaft und deren Anwendung, 'Stzb. Ak. Wiss. Wien, sv.

114 (1905),

669—691**), Nase transformace 3 je tedy projektivnim zobecn&nim transfor-

mace Zhhradnikovy. Podrobné vySetfeni vlastnosti transformace T podiv4 i nékteré
dileZité vlastnosti projektivni i metrické transformace Zahradnikovy, které v citovanych
pracich uvedeny nejsou.

ENERGETIC_KE ATOMOVE REAKTORY

V posledni dob& se na celém svété vénuje velkd pozornost otazkam vyroby
elektrické energie v atomovych elektrdrnich. Budovéni t&chto elektraren je
v plném proudu, a i kdyZ je dnes je§td vyroba elektrické energie touto cestou

mnohem dr

[

az8i neZ v elektrarnach tepelnych nebo vodnich, nebudou tyto naklady

jisté rozhodujici v budoucnu, az se atomové energetika plné rozvine.

K mirovému rozvoji atomové energie znaéné piispéla mezinarodni konference,
ktera se konala v srpnu r. 1955 v Zenevé. Na této konferenci byly shrnuty dosa-
vadni vysledky studia atomovych reaktort a byl podén prehled typd, které se nej-
lépe hodi k energetickym Gdeltim. :

1. Uranovy reaktor chlazeny vodou vysokého tlaku (obr. 1.)

Palivem tohoto reaktoru je obohaceny uran, jako moderator a chladici latka
slouzi oby¢ejna nebo tézka voda. S
Voda proudi mezi uranovymi tySemi v reaktoru (1), odtud odchézi do vyvijete
(2).a z ného se opét pieferpava Cerpadlem (3) do reaktoru. Voda tohoto primaér-
niho okruhu je pod znaénym tlakem, aby nedochazelo k jejimu varu. Ve vyvijeéi
vznika péra, kterd Zene jiZ pfimo parni turbinu. Reaktor, &erpadlo i vyvijeé jsou
- urnistény oddélend v samostatnych prostorech, jejichZ betonové zdi (4) poskytuji
ochranu proti radioaktivnimu z4feni.
Nevyhodou tohoto reaktoru je pom&rné nizka teplota chladici vody v primar-

1 — reaktor, 2 — vyvije, 3 — &erpadlo, 4 —

4
// ////
L
U
; a/®‘/
N T
7
7 2, A,
Obr. 1.

ochranné zdi.
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Obr. 2.
1 — reaktor, 2 — turbina, 3 — kondensé&tor, 4 —

&erpadlo.

*%) Bibliograficky soupis J. Vojté&ch, Cas. mat. Jys., sv. 46 (1917), 300—304.
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