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Véta 3. NechtV je bodovy ttvar, leZici v primétmné ‘a (f = 1,2,...,n—m + 1).
Pak jsou ekvivalentni tyto dv& podminky

(a) Existuje bodovy tutvar U cE, tak, Ze U; =iVproi=1,2,...,n—m + 1.

(b) Kazda nadrovina w | & bud protini soudasn& viecka iV anebo neprotini Zidné
Vi=12,...,—m+1).

Dukaz. Kazdy bod B lezf spolu se svym1 pruméty B; v téZe nadroviné kolmé ke &
Existuje-li tedy takovi nadrovinaw | &, kterd alespoii jedno {V protiné a alésponi jedno
iV neprotini, pak hledany originil U s vlastnosti U; = V neexistuje.

Necht plati podminka (b) a necht ttvary YV jsou neprizdné. KaZzdému bodu X €1V
pfifadme neprizdny ttvar /u (X)cw o /V(j=2, 3,..., n—m + 1), kde o je nad-
rovina, jdouci bodem X kolmo ke &. Z kaZdého /u (X) vybereme bod /X a stanovme
prisetik O (X, %X, 3%, ..., »—m+1X) promitacich prostori Jn, I X € ix | Ja.
Bodovy itvar, vyplnény body O (X, %X, 3X,...,"— ™ +1X), je Zidanym iitvarem U
s vlastnosti U; = V. Viecka mo2n4 pfifazeni X -2u (X), 3u (X),...,»— "+l (X)
poskytuji viecky moZné originily U s vlastnosti U; =¢V. Sjednoceni viech t&chto
- origindli U nazveme maximilnfm originilem vzhledem k ttvarim ‘V; maximélni
originil je oviem urden jednozna¢né. Dukaz véty 3 tim ukoncujeme.

NejduleZit&jsi specialisace vznikd pro m = 2, resp. pro m = n— 1. Pro n = 3 dost4-
vame se ke klasickému promitini Mongeovu, takZe vétu 3 lze uZit pfi budovini Mon-
geovy projekce, Véta 3 chee zpfesnit b&né tvrzeni, uvddéné v udebnicich deskriptivni
geometrie, Ze toti svymi priméty nemus{ byt originil jednoznatn€ uréen. Na vét€ 3
Ize zaloZit theorii jednoznaného uréeni n&€kterych bodovych titvart uZitim jejich prumétd.
Zobecnéni véty 3 pro mnohostfedové promitini je nasnadé a nebudeme je zde providét.
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VACLAV HAVEL

O VETE POHLKEOVE

Obsahem pfispévku je n€kolik tivah, tfkajicich se zobecnéni véty Pohlkeovy-Schwar-
zovy pro vicerozmérné promitini.

Budeme pracovat v n-rozmérném rozsifeném prostoru euklidovském (7 = 3). Po-
sloupnost vlastnich bodi By, By, By, . . . 5 B, leZicich v témZe m-rozmérném podprostoru
. (3 <m< n—1),linedrng vytvoi‘eném body By, By, . . . , Bn, nazveme (n, m) konfiguraci.

Véta 1. Necht y je posloupnost linedrn€ nezévislych vlastnich bodi {4y, 4, . . . 4n}
a necht R je (n, m) konfigurace {By, B,, . . ., By}, leZici v podprostoru f dimense m.
Pak existuje pravé jeden nevlastni podprostor 8 o dimensi (n»—m—1) a afinita A, mezi
podprostorcm B a libovolnym s § disjunktnim vlastnim podprostorem n dimense m tak,
7¢ A R je primétem konfigurace y z centra 8. (Podrobné i-ty bod konfigurace A, R
je prumétem i-tého bodu konfigurace y pro: =1, 2,...,n + 1.)

Dikaz. Oznatme « podprostor, linedrn¢ vytvoi‘eny body A4, 4,5 . . . , An. Existuje
pravé jedna afinita A mezi @, «, pro niz AB; =A4;({ =0, 1, ..., m).-Nevlastni body
pfimek, jdoucich body AB;, 4; (j =m+1,...,n) vytvoiuji lineirn¢ podprostor
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8 dimense n—m—1. Prostor S jakoZto centrum projekce zprostfedkuje mezi « a mezi
libovolnym vlastnim s 8 disjunktnim podprostorem = dimense m afinitu A, . tak, Ze
(n, m) konfigurace A, AR je primétem konfigurace y z centra 8.PoloZime-liA =
= A,z A, je centrum 8 uréeno jednoznatn€ ve smyslu zn&ni vty 1. Véta je dokdzéna.

Nyni budeme charakterisovat ty podprostory =, pro néZ afinita A, z véty 1 je
podobnosti.

V pfipadé n = m + 1 = 3 existuji dv& (pffpadné splyvajici) osnovy Q2,, 2, navzijem
rovnob&Znych rovin w, pro n&% A, je podobnost (viz [6], str. 302). Dostivime dikaz
.Klasické vty Pohlkeovy-Schwarzovy. Tento dikaz zjedn6dusuje postup, uvedeny v knize
[5], str. 173/4 (dikaz véty 2 a véty 3) a li§i se od pivodniho dikazu Schwarzova hlavné

_ ve snadném piekonini obtiZi, které pii Schwarzov& dikazu vznikaji v pipadg, Ze tfi
z bodi konfigurace R lei na téZe pi¥imce. Konstrukci centra § lze snadno provést uZitim
afinity A; konstrukci obou osnov Q,, 24 moZno provést n’xznymx zplsoby (viz [1], véta

- 3 na str. 31, [6], str. 30/1, resp. [9], str. 300/2).

Vénujme se nyni pfipadu obecnému. Afinita A, z véty 1 je podobnosti prévé tehdy,
pfevddi-li {m—1) rozmérnou absolutni sféru xz¢f v absolutni sféru %z CT. Imagmimi
kvadrika x, = Axzca promiti se z centra § do = do kvadriky »;. Kvadrika »x,
splyva se x,, pravé kdyZ plati tato podminka:

(D) Prinik (n—1) rozmé&mé absolutni sféry s promitaci nadplochou kvadnky Ko
obsahuje (m—1) rozm&rnou absolutni sféru, leXici v prostoru .

Sformulujeme vysledek.

Véta 2. Afinita A, z véty 1 je podobnosti, prévé kdyZ pro prostor = plati podminka
®. :

Tento vysledek souvisi s vysledkem F. Schura (viz [5], str. 175), kter§ dostaneme
v naSem piipad& pro # = m + 1 = 3. Pak je totiZ stfed 8 bodem, x, je dvojici komplexn&
sdruZenych nevlastnich bodl, promitaci wtvar kvadriky x, je dvojicf komplexng
sdruenych pfimek, tak¥e prinik téchto pfimek s absolutni krunici se rozpad4 ve dvé
dvojice komplexné sdruZenych bodi, a tedy podminka (I) je splnéna pro rovinu m,
obsahujici jeden z obou pari pfedchozich bodi.

Pro n =m + 1 = 3 apro piipad, Ze isetky A, 4: jsou vzdjemn& kolmé a stejné dlou-
hé, je podminka (I) ekvivalentni s podminkou Stiefelovou (viz [8]): .
' (II) Jsou-li ¢; = ¢g = ... =¢n charakteristicki &sla Grammova determinantu vektord
@,(1—12 ,n),pakc1>c,—-c,—-...——c,._1>c,.-—0

Uvedeme ie§té konstrukci, pochézejicf od N. F. Cetveruchina (viz [1], str. 76). Na-
véiZeme opét na pfedpoklady véty 1. Oznaime K &istetnou konfiguraci {B,, B,, B,, Bs}.
Je-li K &tyfroh, pak stanovme dle véty Pohlkeovy-Schwarzovy nevlastni stfed S, z né¢hoZ
se tyistén {4y, Ay, Ay, A3} promitd do konfigurace K* podobné s K. Je-li K &tyfstén,
pak stanovme podle véty Glagolevovy (viz [1], str. 46) nevlastni bod S, tak, Ze existuje
&yistén K* podobny s K a perspektivni se tyfstinem {Aq, Ay, Ay, Ag) dle stiedu S,.
V obou piipadech doplime K* na konfiguraci R* = {B¥, BY¥,..., B¥} podobnou
s R a stanovme pro kazdé i = 4,5,...,n nevlastai bod S§; pfimky jdouci body 4,
B¥. Body Sy, Sy, Sss - - > Sn linedrng vytvifejl nevlastni podprostor ¢ dimense nejvyse
n—3. Dan4 knnﬁgurace y je s R* perspektivni dle stfedu o. Zfejm& R* je prﬁmétem
konfigurace y z centta o, kdyZ plati tato podminka:

(IIT) Podprostor. ¢ m4 dimensi n—m—1.

- Speciélng pro n =m + 1 m4 podminka (III) tvar S, =S, = §; —...—-S,. Po-
znamenejme, ¢ v dikazu t. zv. hlavniho theorému v knize [1], str. 76, vy§eti‘ované
centrum perspektivity mie mit dimensi men¥{ ne¥ n~—3. Dile poznamenejme, %e
Cetveruchinova konstrukee vySet pouze takové centrum o, pro n& &tyistin {Ag 4,
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Ay, A3} a Casteind konfigurace K* le#i v téme trojrozmérném podprostoru. Lze viak
najit nevlastni podprostor ¢, konfiguraci y a konfiguraci R* podobnou s R a perspek-
tivni s p dle stfedu ¢ tak, Ze pro kazdou &tvefici riiznych indexi 1, j, &, I body 4, B¥,
Aj, BF, Ax, Bf, Ai, Bf nelel v tém¥e trojrozmérném podprostoru. Cetveruchinovou
konstrukci se k pfedchozimu piipadu nedostaneme; nelze tedy podminku (III) poklidat
za nutnou i postacujici. Tento nedostatek je moZno obejit uZitim vicerozmérného zobec-
néni véty Glagolevovy (viz [1], str. 46). :

Poznamenejme jest€, Ze A. O. Volberg naznalil dikaz klasické véty Pohlkeovy, uZi-
vaje bicentrlni projekce (viz [6], str. 329/30). Zd4 se, Ze jeho ivahu bude moZno zobecnit
i pro vicerozmérné promitani.

Zavér

- Klasickou vétu Pohlkeovu-Schwarzovu lze formulovat takto: K danému ¢&tyfsténu
{Ag> Ay, Ayy As} a k dané (3, 2) konfiguraci R = {By, B;, By, By} existuje pravé jeden
nevlastni bod S a dv& (pfipadné splyvajici) osnovy £2,, {2, navzijem rovnob&inych ro- -
vin tak, Ze primét Ctyfsténu {4y, 4y, Ay, A;) z centra S do roviny n€Q; (=1, 2) je
podobny s R.

Prejdeme-li k vicerozmémému promiténi, lze sice vétu Pohlkeovu-Schwarzovu zobec-
nit, aviak jeji ,,feSenf* miZe i nemusi existovat. Ve vicerozmérném pfipadé existuje
totiZ k danym konfiguracim y, R (viz vétu 1) centrum § a primétna =, do niZ se y promitd
do konfigurace podobné s R, tehdy a jen tehdy, plati-li podminka (I).

Jak jiz poznamenal Ed. Stiefel, neni tedy vhodné budovat vicerozmérnou rovnob&znou
axonometrii na zobecn&né vét&¢ Pohlkeov&-Schwarzové; k vybudovini vicerozmérné
rovnob&Zné axonometrie (a dokonce i vicerozmérné centrilni axonometrie) hodi se lépe
t. zv. prvoi a druhd zékladni véta (viz [2]). Témito zdkladnimi v&tami zabyvé se obsirné
c:tované préice [2].
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