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4. Na obr. 4 je odstran&no ,,zatékéni“ podél CFD. ReSeni provede se uZitim pomocné
stfechy nad oblasti, ohrani¢enou orientovanymi polopﬂmkamx 4,1D, D2B,, 4,4C,
C3B,,. Podrobnosti zde nebudeme uvédét.

5. Na obr. 5 j je odstranéno zatékini podél CD 4F Redeni provedeme nejprve uZitim
pomocné stfechy S, nad vypuklym dhlem w,, ohramécnym orientovanymi polopfimkami
A_1C,C2B, (kde C2 | CD) a posléze uZitim pomocné stiechy Sy nad dutym tihlem w,,
ohraméemjm polopfimkami E_3C*, C*2B, (kde pfimka C*3 je kolmi k D4 a jejf
vzdilenost od bodu D fovni se délce ﬂsec‘.ky CD). Je-li S; sjednoceni stfech S;, S,
pak odstrafime z S; tu &ist, kterd leZi uvnitf kolmo promitacfho hranolového prostoru
oblasti w,, jejiZ orientovanou hranici je F, 4DC2B, . Zbyl4 &ist z S; je hledand upravend
stfecha nad oblasti, ohrani¢enou polopﬂmkamx A 1C, D4F, a orientovanou tsetkou
CD, piitemZ podél CD4F, je odstranéno zatékani.

Predchozi feSeni bylo provedeno dpravou stfechy nad polorovmou, ohranienou
orientovanou pfimkou IC. Je moZné téZ vyijit od stfechy nad vypuklym thlem, ohrani-
&enym orientovanymi polopiimkami 4, 1C, CDG,, (G, je nevlastni bod piimky CD)
a provést tipravu obdobn& jako v pi‘cdchozim
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Pro fady s komplexnimi &sly (vektory) platf tato velmi tplnd véta:
Soulty komvergentnich ¥ad komplexnich &sel (vektorw), vzniklych pfe-
rovndnim dané konvergentni fady komplexnich &sel (vektors), tvoff
mnoginu, obsahujici bud jediné &slo, nebo lsla celé piimky v komplexni
roviné, nebo vechna &isla v komplcxn{ roviné.')

Obsahem nife uvedeného p¥ispévku je dikaz véty, Ze za jistych pred-
pokladi (tFeti pFipad uvedené véty) lze konvergentni ¥fadu komplexnich
&isel (vektord) prerovnat k lbovolnému piedem danému soultu super-
posict tif fad z dané fady vybranych.

BudiZ A mnoZina viech &sel redlnych. Jeji elementy budeme oznadovat malymi feckymi nebo
latinskymi pismeny. Dvojici (7, 8), « = A, § = A budeme nazyvat vektorem, «, f§ jeho soufadnicemi.
Vektory budeme oznadovat polotu¢nymi stojatymi latinskymi pismeny. Jsou-li na pf. «, f soufadnice
vektoru a, je a = (a, f). Cislo a = la] = + Va’ -+ A% nazveme absolutn! hodnotou vek-
toru a. Je-li @ = 1, budeme a nazyvat jednotkovym vektorem, nebo také smérem. Jednotkové

. vektory budeme oznafovat indexem nula napravo nahofe (na misté exponentu), tedy na pf.
- a° (je-li @ = 1). Vektor o nulovych soufadnicich budeme nazyvat nulovym vektorem a ozna&ime

jej znakem 0. MnoZinu viech vektori budeme nazyvnt také kartézskou rovinou a budeme ji
dusledné oznadovat pismenem K.

V A budiZ soulet a soudin definovédn v obvyklém smyslu.

Rovnost dvou vektorti definujeme takto: Je-li a = («, ), b = (5 8), je a = b tehdy ajen
tehdy, je-li « = », g = 4.

1) K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 2. vyd., str. 398. Steinitzova
préce (E. Steinitz, Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, sv. 143 (1913), 144 (1914), 146 (1915), citovand na této stran& v po-
znimce, fe¥i otdZku mnoZiny souétd konvergentnich ¥ad komplexnich &sel zcela obecné pro
n-rozmérnd komplexni &sla (n-rozmérné vektory).
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) Soutet vektortt a = (a, f), b = (y, 6) definujeme takto: a + b = (« + y, B + J). Je tedy
a +b) :K.

Sowtin &isla w € A a vektoru a = («, ) definujeme takto: wa = (v a, w f). Je tedy wa € K.

Tak zvany skaldrni sou¢in dvou vektort a = (a, ), b = (y, 0) definujeme takto: ab = «y +
+ #. ,

Je tedy ab € A. Je-li ab = 0, budeme fikat, Ze vektory a, b jsou k sobé kolmé.

Pro stru¢nost budeme psit a*? misto aa.

Ziejmé plati nyni tyto rovnosti:

a+b=>b+a,
@+b)+c=a+(b+c)=a+b+c
ab = ba, a®= g}
a(b+c)=ab + ac, -
w(ba) = (wa)b=2a(wb) =wab.

Budiz k° libovolny jednotkovy vektor (smér). Pak mnoZinu viech vektorii a z K, pro které plati
ak® = (a % 0), budeme nazyvat pulrovinou sméru k° a oznaime ji P (k°. Ziejm& pullroviny
P (k% a P (—k°) vyplni celou kartézskou rovinu K.

BudiZ dina posloupnost vektori

{an} = 25850380
Soufadnice vektoru a, budtez ap, B, (an, Sn €A, n=1,2,...). .
Definitoricky zavedem pojem konvergence a divergence posloupnosti {a,, takto:

{a,,} konverguje, konverguji-li souasné posloupnosti {a,,} a {ﬂ,.}. Jinak {a,.} diverguje.
V dal$im budeme dusledné pfedpoklddat, Ze
lim a; = 0 (to jest im «, = lim f, = 0), tedy také lim a, = 0.
n—>»w® n—>»o - B—>oo , n—>»>o

Sestrojime fadu

2’3k=31+3’+---+3n+---
A=1
a jeji CdsteCné soulty

n .
g = 2 , ax,
k=1

(-]
n = 1,2,... JestliZe posloupnost {s,.} konverguje, fikime, Ze fada ‘2 ax konverguje, a obréce-
k=1

(-]
né, jestliZe posloupnost {s,,} diverguje, fada 2 ax diverguje.

k=1
Definice 1.: BudiZ ¢ € A, ¢ > 0. Okoli U:(a®) sméru a° je mnoZina viech vektori x z K,
pro které plati
|x —xa’| S ex.
Slovem ,,dosti (libovoln&) malé okoli‘* rozumime okoli pro dosti (libovoln&) malé e.
-]

Definice 2: Smér a® nazyvime smér konvergentni, jestlie fada 2' (a;a%, ax € P (a®) kon-
k=1 '

o
verguje. V opainém pfipadé, to jest jestlife fada 2 " (ak a®), ax € P (a%) diverguje, nazyvime
‘ k=1
smér a° divergentnim.

]

Definice 3: Smér a° nazjvime smér kriticky, jestlize pro kazdé ¢ > 0, ¢ € A fada 2' aks

k=1
ax € Ue (a°) diverguje. , . .

Definice 4: BudiZ {"a,,}, m=1,2,...35i=1,2,..., m) m libovolnych posloupnosti
vektori. BudiZ ¢ (n), n =1, 2, ... libovolnd posloupnost pfirozenych &isel. Pak posloupnost
121, Yagy oo v Tap(1)s 221 Y29y o v vs 229 (2)s o o0 s My Magy . .05 Map(m) lap (1)+1s ap(1)+25 ...
lag (1)+9 (m+1) *ap(@)+1s a9 (2)+25- - -5 "ag (2 +@(m+2)s+ -5 Map(m)+1> Map(m)+2s .+

ces Mag (m)y+o(2m)s .« .- ,
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(to jest posloupnost, kterou dostaneme tak, Ze vezmeme nejprve ¢ (1) prvnich &lend z {‘a,,}, pak
@ (2) prvnich &ent z {2a,.}, atd. aZ ¢ (m) prvnich dend z {"'a,,}, pak ¢ (m + 1) daldich-&end
zase z {1a,}, ¢ (m + 2) dallich dlenti z {%a,}, atd. a% g (2m) daliich lent z {man} atd.) nazveme
superposici danych n posloupnosti {"a,,}.
Stciné definujeme superposici fad 2 fax(i=1,2, ..., m) jako soucet dlend privé definované
k=1
superposice posloupnosti {’a,,} (v témZ potadi).
o«

Definice 5: Budi? {a,.,}, n=1, 2, ... posloupnost vektori a lim a, = 0. Radu 2 bm

nore m=1
nazyvime zhuiténim fady Z an, jestliZe mnoZinu R viech pfirozenych &isel Ize rozloZit v mno-
n=1
Zinovy soudet?)

1. by = Zak,m=l,2,...,

Ziejmé také Lm b = 0.

m—>re
Poznédmka:
1. Je-liRp=m (m = 1,2, ...),je by = a,,,avzhledemk lim a, = 0 také lim a, = 0. (Trx-
n—>® n-—>wm

vidln{ zhu3téni).

2. Je-linapt. Ay = {2m—1, 2m} (m = 1,2,...),je by = a2m—1 + azm, & vzhledem k lim a, =

. n—>o
= 0 také lim agm—1 = 0 a lim azm = 0, tedy lim ayy—1 = O a lim a2m = 0, tedy
m—>o m—>m m—>x m—p o

lim (@:m—1 + a2m) = 0.

”m —> o

] .
Definice 6: BudiZ {a,,}, n=1, 2, ... posloupnost vektori a lim a, = 0. Budi? _): bm

n—>o m=1
zhultédim Fady 2 an. Pak pferovninim fady 2, ap, piisluinym zhuiténi 2 bm, bude-

=] =1
me nazyvat i‘adu, kterou sestrojime takto: " ™
Podle definice 5 je b, = 2' ap, m =1, 2, ... Elementy z R, oznatme mk; (i =1,2,... ko-
kR<Rp
netné) a sefadme je do posloupnosti {’"k,} Elementu mk; z {"'k} phfadme element imy,; *

{a,,} a sestrojme fadu -
alk. -+ a],Ik + ...+ 3gk + a'k + ...+ ﬂ”m + QMk’ + .
Tuto fadu budeme nazYvat pferovninim fady 2 aj pﬂsluinym zhusténi 2 bm.

n=1 m=1

%) MnozZinovy soucet M + N dvou mnoZin M a N je mnoZina viech elemmtﬁ, které jsou bud
v M nebo v N.
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Budiz 2’ % ( lim a; = 0) fada vektord. O této fadé plad viry:
k=1

L]
V&ta a): Jsou-li viechny sméry v & konvergentni, konverguje fada 27 aj absolutné a je tedy
: k=1
pfi libovolném pferovnéni konvergentni.

Véta b): Existuje-li alespoil jeden smér konvergentni a® a jeden smér divergentnf a’® takové,
«® .
3¢ a® + 2’ =0, je fada D’ ay pii libovolném pferovnini divergentni.
k=1
Véta ¢): Pi‘cdpoklidc)mc, %e existuje alespori jeden smér a® konve.rgentni a alespoil jeden smér .

b® divergentni, ale Ze nennstane pfipad véty b). Podle definice 2 je fada 2 (axa®) konvergentni.

k=1
L
BudiZ a = J’ (aa%) 2% BudiZ s € K libovolny vektor, spliujici podminku (a —s)a® = 0. Pak
k=1 .
fadu 2 ay lze pferovnat tak, Ze pferovnand i‘ada konverguje k vektoru s.
k=1
®
Véta d): Viechny sméry v K budte? divergentni. Budi s € K libovolny vektor. Pak fadu 3 ax

k=1
1ze pferovnat tak, Ze pferovnani fada konverguje 'k s.
) Tyto &tyfi véty vylerpévaji viechny moZné pfipady. V daliim se budeme zabyjvat pfipadem
véty d), to jest fadou vektord, pro kterou viechny sméry v K jsou divergentni. Pferovnéni fady,
zminéné ve v&té& d), provedeme tak, Ze elementy dané fady rozdélime do privé tfi posloupnost
jistym zpisobem tak, %e k libovolnému vektoru s existuje takovd superposice téchto posloup-
nosti, Ze pfisluind fada m4d za soudet vektor s. Pfesn& vyjédfime obsah daliich Gvah touto vétou:

Véta hlavni: BudiZ {a,,} n =1, 2, ... posloupnost vektori takovs, ie hm ap = 0. Viechny

sméry v KX budteZ divergentni. Pak danou posloupnost {a,.} 1ze pi'erovmt na posloupnost {a,,}
téchto viastosti: {an} lIze rozloit do nejméné tH postoupnosti {ia,}, i = 1,2, 3 tak, Ze plati
a) posloupnosti "a,,}, i = 1, 2, 3 jsou disjunktni,
b) kazdy &en z ia},} le2f v nékteré z posloupnosti {iaq},

' [d
c) budiz s libovolny vektor. Pak existuje takové superposice fad (definice 4) 3 iap i = 1,2, 3,
n=1
"Ze m4 za soulet dany vektor s.
Nejprve dokéZeme nékolik vét pomocnych.

Pomocné véta 1: BudiZ {a,.} posloupnost vektorld a hm a,, = 0. Budi2 2 by zhultéinim

m=1

fady 2 a,. BudiZ Z bm konvergentni, pak pi‘erovnﬁni fady 2 an, piisluiné zhuiténi 2 bm
n=1 n=1 m=1

je také konvergentni a mé stejny soucet. ) .
Duikaz: BudiZ A, Ay, + oot ay Ay + oot oam, +oam, ... (Mk; € Ry
m=1,2,...5i{=1,2, ... konetné, viz definici 6) pferovnéni fady ) 'a,, piisluiné zhuiténi
n=1
2D bm: Oznatme koneZnou fadu apy, + amy, + ... zakem [By] (m=1,2,...). Zmininé
m=1

pterovnini fady 2 ap lze pak psét ve tvaru 2 [B]. Podle definice 5 je b, = 2 ax. Oznadme

n=1 m=1 RcRy
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dile b, =  ay. Je tedy podle definice 5 lim B, = 0.
kERy m—e

“;‘ ¢7 * . g
Podle pfedpokladu je 3’ by, konvergentni. BudiZ )’ by = b. Pak Ize ke kazdému >0 najit
=1 1 [}
N celé Kladné takové, Ze pro viechna j > N plati

b—jb,—l<e. eH)

i=]

. ™ ‘
BudiZ sy k-ty &ésteiny soucet pferovnini fady J ’a,. MizZe nyni nastat bud, Ze s prévé vyserpé

=1 .
viechny vektory z jistého poltu kone¢nych i‘ad"[B..], nebo Ze s; obsahuje jeité nékolik prvnich
Clend z dal¥f kone¢né fady [B,,]. ZfejmE se miZeme omezit na takové k, aby s, vy&erpalo alespoti j
a nejvyde 5 + 1 konetnych fad [B,], (> N). Je tedy”

i .
sk= 2 [Bl+rji = Z' bi + o
i=1 i=1
pti &em2 rj, je soude” ncjvyie viech dend z[Bj;4], a je tedy

i1 S 2 Gi"Fj-H-
I'ER,.H )

be—sy = b-—(jb.'+ r,q.,),

i=1
b—Z’b,-‘.+ TS b—-gb,l + e -
=

§=1

Nyni

[b—sk| =

Zfejmé nyni j —> 0 kdy k —» . Déle podle pfedpokladu lim ; = 0, tedy 8,4, < & pro dosti
i=>o
, velkd j a tedy z (1) plyne .

. lb—Skl<28,
coZ bylo dokdzat.

Pomocné véta 2: BudiZ {n,,} posloupnost nerostouci, 7, = 7y = ... 8 budiZ lim n = 0.
n—>o

Budi? dile {u,} posloupnost takovd, e u, 20, (1 =1,2, ...) 8 u, <4 na + -;- Up—y PO
viechna n. Pak im u, = 0. ' '

n—>® .

Dikaz: Zvolme n pevné. Pak plati podle pfedpokladu véty

1 1 1
un+1§4’7n+1+—2_un§8’7n+l+‘2-“n§8’7n+5‘“’!"
' 1 1 1 1
“n+|§4ﬂn+a+?“u+1§4ﬂn+'2— 8'7n+‘2—“n =87u+3;“m

1 1 N | 1
Unts < 4 7n+s +—2'“n+:§4fln +-2-(8'7n+—2—,'“n)=3’7n+'2i“m

: 1
Unti =87y + o Ya
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Odtud déle plyne (m pevné) {
Un <87, + -21,,. %

Aviak
1
“l+(m—¢) s 8’7! + 5no 2m— Yy

tedy

1 1

. “nm§877m+‘2m(877:+2T_.—“a)=8(7)m+'2“,;’7|)+-27(7,:7)—“u

tedy

lim Uy = 0.

m—>wo

* Déle

1 1 1
“sm—1§3'lm+—2,,,T1“m§877m-+m(877:+ —2‘,,;:.—ua)=

1 1
=3('7m+ 7".?'7:)4'7".:“»
tedy lim u,,,—; = O, tedy
m—>®
lim u, =0,
n—>®

coZ jsme mé&li dokézat.

Pomocn4 véta 3: BudiZ 2_' bps by >0 fada divergentni. Pak Ize sestrojit nckonené (spotetng)

=1 .
mnoho fad divergentnich t;kovwh, Ze jejich &leny jsou vybriny z fady pavodni a Ze viechny
&eny pivodni fady se vy&erpaji.

Dikaz: Vezméme tolik ¢lent dané fady (v daném pofadi), aby jejich soulet byl vétdi neZ 1.

Tuto kone¢nou fadu oznatme B, jeji soulet B,. Pak opét vezméme tolik daldich &lend pivodni
fady (v daném pofadi), aby jejich soucet byl vétdi neZ 1. Tuto kone¢nou fadu oznaéme B,, jeji

soudet B;. Podobné sestrojme By, B,, B,, B, atd. Dostaneme tak posloupnost {B,,} &astetnych
kone¢nych fad, vybranych z dané fady, a danou fadu lze zfejmé napsat ve tvaru

Sn- Sn

n=1
Pfitom B;>1, =1, 2,...). Sestrojme nynf tyto fady:
Bi,+By+B, +B; +B,y+...,
By +By+ By +Byy+Byy+...5
B‘+BQ+BII+BII+BIA+ .
Je ziejmé, jak tytd fady tvofime a Ze vyhovuji podminkim ve v&té uvedenym.
Pomocn4é véta 4: BudiZ dina posloupnost vektord {a,.} takovd, %e lim a, = 0. BudiZ a®

n—>®

divergentni smér. Pak fada 2 ay je divergentni.
ax€EP@Y)

. ° .

Diikaz: Podle definice 2 je fada ' (aia®), ax € P (2%), divergentni. Pro ax € P (a°) plad
k=1

" a;a® 2 0. Dile je a%%a, = (a°ak)’ tedy a; = aza% coZ bylo dokizat,

Pomocn4 véta 5: BudiZ 2"‘ fada vektorl a hm ay = 0. Viechny sméry v K necht jsou

divergentni. Pak v kazdé pﬁlmvmé existuje alespoii )eden smér kriticky.

Dikaz: Jsou-li M, N dvé mnoZiny, pak mnoZinu viech elementti, které lezi v M i v N oznaime
MN (prunik mnoZin M a N).
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’

BudiZ a® hbovolny smér. Podle pfedpokladu jsou viechny sméry divergentni, tedy podle pomocné

véty 4 je Z’ a5 ax € P (%), divergentni. Zvolme nynf smér a tak, aby bylo afa® = cos 7. Pak
k=]

d ’ =

je zfejmé bud fada 2 ays ax € Py, Py = P (2% P (af), divergentni, nebo fada 2 ay, axEP,
k=1 k=1

Pi=P (a°) P (—a)), divergentni, Pfedpoklddejme, Ze jsme zvolili takové omaéeni, %e diverguje

fada 2, ag, ax € Py. Zvolme déile smér aj tak, aby bylo —afal = a%} = cos vy . Pak opét bud
k-l .

fada 2 aps AxEPy Py = P,P(a‘,’), dlverguje, nebo fada Z ax, ax€EP, P, = P P (—a)),
k=1 k=17

diverguje. Pfedpoklddejme opét takové oznadeni, Ze 2 ay, ax € Py, diverguje. Zvolme dl!e smér
k=1

a} tak, aby bylo —afa = alal = cos = . Je-li P, = P, @ (a3), P, = P, P (—a}), pak opét bud

fada Z ay, ax € P,, nebo Fada 2 aks ax € P;, diverguje. Pfedpokladejme opét, Ze diverguje
h—l k=1

fada 2 @y, ax € Py. Zvolme analogicky al, al, . .. a sestrojme posloupnost Py, Py, .., Pj,. ..

k=)
Pak fady 2 aps akEP;y £ = 1, 2, ... jsou divergentni. Sestrojme nyni posloupnost sméri
k=1 )
bl bgy ..., b8 ...
tak, Ze
bYEP, BIEP,, ..., bEPy, .
Ztejmé plad

lax —akbt| < - ok pro viechna ax€ Py,

|ax — ax b3) g-’i‘;ak pro viechna ax € P,,

caccee /

lak—akb,,|_ 25 @ x pro viechna a; € P,

Z konstrukce posloupnosti {P,.} a {bf,} je patrno, e by, le3f ve viech Pp_;i =1,2,...,n=—1.
Z toho plyne, Ze

x - N : .
|b!—b=|<—s lb:—b=|<%, LN } Ib’l'l—blg-fll <';—,.s~---:

'

aviak lim n =0 lzetedykckaidémue)Oa:ulémuna)itmkovém,ieproviechnan>n.)e

ﬂ-—)u
6% — baa| < 5 [bhta—bhaal < s oo [bhims — bSi] < T

tedy (seéteme-li viechny nerovnosti)
bR —agyil <e.
Existuje tedy lim b, = b°% a b® je zFejmé smér kriticky (viz definici 3).

n—> o

45 Pokroky matematiky 705



Pomocné véta 6: BudiZ ddna fada vektoru Za,., lim a, = 0, a budiZ a° kriticky smér fady

n=1 n—-)cn

2 a,, b? smér kolmy k a® (to jest a°b® = 0). Pak z posloupnosti {ak} Ize vybrat posloupnost

n=]

.
{aki}, i=1,2, ... takovou, %e pro libovdlné &> 0 fada 2 ay;» a; € U, (%), diverguje a fada
=

L
21 ay; b% ax; € U, (a°), konverguje.
if-l.
Dikaz: Vzhledem k lim a, = 0 se miZeme omezit na ta ay, pro n&% je ay < 1. Pro a, € U, (a*)
n—> oo

plati podle definice 1
4 lak —aka®| < e ax,
tedy :
|b® (ag —axa®)| < B° |ag —ax a®| < e ap,

tedy, vzhledem k a’b° =

|axb®| < € ay. )
Podle pfedpokladu je viak ax < 1, tedy
. lab®| S e. 3
o«
BudiZ nyni {e,} sr=1,2, ... posloupnost &isel takovi, %e ¢, > 0 a fada 2 ¢, konverguje.
r=1
Sestrojme okoli Uer @%, r=1, 2, ... Budiz {‘ak}, k=1, 2, ... posloupnost té&ch vektorid
z {ap}, které lezi v U, (a9). Budi# dile i &islo celé takove, e '
i—1 )
D, 4,= 3>,
k=1 k=1

tedy, ponévadZ ax < 1, je A; < 2. Takové ¢ existuje, nebot a° je pgdle pfedpokladu kriticky .
. © . ;
smér fady 3 a, Nyni podle (2) a (3) je -
. n=| . .
i 1
5= 2 [tar %] < &, 2’ 19, < 26,
k=1 k=1

Budi# dile {*ai}, & = 1,2, ... posloupnost téch vektort z {a,}, které lefi v U, (a°), vyima ve-
ktoril 'a;, 'a,, . . . »'a;. Vektory z U, (a°) mohou leZet také v dalsich okolich U, (a »HU,@. ..
a podobné vektory z U, (a°) mohou leZet v daldich okolich atd. BudiZj Jj &slo oelé kladné mkové, Ze

1

2 tas1, 4, = ) > 1, tedy 4, <2,

k=1
= Z‘ %2 b°| < 2 &,

Provedme totéZ postupné v U, (a"), (a“), ... (vidy 8 vynechdnim - vektord ji¥ uvaiov'anyd:).

a analogicky

. o
Dostaneme posloupnost {A,,}, n=1, 2, ... takovou, Ze 4, > 1, tedy fada 2 A, diverguje,

n=1

a posloupnost {s,,}, n=.1,2,...takovou, Ze s, = 2 &,. Aviak 2 & konvergu]e podle predpo-

-r=1
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- @,
kladu, tedy také fada Z s, konverguje. Tim je véta dokéizéna, nebof pro . >> 0 libovolné jsou

=1 L ®
od jistého r polinaje viechna Usr (a%) ve zvoleném U, (a°), a fady 2 Ap a 2 Sp jsou vybrané

=1 =1
fady ve vété zminéné. " "
Pomocné véta 7: Je-li {a‘,’,}, n=12,. posloupnost knuckvch sméri a existuje-li lim a% =

n—> ®
= a% pak a° je smér kriticky.
Dikaz: Podle definice kritického sméru existuje pto kazdé >0 vybrami posloupnost {a,k}
z {an} k=1,2,... takova, Ze

N

&
|2, — aiy 3| = - ajy

© -
a fada 2;’ a;;, diverguje. Podle pfedpokladu je lim a} = a° existuje tedy takové iy, Z¢ pro viechna

k=1 n—>

P> i je a0 —a?| < -, tedy

|aip @ —ad)| = ay, |a° —a}| = %a,-k.
Dile

]a,k—a,ka°| = |ag —aig 3| + |aig ! —apa®| S a,k—{— aiy |af —a' = € aj.

2
je tedy a° smér krmcky, coZ bylo dok4zat.

Pomocné véta 8: Bud12 déna fada vektori 2 ag, lim a, = 0. Véechny sméry v K budtci

=1 n—>»r o
divergentni. Pak nastane jeden z téchto dvou prlpadt’x
1. Existujf dva kritické sméry a% b° takové, %e a® = —b?;
I1. Existuji tfi sméry kritické a®, b°, c® neleiici zéroveri v téZe pilroviné.

Dukaz:

Geometricky fikd véta toto:

Bud existuji dva kritické sméry (vektory) antiparalelni, nebo existuji tfi kritické sméry tak, %e
vyneseme-li pfislu$né vektory ze spoletného poclitetniho bodu, tvofi jejich koncové body. troj-
thelnik, v némZ spole¢ny pocdtedni bod viech tfi vektoril je bodem vnitinim.

Dukaz provedeme sporem.

Piedpoklddejme, Ze nenastane pfipad I nasi véty. Pak existuji podle pomocné véty 5 dva kritické
sméry a° a b? tak, Ze a®p°® < 0. BudteZ 2° a b takové sméry, 2ea®i® = b°b°=0 a a’b° <0,
a’bo < 0.

Pfedpoklidejme déle, %¢ nenastane ani pﬂpad II na$f" véty, to jest Ze v P (a°) P (b° neni kritic- ‘
kych sméri.Pak pi‘edevﬁm nutné c:_:_lstU)e kriticky smér b v P (b%) P (—a?), riizny od ba — a%
nebo kriticky smér a? v P (a%) P (—b?). Zvolime-li totiZ v P (—b°)P (—a°) smér q° ruzny od b“
a 2% musi v P (q° existovat podle pomocné véty 5 kriticky smér, ktery je vzhledem k volbé 4°
rizny od v° a a% podle pfedpokladi pak rizny od —a® a —b’ a ktcry, rovnéZ podle pfedpo-
kladl, nemige lefet v P (3°) P (b°). _ _

Dile, b} nutné existuje. Kdyby totiZ v P (b°) P (—a®) nebylo kritickych sméri (vyjma “%), pak
existuje (nutné, viz vy3e) aj tak, Ze a§ b° <0 (—.L° nemiZe byt kritickym smérem podle pied-
pokladu) a v P (b%) + P (a9)*) (a}al = 0, a2a® > 0) neni kritickych smérd, vyjma b® coz podle
véty 5 neni moZné. o o

Dile, a) nemiiZe byt v P (b?) (b b = 0, b? b® > 0), nebot by jinak nastal proti pfedpokladu
piipad II véty.

Celou uvahu miZeme nyni opakovat krok za krokem s vychozimi kritickymi sméry a° a bg .
(misto a° a b?). Dosuneme tak daldf kriticky smér b° tychZ vlastnosti vzhledem k dvojici a® bj,

3 S)cdnoceni mnobn P(b") a P(a“)
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jaké méi by vzhledem k a% b° Dal$im opakovinim tvahy s vychozimi sméry a° b? dostaneme
analogicky b3, .2, ..., b% ...

Je nyni
1> —bga®>—b%;2°>0.

Oznadime-li totiZ |b? + a°| = &,, je (podle konstrukce {b,‘:}) zfejmé by v Usp—,; (—a%), tedy
(podle definice okoli)

odkud
0<|bn+a%|*= (b + 2% =2+ 2b,a® < | by +2°| = (bh—1 +2%)* = 2+ 2b} ;2 < 2,
tedy

|6 + 38| < [b—s + 20| [B3] = |8 + 20| >0,

—2< 2622 < 2b%_12° < 0,
1> —b%a®>—bl_;a°>0.

tedy

Posloupnost {—b" a°} ie tedy monotonni a ohranitend, m4 proto limitu, kterou vzhledem

k0<—b°a°Sloznaéimeoosw(0<wS tecfy

zh

lim (—b%a% = cos w,
n—> o

to jest pro libovolné £ > 0 je od jistého n polinaje
|—b%a®—cosw| < e
Zvolme nynf soufadnicovy systém tak, aby byloa® = (0,1), —b% = (cos B, sin ), ﬁ,._e <0, 321
{co% je moZné vzhledem k tomu, Ze |a°| = |—b}| = 1). Pak
cos (—72i -—ﬁ,.) — cos wl =

j—bga®— cos w| = |sin fp — cos w| =

_Z‘—‘ﬂn'*‘w %—ﬂn_w
=2|sin - sin <e.
P 7|

Tedy, vzhledem k ohraniCenosti a spojitosti funkee sinus je bud

] | %—ﬁn'*‘w.
lim sin —M8M— =0,

tedy
) lim ﬁ,,=—’21—-m=y.
n—>x

Uhly 1y a y viak vedou k vektordm c® = (cos 1y, sin 1), ¢® = (cos y, sin ) takovym, ie hm
= 1¢® nebo lim b = ¢° Podle pomocné véty 7 jsou c® a c® kritické sméry. Aviak 1c° je zfe)mé

n—>» @
v P (3% P (b®), co% je ve sporu s puvodnim piédpokladem (Ze nenastane pifpad II véty). Je tedy
lim b = c® kriticky smér. Aviak kritické sméry a° a c® (c"GP(b") P(—a“)) spliuji viechny

n—>o
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poZadavky, kladené ptivodné na a° a b?, tedyv P (—a° P (c%, kde c®c® = 0 a ¢°a° << 0, musi byt
kriticky mér. Z toho plyne
c® = —af

coZ je ve sporu s pfedpokladem, Ze —a® neni kriticky smér (pfipad I véty). Pfedpoklad, Ze ne-
nastane ani pfipad I, anj pfipad II véty, vede tedy ke sporu, coZ jsme poZadovali. Tim je po-
mocnd véta 8 dokdzéna.

Pfistoupime nyni k ditkazu véty hlavni. Dikaz bude pozﬁstévat Z dikazu &tyf vét, které ozna-
&ime véta 1 aZ véta 4.

Véta 1. Budit {a,,} n=1,2,.. hm a, = 0) posloupnost vektoril. Viechny sméry v K

budte? divergentni. BudteZ i% —i° dva knncké sméry posloupnosn {a,.} a j% ko dva.sméry téchto
vlastnosti: i°j° < 0, i° ko< 0, sméry i% j° > k© nelezf souéasné v jedné pﬁlrovmé Budiz ¢ > 0.

* Pak existuje takové zhuiténi 2 bm Fady 2’ ap, Z¢ fady 2, bms b € U, (19, 2 bas b € Uy, (i)

m=1 n=1 m=1 me=1
L]
2 bm; bm € U, (k°), jsou divergentni.
m=1
Dikaz: BudiZ a° takovy smér, Ze a®i® = —a?i® = 0. Podle pomocné véty 6 lze z dané po- -
'sloupnosn {an} vybrat &dstetné posloupnosti {c,,} {c,,} takové, %e pro libovolné ¢ > 0 fady

Zc,,,c,,eu (] ),Zc;,,c,,eu (—i% dxvergu)l,aviaki‘adyZIc,.a"L cn €U, ( l"),Z’Ic,l a°|,

n=1 n=1 n=1 - n=1

. ¢n € U, (—i"), konverguiji. Podle pomocné véty 3 lze z posloupnosu {c,,} vybmt nekonedné mno-

ho posloupnosti {c‘,n}, {C1,,} see.an=1,2,. dxs)unktnich takovych, Ze fady Z Cipi=1,
n=1

2, ... diverguji a kaZdy &len z {c,,} le2i v nékteré z posloupnosti {c,n} i=12,... TotéZ lze

udinit s posloupnosti {c,,}

BudiZ nyni j° € K takovy smér, Ze j° € P (a?), j° % —i%i? j° < 0. Posloupnost &lenit z {a,,} které
zustanou, kdyZ vynechdme?) {c,,} {c,,}, ozna¢me {z,.} a uvafujme zatim jen ta z,, kterd le
v P (a%.

Existuji nyni «;, f; € A takové, Ze )

7 = —a;i° + B;j°") @

Pak je ;= 0, nebot z z;, j° € P (a°) plyne z;2° = 0, |*a° > 0, dile a®i® = 0 podle pfedpokladu.
Nésobime-h (4) skaldrn& a° dostaneme a®z; = B;|°a® a z toho zfejmé& B; = 0. Nyni miZe byt
Zo. UvaZujme nejprve piipad «; = 0.

L]

ais
BudiZ ¢ > 0 a zvolme ¢ > 0, > 0 tak, ai!y bylo
a) n+e(a.-+n)§%,
b) 2e(i+n) +2nse&PBi—n—e(xi+ ) &)
) ’ n< =
To ie moz2né, nebot zvolime-li 0 < &’ <C 1 (coZ lze vidy) a

¢« 0<n< minlz;,
je pfedeviim spiln&no (5) c), a déle

e’+2)

4) Cleny z \{a,,} o ri2ném indexu poklddéme za rdzné.
8) Tt vektory z K jsou vidy" lmeémé zZévislé,
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1< S s r<ep—
& (3i—

‘ =.)3ﬂl'—"7(5 +2)=¢ (ﬂi—ﬂ)—zﬂ>0=)m>oa
1ze tedy volit

gBi—m—2n

< .
I<t=tmrnete
QOdtud plyne (5) b). Konetné
& ﬂl ﬂx
1<772<7 + T3
tedy % —n >0, tedy
s
0.
@i+ 1 >
Lze tedy volit
\ ﬁ—
0<e<L 2
ai+n ’

coz je (5) a).
Podle pomocné véty 6 je c, €U, (i, ca €U, (—i%, n =1, 2, ... (vyjma nejvyic koneiny
pocet) a plati tedy podle definice 3
‘ ,Ctk — Ciy, i) =< ecjps

jc,k 2 c,kl" e fc,k. - (6;

k=1 k=

VA hm c,k =0az Zc,k o plyne, Ze lze (ke kazdému % ~> 0, tedy mké) ke zvolenému 17/0

tedy

na1it takové m, p celé kladné, Ze -
/ _ fc,-,”,‘ S 6 < fc.-,,,+k. O}
) k=1 k=1 : :

Vzhledem k limi ¢, - 0, tedy také lim ¢;; = 0 je totiZ od jistého n, potinaje c;, < 7 pro viechna
k—> k—>o

ik > n,, Zvolme im > n,. Dile, vzhledem k 2 cip = % existuje p > 0 celé takové, Ze
k=1

r—) ?,
2 Cimak = i < 2, Cim +k°
k=1 k=1

Pak
= 2, 2, - =1 2,
2, Cimt+k = 2, Cimpk— N < 2« Cim+k — Cim+p= 2 Cim 1k = i sz Cim+k
k=1 k=1 k=1 =1

Z (4), (6), (7) nyni plyne (viechny sumace podle 2 od 1 do p)
Iz,- +2c,~m+k—1zi+2cim+k| i°| = IZ clm+k_2cim+k i°‘ +
+ |Z Cim+k i"—a,'i"l + |6ii°_‘|zi+ 2 Cim+k| i°| =
g“:Z":im+k +n+ I—“il°+2cim+k| = 52 Cimpk T+
+ I""ai+zcim+k| + IZ Cim+k_2 Cim.].kiol =

§262cim+k+27)§23(¢i+77)+277'
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Dile (vﬁechx‘iy sumace podle 2 od 1 do p) - .
|z,+ 2C1m+k| = I—“x‘°+ﬁx i°+ 2 clm+kl |“t‘°“2ﬁ clm+k| = -
S I Sl S

2 fi—n—e(wi+n).
Dostdvame tedy

?
zZi + 2, Cim+k — |Zi T+ 2, Cim+k S2e&(@i+n)+ 29 ®
k=1 .
. ?, '
Zi+ D Cimek| Z Bi—n—e @i+ 1) O
k=1
Z (5) a), b), (8) a (9) plyne pak
. ?
zi+ D Cimix € Up (0 (10)
k=1

)

> B
i+ D Cingk| 2
k=1

Pro a; <C 0 Ize cely postup opakovat, stadf jen misto i° uvaZovat —i®, misto U, (i°) okoli U, —iv),

misto posloupnosti {c,,} {Cm} posloupnosti {c,,}, {c,,,}

Zvolme nyni smér k° tak, Ze k° € P (—a?), k° # 1% k®i° < 0.Pak pro ta z,, kterd lei v P (—a?)
(uvaZovali jsme dosud jen z, € P (a®) 1ze opét cely postup opakovat, pouze misto a% j° musime
brat —a? k°.

Sméry i% j° k° nelef zéroved v téze pulroviné.

Dukaz: Pfedpoklédc;me, Ze existuje smér v° takovy, Ze i% j°% k°€ P (v%), to jesti®v® =0,
j°ve =0, k°v® = 0. Pak v° lezi bud v P (a®), nebo v P (—a?). Pfedpoklidejme, 2e v° € P (a%:
Budi2

vﬂ __Jblao +v’lo k0=__k1a0+k. io
Z toho
—v’a® =19, V0i®=19,, —k%a’=4k;, kOi°=k,.
Podle piedpokladu je tedy v, < 0, k, > 0, k, < 0.

Pifedpokliddejme v, > 0. Pak
kov® =k vy + kv, < 0,

co? je ve sporu s pfedpokladem k° € P (v°).
Pfedpokléde!me vy < 0. Pak
V0% = (—1 2% + 1, (—0a® + 1i° = 9, < 0,

coZ je ve sporu s pfedpokladem i° € P (v?). NemutiZe byt ani v, = 0, nebot pak by bylo v° =,
aviak i%° < 0 a i°%k® < 0 podle pfedpokladu.

Analogicky se vyvodi spor z piedpokladu, Ze v° € P (—a®). Sta&i uvaovat a" misto —a° a j°
misto k° Puvodni tvrzeni je tedy sprivné. -

BudteZ nyni aj, a3 takové sméry, Zea? |° = 0,2} k® = 0,a budiz M = max(la Ty ]a°l°j) Pak
plad \ !
zi+ fci,”k Szitait+n=2z02+ M), N ¢ ¥)
_ k=1
nebot z (4) plyne pro z; € P (a?)

zia} = ;aii“ag, zigaill"n'{l, % = “—.z;ﬁ.
1

%



Pro z; € P (—a*) dostaneme analogicky, bereme-li k° misto j°,
< B
- M= Ty
" Z(5)c) a (7) pak plyne ihned nerovnost (12).
Sestrojme nyni novou posloupnost {bk} takto:

Oznatme z/= z; + f Cim k> 3 provedme konstrukci &isel z; pro viechna i. Z dané po-
k=1 _
sloupnosti {a,,} vynechme ta ¢, kterych isiqe pouZili ke konstrukci &isel 2 a vektory z; na-
hradme sestrojenymi vektory z' v tomtéZ pofadi. Dostaneme novou posloupnost vektort, kterou
oznadime pravé {bk}. Plat potom: A

L) © . . ©
2. b je zhusténim fady 3 a, jak je patrno z definice 5, z (12) a z toho, e fada J, an je
k=1 ) n=1 ’ n=1

@ L a0 .
zhuténim sama sebe. Dile fady > bp bk €U, (i% 3 b bk € U, (i 3 by» bx € U,, (k°)
k=1 k=1 k=1

» L
diverguiji, jak je patrno z (10), (11) a dalsi a z pfedpokladu, Ze 2 cox, diverguje. Spliiuje tedy fada
k=1

©
2. bx podminky nadf véty. Tim je véta 1 dokizéna,
k=1
Véta 2. Budi? déna posloupnost vektord {a,,} hm 3, = 0. Viechny sméry v K budtez di-

vergentni Budtez i°, ]" k® tfi sméry neldici zéroveﬁ v téfe pilroving, a ¢ >0 mkové, ic fady

Z' axax €U, (i%, 2 axs ax € U (19, 2 ay, ax € U, (k°) diverguji. Budi? ¢ = —-. Pak existuje

k=1 k=1

zhuténi 2 bm fady 2‘ an takové, 3e fady 2‘ by, by € U, (1, 2 bk by € U, () Z brs
m=1 n=1 k=1 k=1 k=1

by € U,, (k°) diverguji a kaZdy &len z {b,,} leZi v nékterém z okoli U,, (i%), UB, (%, U (k°) '
Dukaz: BudiZ
0<e< %. (13)

Cleny z {a,.}, které le2i v. U, (i), U, (j%), U, (k°) oznalme lcp, *cn 3cpy (v tomté potidku), n =

=1, 2,.... Zbyvajici &leny z {a,,} oznatme z,. Posloupnost {‘c,,} rozloZme podle pomocné

.véty 3 na nekone¢n& mnoho &dste¢ngch posloupnosti {‘c.,,,}, {lcl,,}, eees {‘c,',,}, caan=12,,..,
@

disjunktnich a takovjich, %e fady 3 'Icips i = 0,1,2, ... diverguji a kazdy &len le3f v nkteré
n=1

z posloupnosti {‘ci,,}.
Z ¢, € U, (i) plyne nyni _
l‘c,-k —cig i"l < g

tedy
2, , :
2' leix — j g i®| < & Icig-
k=1 k=1 k=1
BudiZ nyni {7}, 7 = 1,2, ..., 7 € A posloupnost takové, %e 0 < 7, < 2. Pak z lim 2z, =0
n—> o

plyne lim 7, = 0. z hm cip =0a 2 ¢ip = o plyne, fe existuje m,p celé kladné, takové, Ze

n—> —> o n=1
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1 T
ry %S f cxm+l¢ < —zi + 9. (14)
h-=l E

(Dikaz stejné jako dikaz nerovnosti (7) na str. 710). ~
Pak plati (viechny sumace podle 2 od 1 do p)

||21cim+kl _Zlcim+k| = |Zlcim+k_ IZ"%HH =
= I IZIC,‘”H_," - Izlcinwk iol | = |21c!’m+k_ 21 Cim+k i'l =e Zlcim+k’
tedy tim ‘spife (sumace podle £ od 1 do p)

2 Yeim ke — lZ‘cf,.+kI Se inpw
Ij‘cimi—k
=t :

tedy : o
= (1—e) j‘ i ke 1s)

k=1

Dile je podle (14) a (15)

"y
2' leimyk + Zi 2, Cimik| — % 2
k=1 - k=1 »
=qa —s)i’ c,,,,h,‘ —5 2= (1—2e)f itk (16)
k=1 k+1

a dile podle (13), (16) a podle predpoklgdu €= ? (sumace podle £ od 1 do p) R
|z + Z‘c},.ﬂ—-lz.- + 2 Yimpk] ] S 2+ | D imix — D eiman i +
+ | 2 teimir—| 2 Yeiman| | + “21‘""&*'—,“+z—’l"’m+k”§"'+°zl“h+k +
+321c,-,,,+k+z,-§4821c,~m+k l—2e IZ’ c.,,,+,,+z.ls

S8elnt 2 tinen| S € |2+ 2 imal-

Je tedy ,
l'i + D Yeimyr— |z + S impk| 1) = & |2 + f *Cin+k|> an
k=1 k=1 k=1
tedy : .
7 + f imyk € Uy (19). : an
k=1
Dile
1 1 )
z+ Z*c...u SE+—sitn= (l +7) si+nis (z + —é—) %;. (18)
k=1
Oznatme nyni

P
zi=12i + 2, YCimtk
k=1
a sestrojme novou posloupnost {b,.} takto: : ' .
Provedme konstrukci %¢ktorl z; pro viechna i. Vezméme danou posloupnong {a,,} a vynechme
viechny &leny, kterych jsme pouZili ke konstrukci vektord z;. Ddle viechny vektory z; nahradme

nové sestrojenymi vektory z;. Tato noyvéd posloupnost budiZ {b,.} Pak g by je zhuiténim fady

z 3y, jak je patrno z definice 5 a z (18). Dile fady Zbk, be€ v, (1%, Zb,,, bi € Uy (7,
k=1 k=1 k=1
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® ® ® L]
2' by, by € U,, (k) divergujf, nebot podle piedpokladu fady 2 ek, 2 ks 2 ks 2 LCiks
k=1 =1
i=1,2,... diyerguji. Kone¢né kaZdé by leZi v n€kterém z okoli v, (l“), u,( ), (k ) podle

(A7) a podle rfeipokladu, Ze
I €U, (1% %k EU, (% >k €U, kD, k=1,2,....

Tim je véta 2 dokazana.
Véta 3: BudiZ {a,,} posloupnost vektort, hm a,. = 0. Viechny sméry v K budteZ divergentni.

Budiz ¢ > 0 a k% i = 1,2, 3 tfi sméry téchto vlastnostl neexistuje pilrovina, ve které soucasné

lezi; fady 2 ag, ax €U, ('k%, i = 1,2,3 jsou divergentni; kaidy &len z {a,,} lezi v n&kterém
k=1 ) ‘
z okoli U, (k%). Budtez {ib,}, i =1,2,3; n=1,2,... posloupnosti &ents z {a,}, které lext
v U, (’k%. Budiz s € K libovolny vektor. Pak existuje takovd superposice posloupnosti {'b }
i= 1 2, 3, Ze pfisludni fada md soulet s.
Dukaz: i necht probih4 hodnoty 1, 2, 3. BudteZ 'k’® tfi sméry takové, Ze (¥ k°) (ik’®) = 0. Budi2

A =ma ’EIF)—(]k—’o)]’ l,]—l,2,3,1¢]. BudiZ

0<5Sm1n( (19)

3’ 6A)
Podle pfedpokladu je ) o .
|iby — by k®| < & by
? i .
Definujme &istedné kone¢né posloupnosti {fb,,,} z {"b,,}_ a vektory u, n = 1,2,... takto:
u® =s. (20)

Pedpokladejme, Ze g, Uy, Uy, . « - 5 Up—s» {iby,}s {iba}s .- .5 {ibtn—13,} e jit definovéno. Ziejmé
existuji i1, ‘a € A takovi, Ze
3 3
DAY =0, 1> 0, up—y = D ik, . :
i= 1 i=1 ’
ix=0a alespoﬁ jedno z &isel ‘o je rovno nule®).
Je-li nyni x = 0, je up,—; = & 2k°® + 3« 2%k° Odtud u,_,;. 2%k’® = 3« *%k°%k’%, a dile
0<%m<Au,,
Analogicky z u,—; %k’® = 3a 3%k *k’® plyne
03 =sAup_,,

v

a ziejmé
0SS Ww=Au,,

tedy .
0sSia<Au, ,,i=1,2,3.

BudiZ nyni M; nejv&t$i, m; nejmendi &slo celé kladné, takové, Ze ibyy, leX jeitd v {ib(n_l),} a

my

2 iy = fa

k=M;+1
(Cisla m; exxstuji nebof podle pfedpokladu jsou fady 2 ipy divergentnf). Posloupnosti { b,.,}

k=1
deﬁnu)cme potom takto:

{"b,,,} budiZ posloupnost ‘bay;+15 bar;+25 - - - > bmje

¢) Plyne ihned z pfedpokladu, Ze k® neleZi zdrovei v téZe pulroviné.
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Definujme déle u, takto:
3

m;
Up = Up—y — 21 2 iby.

i=1 k=M;+1

(To jest: BudiZ u, = s = v, k°® + g, ?k° A+ 0y *k®. Vezmeme nyni tolik prvych &lent z {1b,,}, aby
soulet jejich absolutnich hodnot byl pravé vétdi nebo roven », a seiteme je. Pak vezmeme tolik
prvych ¢lenti z { ’b,,} aby souget jejich absolutnich hodnot byl prévé vétdi nebo roven ¢, a sefteme -
je, a kone¢né vezmeme tohk prvych &enti z {’b,,}, aby soutet jejich absolutnich hodnot byl privé

vétdi nebo roven ¢, a setteme j je. THi vektory, které takto dostaneme, sloZime a odeiteme od u,;
dostaneme u,.

Je-li nyni u; = », '’k® + p; %k°® + oy *k® vezmene tolik dalfich ¢lenl z {‘b,,} resp. { ‘a,.} resp.
{ } aby soulty jejich absolutnich hodnot byly priavé vét§i nebo rovny v, resp. p;, resp. o,
a sefteme. THi vektory, které takto dostaneme, opét sloZime a odeéteme od u,; dostame u,, atd.).

Z konstrukce posloupnosti {'b,,,} je nyni patrno, Ze obsahuji alespoii jeden element a Ze {'blr} s

{' b.,} ... tvofi pravé posloupnost {'b,,} Je tedy

2 byt 3 b+ 3y, +

by, < by, } by, € {*by, } *b, € {*by,} )
S I T E R @n
L es {0y} *by, € {*by, } *bs, € {*bs, }
superposici fad Y by (viz definici 4). ' 1

k=1 . ,
Budi? nyni 7, = max (|b|), kde b probih posloupnost {ib,, }. Je tedy lim 7, = 0. Pak (viechny
n—>» o

jen naznatené sumace podle k od M; do m;)

—1

Zlbk—nns 2 iy <ias D by

] k=M;+1
Déle (sumace podle k od M; do m;)

Ii“ iko_Z’ibkt < !"u iko—zibkiko' + IZibkiko_Zibkl §’7n.+

+ 2 |kt —ibg| Smm+ e O b S+ elat ) Saa(l +6) + edunyy,

tedy
, 3 ! .
h= O |latko— D" ibg| S 35,(1 + &) +3ed it
i=1 k=M+1
a podle (19)

1
Un = 470 + 7 Un—1-

Podle pomocné véty 2 je tedy lim u, = 0. Ozna¢me ‘

n—>» o |
3 "o 3 ”; .
w= 3 3 i e 3 3 @
=1 k=M+1 i=1 k=M +1 ; ’
Podle (20) je nyni u, = s—kaazhmu,,=0plyne o
k=1 n—>
o _— -
2( Vg =8, : (23)
k=1
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|
Z ‘5k5‘¢+'}n544“u—1+ﬂm
§'==M‘+l
tedy 4
=3 AUy + 37,
azl.lmu,,-o,hmq.=0plyne " il "

H=Fm

lim wy =0, (24

‘a~Fa

Z (22), (23), {24) a = pomocné vity 1 je nynf patrno, Ze fada (21) je. konvergentni a mé soulet s,
coZ bylo dokdzat.
Mime tedy zatim tento visledek:

Budi {.,,} (lim a, = 0)-posloupnolt vektorl. Viechny smiry v X budte? divergentni. Budtes
) o .
1%, — 1 dva hritické smry dané posloupnosti, Budif 0 < &” S >0 < &” = -1-. Pak podle vity 1

&= @ .
existuje zhuténi J by, tady D "3, takové, 3¢ fady

=] n=1

2 b b €Uy (19 D bins by € Uy G, D, s ben € U, K9

. me=] mel m—l
d:verguﬂ,pﬁéemil‘ 1% k* neleXl soudasnk v tide pilroving,
Poslouprost {b,} visk spiﬁuje pfedpoklady vity 2 (jen misto ¢, ¢ nutno pst #’, ). Existuje

mdypodleve:yzzhuimzcmhdyZB.ubové,urady,

me=] =]

Zc,,,c,,eueu(i'), Z'cmq,,eu..(j“), Zc,.,c,eu,,.(k')

[ Lad | m=1 m=1

diverguji a ka3df &en z {c,} le3f v nékterkm 2 okoll U,.. (19, U,. (%5 U, (kY.

" Posloupnost {ca} viak spliiuje pfedpoklady vity 3 (jen misto ¢ nutno peit ¢”). Budif s € &
libovolny vektor. Uepnkpodlev&ySpodoupmn{cn}mzlnh:dotﬂpodoupnmﬂ{‘c,},xul,

2, 3, takovych, km;esuperpoaieez ch fad 2' lems i = 1,2,3, majicsoudets.

me]l =]

Aviach,]exfm!zhuit!nimhdy Zb,. Je tedy pod.lepomomév&y 1 plerovnini
m=l m-l
Eb,,hdyZ'bw plistuiné zhultini Zm(vizd:ﬁnidG)mm&konvergenmiamiméets.
] =i m=l
Avitk D’ b je zieimd zase zhultinim fady J ay. Tedy podle pomocné vity 1 je plerov-
m=] M=
-] o
nini > "ajy, plisluing zhultini 37 b, konvergentnf sc soudtem s.
M=] ma=1
V ptipadg, iedamiposloupnmt{a,,} mithsm&ykrmcké tekové, Ie neexistuje pilrovina, ve
kaesé soutasnievicchny tfi let, Ize afejmé celou fivalis opakovat s vynechinim véty 1, ncbot dan

posloupnom: uje v tomto plipadd piedpoklady vity 2.
Zbyvd pm:glsouzat, ie poggt &datetnych posloupnosti, zminényjch ve vété hlavnl, ne.lze soifit
na dvé. Diikaz provedeme sporem.

Véta 4: Budi2 {a,} posloupnost vektord, lim a, = 0. Viechny sméry v K budte} divergentnl.
=i
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Pak nelze posloupnost {a,.} rozloZit na dv& posloupnosti {b,,} {c,,} vzﬁ]emm‘. disjunktnf a takové,
Ze ka}(dé a, leZ v nékteré z posloupnosd {b,.} {c,,} a Ze k libovolnému danému vektoru s existuje

superposice fad Z bpay 2’ ¢, majici s za wuéct
n=1 n=1
Diikaz: Piedelleme nejprve nekolik tivah o ¥addch, jejichZ &eny jsou &sla redlns.”)
Budi2 {y,,} posloupnost &isel redlnych (elementy z A) a {q,,}, {ﬁn} takové dvé nekonedné

&astetné posloupnosti z {y,,} Ze plati: {u,.} {ﬂ,,} jsou disjunktni ; kazdy &en z {y,,} je obsaZen
v n&které z posloupnosti {a,,} {ﬂ,,} 5 jsou-li m, n oeli kladn4 &isla, 0 < n < m, leﬁ v posloupnosti
{y,,} &en «, pi‘ed am, a podobné B, pied f,.
' Budli déle 2, yn relativné konvergentnf fada a 2 Yo = 0.

n=1 n-l

Definice 7: Funkci f (n) nazvene 4 funkd, jesthie plad:
1. f(n) je deﬁnovﬂna pro viechna celd nezdpornd n;
2. £(0) =
3. f(n) je eelé nezdporné pro kaZdé telé kladné n;
4. je-lin>m=0, n, m, celé, platlf(n) g f(m);
5. f(n)-»oo, kdyz n—> .

Budi# 2‘5,‘ superposici fad 2’ x 8 Z'p,, (viz definici 4). Budit f(n) potet dend Bt
k=) k=1 k=1

které v fadé 2 Ok lezi pfed «p, a poloime f@©) =o0. Pak f (n) je ztejm& A-funkci. Podobné, je-li
k=1

F (n) poet élenu ak, které v fadé 2, Sk lei{ pied tlenem f,, a poloZime-li F(0) = 0, je F(n)
k=1
rovnéZ A-funkci. )
o ]
Z toho je patrno, Ze kazdd superposice fad 2 Rpy 2 Bn definuje jednoznatn&€ jistou

t =] n=1
A-funkci, a obrécené, kabdd A-funkce definuje jistou superposici fad ‘2“ - 2? Bn-
Zicime jsou nynl ekvivalentni tyto viroky: o
A) Existuje superposice fadz ux,z ﬁkukovi,iemimsonéet&dou
kB) Existuje takowé A-funkce f(n), ze plati ke kaZdému ¢ > 0 Ize najit takové celé kladné n, (c),

Z“k + zﬂﬂj'—ﬂ

k=1 j=1

<e

pro viechna n > n, (¢) a pro viechna m, pro kterd
fsmsf(n+ 1)
: C) Emtu)e takovd A-funkce F (n), Ze plati: ke kaZdému &> 0 lze najit takové celé kladné

m, (e), 2e
m m
2 e+ D pr—a

k=1 k=1
pro viechna m>>m, (¢) a pro viechna n, pro kterd
Fm)ysn<F(@m+1).

" ) Vojtéch Jarnik, Uber bedingt konvergente Reihen, Math. Zeitschrift, sv. 24, 1926.

<s .
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Pomocnd véta 9: Pfedpoklddejme, Ze existuje superposice fad 2 %ny 2, Bn takovd, Ze md

n=1 n=\
G
soucet «. Pak existuje také superposice fad 2 %ny _ — a, takovd, Ze m4 soudet o
n=1 n=1 |

Diukaz: Z 2 yn = 0 plyne, %e existuje takovs A-funkce @ (n), %e pro kazdé e > 0 a pro viech-
n=1
na celd kladnd n, my, n > n, (), p(M) = m =@ (n + 1) je

zva‘k."‘Zﬂk

k=1 k=1

Dile existuje podle pfedpokladu takovd A-funkce y (n), 3e pro kaZdé £ > 0 a pro viechna celd
kladnd m, j, pro kterd m > m, (¢), y (m) S j < y (m + 1), plad

21:“1“*'2. Bk—a

k=1 k=1

BudiZ nyni 7, (¢) nejmen3{ &islo celé kladné, takové, Ze n, (e) >n, @ @ [ng ()] > my (e);
n, j budtez &isla celd kladnd, takovi, Ze n > mn, (), v [P (W] <j g [p (n + l)] Ponévad2

(n) je funkce neklesajici, 1ze nalézt takové celé kladné m, 2e pai p(mM=m=g@(n+ ay(m <
s 7.< v (m + 1). Pak plati soutasn& (25) a (26), tedy

e (25)

<e ) (26)

—8< 2t D<o

k=1 k=1
e St zm—a<e,
k=1
odkud
—s<2' “k'*‘z —ak—u<e,
. . k=1 k=1 .
tedy

<e&

I n
21“k+ 2"'— axy —a

k=1
a ponévadZ y [p (n)] = ¢ (n), je zfejmé A-funkci, je tim véta dokdzéina.

Pomocné véta 10: Pfedpoklidejme, Ze existuje superposice rad 2' ks 2' — ay takovi,
k=1 k=1

%e m4 soudet «. Pak existuje superposice fad 2 %k 27 Br takovd, %e mé rovnéZ soulet .

=1 k=1
Diikaz probihd Gplné analogicky, jako dﬁkaz pomocné véty 9.

BudiZ nyni opét {a,.} posloupnost vektort, lim a, = 0. Viechny sméry v KX budteZ divergentni.
n=—>cw

o .
Je tedy fada 3 'ay relativné konvergentni. Budtes {bn}> {cn} dve easteene posloupnostiz {an}s
) k=1 ’ )
vzéjemné disjunktni a takové, Ze kaZzdé a, leZi v n&€které z posloupnosti {b,,} 5 {c,.}; pofadi ¢lend
b, v {b,,} ac,v {c,,} budiZ totéZ jako v {a,,}
Budﬂ nyni 13 libovolny,; vektor rizny od nuly, a pfedpokladejme, Ze existuje superposice fad

2_' bx, 2 ¢k, majici za souéet vektor la, to jest existuje takovd A-funkce ¢’ (1), Ze ke kaZdému
k=1 =1

€ < 0 lze najit takové n, (¢), Ze pro v§echna celd kladnd n > n, (e) a pro vSechna cels kladni m,
spliujici nerovnosti ¢’ (1) < m = ¢’ (n + 1), platf
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<e.

2 bx +2ck—‘z

k=1

Posloupnosti { } a {c,,} jsou ziejmé nekonetné. Podle pomocnych vét 9-a 10 existuje takovd

A-funkce g (n), Ze plati: ke kadému £ > 0 lze najit takové ny, Ze pro viechna celd kladné n>n,
a pro viechna celd kladnid m, splﬁu)lci nerovnosti ¢ (n) S m < ¢ (n + 1), plad

- Zb,,— Zbk—’a

k=1 k=1

BudteZ B}, fi soufadnice vektoru by (A= 1,2,...) a 'a’>> 0, 1z’ > 0 soufadnice vektoru
1. Ietcdyprov§echnacelékladnﬁn,m,proktetén>n,,¢(n)$m$¢(n+ 1)

< e

2, ﬁi_z Br—12 | < e
k=1 k=1

2 B — 2 By —ta

k=1 . k=1

”n ) n
Oznstime-i 2 i = o’ (m), 3§ = 0" () je tedy
k=1 E=1 ‘
lo’ ) — o’ (m) —a’| <& [0” () — 0" (m) —a”| e @

NemuiZe nyni byt m = n pro viechna n > n,, nebot pak by z (27) plynulo
) It“rl <& [ < e
pro viechna n <n°, tedy 'a’ = *a” = 0 proti pfedpokladu «’ > 0, 2 > 0.

NemuZe byt m = n ani pro nekone¢n¢ mnoho 7.
Dukaz: Pfedpoklidejme opak, to jest m = n pro nekoneiné mnoho n. Posloupnost ‘vﬁech téchto

n (vybrani z posloupnosti {n}) budi {np} (»=1,2,...). Pak posloupnost o’ (np) = 2, B —

— 2 Bis np € {mp}s Q) S m= g (np+ 1) je vybrand z posloupnosu ’ (n) 2 ﬂ,,—
. k=1.

—_ Zﬂk’ n E{ }, pMSm< @+ 1), a mi tedy limitu a’. Zeela obdobn# posloupnost
k=1

w” (np) = Z'ﬂi.' 4—2’ Bi» mp € {n,,} s P SmS @(n, + 1) mé limitu 2. Z m = n,
k=1 k=1

pro viechna n, € {n,,} (od jistého polinaje) pak- opét plyne &’ =!a’" = 0 proti pfedpokladu
1! > 0, &’ > 0. TudiZ mue byt m = n jen v konetném poltu piipadi.

Z toho dile plyne, Ze existuje N, celé kladné, takové, %e pro viechna n > N, je stile bud ¢ (1) >
> n nebo @ (n) < 0.

Duikaz: BudiZ N, celé kladné, takové, Ze pro 24dné n > N, neni m. = n. Takové N, podlc pi‘ed~
chézejiciho cmtu)e Budtez dile N, < n, < n, celd kladpj, takové, Ze @ (n) << B, @ (n) > n,.
Pak zfejm¢é existuje n, < n < n, takové, Ze p (n) < n, p (n + 1) > n + 1> n (p (n) je neklesajict),
tedy p)=m=¢p@n+ 1), probthajici hodnoty ¢ (1) a% ¢ (n + 1), projde hodnotou m = n,
coZ je ve sporu s piedpokladem o &isle N,. Analogicky nemiZe byt soutasné ¢ (n,) >y, @ (1) < 1.

Ptedpokladdejme, Ze je @ (n) > n pro viechna n = N,. Vzhledem k 1« > 0 je pro viechna n
od urtitého potinaje, a pro viechna m, prokterd g (M) Sm < ¢ (n +

z’ﬁ, 25h-0 (m)—a (m) >0, @8)

) i=1 k=1
a zvolme N, dostatetne veliké, takZe (28) plati rovnéZ pro viechna n = N;.
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BudiZ nyni *a vektor o soufadnicich *«’ < 0, *«” > 0. Podle pfedpokladu a podle pomocngch
vét 9 a 10 existuje takovd A-funkce y (), Ze plati: ke kaZdému & > O lze najit takové n, () celé

Kkladné, Z2e pro viechna celd kladnd n, m, pro ktetd n > n, (¢), y(n) S m = p (n + 1), je

Zﬁ;.-kz'ﬂ;.—'a' <e.
=1

k=1

Stejné, jako pro funkci ¢ () I1ze ukizat, Ze existuje celé kladné koneiné N, takové, Ze pro viechna
n = N, je stile bud y (n) > n, nebo y (n) <n, a vzhledem k 22’ <C 0 je o’ (m) — ¢’ (n) << O pro
viechna m, pro kterd y (n) < m < y (n +-1). Piedpoklddejme opét, %e pro viechna n = N, je

¥ () > n. BudiZ nynf N = max (N, N,). Plati potom

@ (n) > n pro viechna n = N,

y (1) > n pro viechna n = N,

o' (m)—a'(n) >0
pro viechna m, pro kterd p (W)= m=< @ (n + 1),

6’ (m)—a (n) <O
-pro viechna m, pro kterd y(m) < m <y (n + 1),
@ (N) > N.
Sestrojme nyni uzavieny interval <{ N, ¢ (N) >>. Budi%
o' (k) =0, N=<k=q@(N), kcelé kladné,
nejmenif hodnota vyrazu ¢’ (n) v N, ¢ (N) >. Z (31) plyne
’ oy W) <o (k) = o.

Z (29) plyne :
v(k)>k=N. _ -

Oznatme nynf -
] N =¢°(N), o (N) = ¢* (N), @[ (N)] = ¢* (N), ¢ [p (p (ND)] = ¢* (N)

atd. a sestrojme posloupnost

P°(N), ¢* (N), g* (N), . ...
Tato posloupnost je zfejm& neklesajici a tedy existuje r = 0 takové, Ze
, PFIN)S R < gt (N),
tedy (vzhledem k vyznamu symbolu ¢®) :
, FN sk <9 lp V)
Existuje jist® p celé kladné takové, 2e NS p << ¢(N) a
. rOsSe®<e @+ 1)
Stanovime nyni ke kafdému i, 0 S § <t &slo p; celé kladné tak, Ze
i ) = v <g—i(pi+1).
PN SIS v k)
Do =P
i el < v (B < g™ [p (pi + 1.
Z (35) plyne pros < r ) )
i+ DSy R < (piga + D).
PonévadZ p; 11, Pi+1 + 1 jsou &isla celd po sobé jdouci, plyne z (37) a (38)
PB)S ity Pitat1Se@i+1)

Dile je
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tedy i ) :
. D)= pia < @ (pi + 1) (39)

Podle (34) a (36) je N =< 1, plyne tedy z (39) a z pfedpokladu ¢ (n) > n pro viechnan= N
N=p <01 <0< 0. - < pre (40)

Podle (30) je o’ (m) > o’ (), a dile podle (39) plati
0’ (Po) < 0" (P1)s 0" (£1) < 0" (Ba)s « - - 5 0" (Br—1) < &' (Br)s

tedy
o’ (pr) = o' (po)-
Je viak podle (35)
b=y ».
Dile plati podle (34) N = p < ¢ (N), podle (32) o’ (p) 2 ¢ a podle (36) p, = p, tedy
Fly®I>d () =0 ()20,
tedy .
. a [y (®)] > a. (41)
Podle (33) je viak ' '
o' [y ) < o. (42)

Z'(29), (32), (40) plyne ¢’ [y (k)] # o, jsou tedy nerovnosti (41) a (42) ve sporu. .

Vede tedy pfedpoklad ¢ (1) > n, v (n) > n pro viechna n = N ke sporu. Upin& stejné lze
dokdzat, e nemiZe soutasné platit ¢ (1) <m, v (1) < n pro viechna dosti velki %, musf tedy byt
stéle (od uriitého n) bud ¢ (n) <n, v (%) > n, nebo ¢ (n) > n, y (n) <n, tedy plati pro viechna
n od urtitého podinaje :
Stejné viak musf platit .

sign [ () — n] [y (n) — n] = sign *a” %
pro viechna n od urtjého podinaje. Je viak 1’ *a’ < 0, 'a” % > 0, tedy
. sign 1“1 8o’ # ai@ 19 .“"’
coZ je spor. Tim je véta 4 dokdzéna,
Z vét 1 a2 4 pak plyne véta hlavni. - _ (

sign [p (n) — n] [y (n) — n] = sign 'a’ %a’.

BOHDAN KLIMES

ODVOZENI STEINEROVY VETY
PRO MOMENT SETRVACNOSTI ZE ZAKONA
ZACHOVANI ENERGIE ‘

Moment setrva¢nosti t&lesa je fysikilni velitina, kterd charakterisuje setrvatné vlast-
nosti télesa pfi otalivém pohybu. Na rozdil od hmoty t&lesa, které je fysikilni veli¢inou,
charakterisujici setrvatné vlastnosti télesa pfi postupném pohybu a kterd je pro dané
téleso konstantni (nepfihliZime-li k relativistickému zv&tSeni hmoty pfi velkfch rych-
lostech), je moment setrvacnosti z4visly na poloze osy rotace vidi télesu. Znime-li viak
moment setrvainosti télesa k n&které ose, miZeme pomoci Steinerovy véty (4) stanovit
moment setrva¢nosti téhoZ t&lesa ke kaZzdé ose, kterd je s danou osou rovnobéZni. Stei-
nerova véta se uplatfiuje v praxi zejména pfi experimentilnim stanoveni momentu
setrvainosti télesa k ose prochizejici t&2i$tém z doby kyvu télesa, nebo pfi uréovani
vzdilenosti t&Zist& ‘od osy rotace, na pf. u nevyvéZenych setrvainikd.

Moment setrvalnosti miZeme définovat na pf. pfi v§podtu kinetické energie otitivého
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