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POKROKY

-MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
ROCNIK II  CISLO 2

OTOMAR HAJEK ,
SINGULARITY DIFERENCIALNI ROVNICE, II

Cldnek je pokratovdnim stejnojmenného &ldnku, uvefejnénéha v tomto
&asopise, sv. I (1956), &. 5/6. Mimo jiné se tu Fest jeden 5 problémi, v ci-
tované pruni &dsti poloZenych.

Tento &ldnek obsahuje:

§ 6. MnoXiny protinajict trajektorie.

§ 7. Unicita a uniformita.

§ 8. Synthese rounice. ‘ :

§ 9. Problém. O.H.

§ 6. MnoZiny protinajici trajektorie

K pojmu mnotiny protingfiéi trajektorie (§ 3) jsme byli pfivedeni z dvou davodi.
Jednak je nékdy pohodiné misto feSenf studovat privé mnoZiny, které feSenimi nefsou
(na pf. isogonily, majoranty, &4steéné i isokliny)., A jednak, obtiZnou otizku struktury
singulérnich bodi v celé roving ,,rozklddime* na jednoduchou otézku sing. bodd na
feSeni (véta 14), a na sloZit¢j3i otizku singulérnich bodd na mnoZin& protinajici trajek-
torie (&4stetné, lemma ¥ 3). Ob€ tyto mySlenky, negace a sklidini ze ,,soufadnic® jsou
velmi jednoduché a &asto uZivané.

V tomto odstavci budeme trochu podrobnéji studovat mnoZiny protinajici trajektorie.
Ukazuje se, Ze jsou velmi nizorné (v&ta 21), a Ze maji pfibliZn& ony vlastnosti, které
od nich o&ekivime (v&ta 22).

Lemma. Mnosinu protinajici trajektorie lze usporddat; toto mpofédbz{ Je spofité.

Diikaz. (Vyznam pojmi ve znéni lemmatu bude patrny z diikazu). Necht A protini
trajektorie. Pro P, Q € 4 necht

P < Q znameni wp < wq

(jen zde a v nésledujici vé&t). Pak ziemé P< P,P< Q< R=P<R,P<QO<
< P= P = Q (A4 protini tra)ektone) '

Pfedpoklidejme, Ze neni ani P < Q ani Q < P. Pak nemiZe bYt xp=x0 (z véty 7),
necht na pf. xp << xo. Nyni wp, wo se nemohou protnout v {xp, %) — jinak ihned sestro-
jime Feleni spojujici P, Q. Za druhé, ka2d4 tupé nerovnost mezi wp, wo v bodé xq je za-
chovéna v celém <{xgq, + o), a v bod& xp ie zachovina v celém (— oo, xp >—véta 7.
To je ve sporu s piedpokladem, Ze neni ani wp < wq ani wo < wp viude. Nastiva tedy
alespoil jeden ze vztaht P < Q, Q <P. Konetng, necht Q < P <R, Pa—> P (vie € A).
Pak je t¢2 Q < P< R:wo < wp, =2f < wp (f je feleni bodem P — véta 2); neni-li

P < R, je wp < wr, wp (xp) > wr (xp) (jinak wr spojuje P, R), a&

wR (xp) < wp (xp) = f (xp) « wp, (xp) < wr (xp),
spor. Tedy Q < P <R.
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N ’ 0. HAJEK

V&ta 21. Necht A je uzaviend souvisld mnoZina, kterd protind trajektorie.. Pak A je .
_jednoduchd spojitd kiivka.

Dikaz. (,, <* z pfede$lého lemmatu). Volme pevné body P; << P, na 4. Pak interval
(P, P> na A je uzavieny (lemma) a souvisly. Jinak by existoval rozklad (P;, P,> =
=A, v A, na uzaviené disjunktni neprizdné mnoZiny, lze pfedpoklidat P; € 4;; pak

rozklad z
A=((—o0,P) © 4) v (4 © (P + o)),

(intervaly na A) také sestdvd z uzavienych disjunktnich neprizdnych mnoZin, spor.
Dile, (P,, P,> je kompaktni. Jinak by v ném existovaly body On, P; % Qn — oco; kdyZ
A, sestava z bodt Q € 4, Q < n&ktery On, a 4, z ostatnich, mdme zase rozklad 4 =4, v 4,
na uzaviené disjunktn{ neprézdné (zajimavy dikaz), spor.

Celkem: (P, P,> je souvisly, kompaktni a separabilni (¢ E?). UZjeme véty 13 v [7],
I1I v tvaru pozn. (i#¢') na (P;, P;). MnoZinu 4 pak sloZime ze'spodetné mnoha intervali
(separabilita); tim nevznikne protinajici se kfivka (uspof4dani).

Poznidmky. KdyZ 4 je souvisli a protind trajektorie, pak nemusi byt &isti Zidné
spojité kfivky, tak?e 4 nemus{ protinat trajektorie (nulova pole, x = sin y— pro y 7% 0,.
x = 0 pro y = 0). I za pfedpokladi véty Zédny podoblouk nemusi mit konetnou délku,
takZe A nemusf mit te¢nu témé&f vdude (nulové pole, x = f(y), f spojitd bez derivace).

Véta 22. Necht C je reguldrni kitvka. Necht body P; € C (P, # P,) lze spojit feSenim.
Pak v nékterém bodé’ Q € C mezi Py, P, (nebo v nékterém z P;) md C smér pole.

Diikaz. Necht x = x(z),y =y (¢) je regulirni parametrisace!), necht bodim P;
odpovidaji parametry t;, t; <t,. Principidlné jsou dv& moZnosti. Bud existuji body
Py, On s parametry ap, b, takové, Ze

tl < an<< bn < [ 2% bn.— Qn —> 0,
Pa, On Ize spojit feSenim f,.

Pak
Y ) —y (an) _ fa(x(bn)) —f (x(an)) A x (ba) — x (an) — i) % (bn)—x (an)
bn— an  x (bn) — x (an) bn — an @) —an

kde
. C*-an<6n<bn—>c,

(kdyby stile x (bn) — x(an) = 0, bylo by y () = x (c) = 0, spor). Podle véty 2 Ize
vybrat posloupnost f» a feleni f tak, Ze fn 3 f, f1 3 f'; pak

YQ=f(x@) %)) xC)*0, - .

1) PoZadujeme: derivace %, y existuji viude, %? +, ¥* %= 0 viude; nezdddme spojitost derivaci.
1) To je jasné, jsou-li derivace spojité. Jindy:
x@Gn)—x(an) _ xbp)—x()  bp—c I x(@p)—x()  c—an _
bp—an bp—c¢ by — ap- ap—¢ bp—ap
x (bn) — x (o) x (ap) — x (¢
= 20020 gy 4 22O 1 — i
a 0 < Ap < 1; vybereme konvergentni 1, — 4; pak limita levé strany je . /

x@) A+ x@)-(A—21)=x().

Podobné s y (c).
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SINGULARITY DIFERENCIALNI ROVNICE

SO PGSO =FEGy O

Nebo toto neplati. Pak existuji Q, s parametry a; takové, Ze: 1, < @, <a, < 1y, Q;
1ze spojit feSenim f, Zidnou dvojici bodi s parametry b; (1, < by < by < 25 by — by <
< ag—a,) nelze spojit feSenim. To viak vede ke sporu. Pro jednoduchost pfedpokl4-
dejme, Ze parametrem je prav€ x — soufadnice (jinak je dikaz mySlenkové stejny,
ale pracnéjsi). Je tedy na pi‘ (%) > f(x) v(aya,). Neplati-li tvrzeni véty, je y'(c)
=F(c,y ©) v (ay, ay), na pt. >. Tedy y (x) > g (x) >f (x) v okoli ¢ vpravo od ¢,
kde g je n&které feSenf bodem Q= [c, y (¢)]. Podle pfedpokladu g neprotfné ani f ani y
v (¢, ag>, nebot a3 —c < a4 —ay tedy

Y (@) >gx) > ) v (6 ap,

a2 y (ag) = f (az), spor.
Poznimka 1. Vyraz ,,mezi“ v tvrzeni véty chépeme ve smysiu n&které (jinak libo-
volné) parametrisace. Jé-li tedy C uzaviend, dostivime dokonce dva body, v kterych

-C mi smér pole. _

Poznimka 2, Véta 22 zobecfiuje vétu o stfedni hodnoté (konstantni pole). Nelze
opustit pfedpoklad o regularité (nulové pole, kfivka s bodem tvratu).

Dusledek 1. Necht C je po Cdstech reguldrni kitoka, necht na C je isolovand mnofina
téch P, v nich# md C smér pole. Pak C po Cdstech protind trajektorie (2 tedy plati lemma
§3ipro C). (Kazdému P € C pfisluf O, R € C takov¢, Ze intervaly <Q, P), <P,R) na C
jsou regulérnf a protinaji trajektorie.)

Dusledek 2. Necht.C je reguldrni, mezi kasdou doojict na C le# body, které bud lze

spait Felenim, nebo v nichi C md smé# pole. Pak C je tdsti nékierého Felen,
§ 7. Unicita a uniformita

Pfirozené vznikéd oﬁzka, jak se odréZf existence singuldrnich bodd na vlasmostech
_ pravé strany. Nejedn4 se pfi tom o pracovni kriteria unicity nebo singularity — takovymi

jsou véty v §4 — nybrz o nutné a postatujicf podminky.

Véta 23. Nechi v oblasti G nejsou singuldrni body. Necht F,— F®) pro A — + o,
necht f} jsou fesent vovmice y' = F, (x, y) bodem P. Pak

! fo (¥) = fo (0) 1~ f,i (x) f, (%) M

‘zémé’i"stejnbmémé'vzhledemkx,kPGG. _
Dikaz. Volme libovolné kompaktnf K ¢ E*, L<G. Necht neplati tvrzeni. véty.
Existuii: £E> 0, Xn eK, Pn €L tak, Ze

|fz (an) — £, (xn)| > & -pro viechna ».
Lze pfedpoklidat P, — P. Podle véty 2 Ize vybrat fP 3/ fp f v K (unicita), Ze-
jména pro vhodné 7 je ]f" —f]<3—18, pr —f] <3-'1va, alepak

3) Také F, spojité v E*.

139



0. HAJEK

e <Ifg (o) — Iy, ()| < 1f, o) —1 ()] + Ufy, o) —F ()] < = &

spor. Podobné pro derivace.

Disledek. Necht F, = F®) pro A — + o, necht f} jsou feient rovmice y' = F, (x, y)
bodem P. Necht v oblasti G nenastdvd (1), na p¥. f} nekonverguji. Pak v G jsou .rmgulém{
body.

Podminka je téZ nutni: za f} volime stfidavé w,, v,.

Zhruba tedy miZeme fici, Ze unicita je jistou zesilenou uniformitou feSeni. -

Véta 24. (Véta o obilce). Necht A je nékterd mnofina tesent, necht f je derivovatelnd
Sfunkce; necht ddle plati N
(a) pro kazdé x existujt fn €A s fn (%), = f (x), fi (x) - f (%),

(b) v kagdém intervalu J < E* a pro £ddné fn € A nent fo 3 f v J. Pak f je singuldrni fesent.

Dikaz. Pro x, uréeme fn podle (a); z nich vyberme f, 3 g,f: 3¢ (g je Feleni;
véta 2). Pak f (xy), = g (%)s f' (x0) = &’ ()5 takZe f, g jsou fedeni bodem P =[x, f (xo))-
Podle (b) existuji x libovolné blizka k x, takova, Ze f (x) &= g (x); P je tedy singulirni.

S 8. Synthese rovnice

K jednoparametrické soustavé funkci obvykle konstruujeme diferenciélni rovnici ,,vy-
IuCovinim parametru“. Zejména pfi konstrukci pfikladi viak potfebujeme trochu pfes-
néj$i a obecnéjsi vétu, kterd by mohla byt i jiného charakteru neZ metoda vylucovani
parametru.

Pfedevsim je nutno zjistit jaké vlastnosti musi mit dan4 soustava funkci, aby existovala
rovnice, jejimZ feSenim by byly tyto funkce. Nékteré vlastnosti jsou 1hned patrné; jiné
plynou z véty 2.

MnoZinu A4 funkci se spojitymi derivacemi v E' nazveme lokdlné pre-kompakini,
kdyzZ plati toto:

je-li|fa—g|<a pro |x| < b (a, b konstanty, fn, g €A), pak Ize vybrat podposloup-
nost fp, a funkci f tak, Ze

f"lc --)f’ f"k —)f'

Dv¢ mnoZiny A4, B funkci se spojitymi derivacemi v E* nazveme teéné, kdyZ plati toto:

je-li A3 fa 3 f, B3 gn 3 8, f (%) = g (%) pak také f' (x) = g’ (xg), (existuji-li).

Ziejmé je

Lemma 1. 4, B tetné —> A, B teéné*) <> A, B teiné = A, B spliiujt
f€A,g€B, f(xo)——g(xo)—>f (x0) =&’ (x0)- \ )

Lemma 2. Je-ii A lok. pre-kompakini, pak U {f :f€A} = U {f : f€ AP).

Dikaz. Patfi-li bod P do levé strany rovnice, existuji fn €4, xn € E* 8 [Xn, fa (xn)] >P3
z fo 1ze vybrat f, 3 f€A, tak¥e f (xp) =yp, P je v pravé strané rovnice. Opa¢n4 inkluse

~ podobng.

Véta 25. (Véta o synthese.) Necht A je mnofina funkci, A lokdlné pre-kompakini,

A, A teéné. Pak existuje diferencidint rovnice :
] Y =F(x)

4) B je mnoina stejnomé&rnych limit funkci z B. Podobné& dale.

%) f je mnoZina [x, y] splfijicich y = f(x); U {f:f € A} je sjednoceni viech f € 4.

.
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se spojitou pravou stranou takovd, e de Junkce z A je jejim tesemim. F je uréena
Jednoznalné prdvé jen v X = U {f: feA}.

Diikaz. 4 je lokiln& kompaktn{ a tetni k sobé (lemma 1). Pro PGX volme f€A
s yp =f (xp) a definujme

F (xp,yp) =f' (xp)

(to Izeé: yp= (xp),gGA implikuje f’ (xp) =g’ (xp)). Je#to X je uzavieni (lemma 2),
lze F spojité rozsint na celou E? — véta Tietzeho (Urysonova; [5], [6]). Zfejm& F
nelze jinak definovat v X. Je-li nyni PéX =X je Y = X v (P) uzaviend a P je v nf iso~
lovany, takZe F by bylo moZné roziffit na celou E? a jeit& poZadovat F=0nebo = 1 v P.

Poznimka. Je-li F omezend, je. podminka véty téZ nutnid.

Dusledek. Za piedpokladi véty, je-li X hustd a f nékterd derivovatelnd funkce, pak f
Je feSenim rovnice uréené soustavou A prdvé kdyz A, A v (f) jsou telné.

Omezme se pro chvili na kompaktni uzavienou oblast G ¢ E2, Otézka studia singulr-
nich bodd je postavena nekorektné (v znimém smyslu); nebot F miZeme stejnomé&rné

aproximovat v G mnohodlenem U dvou proménnich (Wexerstrassova véta); a pak pfi-
slu$né ,,pfiblizné‘‘ rovnice

¥y =U(x9)
. . oU
nemajf Zidné singulirni body ( 7y

Avsak v jistém smyslu, ktery neminim precisovat, je otdzka po sing. bodech pfece
jen korektné postavené. Aproximujeme-li F stejnomérné shora funkci U®), pak maxi-
méln{ feSeni y' = U (x,y) aproximujf stejnom&rné shora maximélni feSeni rovnice pi-
vodnf (v¥ta 8). A podle véty 25 je diferencidlni rovnice jednoznatn& uréena svymi maxi-
mélnimi feSenimi.

) omeicné).

§9. Problém
V §5 byl poloZen problém~ ¢, zda existuji diferenciélni rovnice (se spojitou pravou
stranou) takové, Ze mnoZina jejich singulirnich bodid je hustd na nékterém intervalu
* 0sy y. Véta 25-ndm umoZiiuje konstruktivné feit problém zpisobem tam naznaéenym
(2) Oznatme ¢ funkci definovanou takto
px)=x1—xP v <0,1)
@ (x) =0 jinde

Pro kaZdou posloupnost 3 = (fgs #15 . . . 5 2n) (m celé > 0, ix =0 nebo — 1) definujme

S@= 3 0 g+ g @ ) + 5 e,

JiZ z grafii n€kolika t¥chto prvnich funkci je patrné, ¥e pravd&podobné spliiuji pfed-
‘poklady véty 25, a Ze tedy definujf diferencilni rovnici. Je samozfejmé, Ze na ose y jsou
singulidrnimi viechny diadické body [0, y], ¥y = i i —3— l 3 é— —7— . Nasfm

cﬂem bude toto vie dokézat

¢) Existujf dokonce takové mnohocleny. Je-li polynom Uil-— aproximaci F, je 7 + Ue-apro-
ximaci F shora.
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(b) Necht {f; } je n€kterd posloupnost t&chto funkci Opakuje-li se nékterd funkce,

jsme hotovi. V opalném pripadé Ize volit 4, tak, e nekone&n& mnoho 3» md prvni sou-
Tadnici 7,5 1ze volit 7; tak, Ze v posloupnosti zéchto 3a je jich nekoneén& mnoho s prvnimi
dvéma soufadnicemi £, zl, atd. Vybranim diagondlini posloupnosti dostévéme nekoneéné

{in}n—0s {3n}n>0 takové, Ze |
3n = (lgs t1s + « « Tn)s .

(stejné pro viechny ja, jen roste délka), a Ze {fj,} je vybréna z {fi,} Nyni fio
fﬁ konverguji stejnomérné (Bolzano-Cauchy): pro m > n je

Ifam fanla—lz ( zaktp(2k )) L= 1)f,,, o2m (281"). o
<Z:(%+§:x'%)<7nl‘—.?’

=1 Vi
ot =| 27 G r@a < X7 e F<an

Tedy, 2 kasdé posloupnosti funkci f; lze vybrar posloupnost stejnomérné konvergujict spolu
s pronimi derivacemi. Zejména odtud plyne, Ze kaZdd (obyCejnd) limita md spojitou derivaci.

(c) UkaZme, Ze f, jsou uspofddané podle velikosti. Ziejmé, je-li

'8 = (il)’ 1.1, ceey in-;l, 0), 5* = (io) il’ ceey i"_lb 1),

pak f, > f;+ v (0,2™) a f; = f;+ jinde (nazveme takovou dvojici konjugovanou). Zkou-

mejme ostatni pfipady. Necht .

3="(lgs-vestrepsirs.eosin)y W =g .lr—p3frs++5Jm)

a necht :
ir £ i, neni r =m =n.

Pak

| fy (%) — fn,_(x)l = iz:"l (— 1)k (2—k + 23k @ (2k x)) + (—1)"" 2—3n @ (20 x) —
— 3T a4 2 @) — (— m 2m (2 )

>2Q 2 e —2 ) @H+ 2t )

=223 p(2x) — E 2-3k g (2K x).
22 ) . @ (2 x))
(Pouzili jsme |x, + %5 + ... + x| > | x| — (%] + ... 4 |*a]...). Abychom ukézali

*
|f; () — foo (x)]| >0, stadi dokézat @ (£) > 2 2-3k @ (2k ). To je ziejmé mimo
interval (0, 1). Uvnitf intervalu se pak jedna o
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*x
g(l—e2> E 273k 2k (1 — 0P
(2 1csélténipi‘espi‘xrozcnéks2"t\l—)maktouicp 0)

3k .92k . =2 I
Z =2 [ t(l—2p) °
1—2kr 8
E k E k E =
To je snadné: 2 ( = ) < 2k < ., 2—*— 1, nebot pro

2kt<l]e—i:'t——<l.

Celkem: kromé komjugovanych dvojic, kasdé dvé f,, fr jsou > nebo < vi‘ude Zejména
jsou rad4ny tak, jako jejich body na ose y.
@ ﬁodmi f; neprobihi uvnitf mezi n&kterou kon)ugovanou dvo;xd [)mak by ji musela
protnout, ve sporu s (c)]; k bodu uvnitf, mezi kon)ugdvanou dvojic je tedy nejbliZe
| ze viech f; jedna funkce z dvojice. Viimnéme si nyni mnofiny O viech bodd pésu
—1 < y< 1, které nele?f uvnitf mezi Zidnou konjugovanou dwojicf. Necht 3 =
= (t,,, v« 5 In), Oznalme W = (i, . . ,t,., inty) S tnty = 1 —in.
fo () —f3 ()| = |(— 1) (2 + 2737 (20 2)] + (— 1)r+1 29+D g (2741 5) —
— (= D2 g (@ 5)| = (= D27 4 (— ) T2 g (2 )] =
_ ' i = 2—n —2—3lnt1) g (2nH1 ),
takZe
. L 2D < fyy (%) — £ (%) < 27
Pokryvaji-li tedy funkce n-té t¥{dy mnoZinu Q s hustotou 2——1), pokryvaji funkce
(n + 1)-vé t¥idy Q s hustotou 2—" (a f,, f, nulté¢ tfidy, pokryvaji Q s hustotou 1, <
< 270D = 2). Tedy U f; je hustd o O.
(¢) DokaZme: je-li f;, 3/, fro, = 8 0<f(xe) =8 (%) <1 0<xo,Pakf—-gV<xo,+°°)
Stad{ se zabyvat pripadem, Ye ani f ani g nejsou funkcemi typu f,; pak miZeme pfed-
pokladat, %e jsme vybrali posloupnosti f;, Tesp. fm tak jako v (b). Urteme ng, 2" < x.
Pak pro n>n,, |f;,— f| < &||fs, Zgl <eie [fin (%0) — f, (%0| < 2&, take
|fs,—fm,| <2 &V {xp + ) (tam jsou obé f; , fi, konstantni) a tedyi ]f—g] <4ce¢
v {xg, + ), pro kazdé £ > 0.
Odtud plyne: kdyf f, = f; fo, 380<f (%) =gx) <1, 0< x4 Pakf (x0) =
=g’ (%,) [to platl v (xo, + ), af’, g jsou spoiité podle (b)]. '
(f) Dopliime f, jeit¢ mez konjugovanymi dvojicemi. Na pf.'mez f,, f; definujeme
Jo, (x) = t p(x); obecnéji, mezi konjugovanymi f;, f;+

S @= 3 DR 4 2 @)+ 2N @) —1 <1<

(takZe f;e <fo Sho S <fa <o)

Fsou tedy splné’ny pi‘edpoklady vétry 25 [(b), (e), (f )] pravd strana F je uréena jednoznainé
v pdsu —1 < y < 1 podle (d). Singuldrnimi body jsou ]en body, v nichZ se spojuji kon-
jugované dvo;xce 3 tedy ob& mnoZiny pravych i levych sing. bodd jsou spodetné, mnoina
pravych sing. bodis leXf husté na intervalu < —1 < y <. 1 osy y.
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