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STANISLAV KUBIK

PRIBLIZNE RESENI NELINEARNI DIFERENCIALNI
ROVNICE TYPU

F0) S @S+ k()= D)

Nelinedrni dlferencnﬂni rovnice 1sou stdle jednou z velmi obt{inych d.lscxphn moderni

" matematiky. Obecné felenf je zndmo jen pro nékteré zvlaitni typy téchto rovnic. ObtiZ-

nost vzristi s rustem Fdu, Dnesnf theoretické fysika a zejména né&které jeji obory, jako

- theoreticka elektrotechnika, se viak pn zkoumépi svych problémi stile Castdji setkivaji

s nelinedrnimi diferencidlnimi rovnicemi. Takové problémy vyvstivaji pfedeviim p#i

feSeni pfechodovych stavit v elektrickych obvodech s nelineirnimi parametry. Dé&je,

které jsou pfisluSnymi nelineirnimi diferencidlnimi rovnicemi popisoviny, nevedou

obyZejné na typy rovnic, které by se daly pfevést na typy feitelné a jeZ by umoZiovaly
analytické feSeni Bez velkych obti#.

ObtiZnost feSenf nelinedrnich diferencidlnich rovnic spolivéd zejména v tom, Ze zde
neplati princip superposice feSeni. Jde-li o pfipad vynucenych kmitd, tedy o nelinedrni
rovnici s pravou stranou, je nutno rovnici fesit zéroveil i s pisludejici j{ pravou stranou.

Nelinedrni charakteristiky fefenych obvodi se ziskdvaji obvykle -experimentilnf
cestou a byvaji diny grafem. Obvykle neni moZno vyjidfit tyto zivislosti analyticky.
Tato skute¢nost je jednou z okqlnosti, jeZ mluvi ve prospéch felenf nelinedrnich dife-
renciélnich rovnic grafickymi methodami, ktcrjch existuje celd fada a jichZ se zejména
v techhické prax1 hojné pouZivé, i kdyZ jsou dnes zatlalovény diferencidlnimi analy-
sitory a riznymi analogony.

Jednou z velmi uZivanych grafickjch method feSeni nelinedrnich diferencidlnich
rovnic druhého f4du' je methoda fézové roviny (podrobné&ji viz o této method€ na piiklad
v ¢lanku Zd. Kotka, Nelinedrni servomechanismy, Sbornik praci o automatisaci, 1955).
Nevyhodou viech grafickjch method je, Ze jsou jen pfibliZné a Ze vysledky plati vidy
jen pro jeden soubor politetnich podminek. To znameni felit pro kaZdy politetni
stav celou rovnici vZdy znovu. Plati to samoziejmé i pro methodu fizové roviny. Na
druhé strané m4 tato methoda velkou vyhodu v tom, Ze umoZiiuje felit rovnice, které
jinak je velmi obtiZné felit (pokud wilbec je to moZné), a Ze umoZiiuje stile kontrolu
jiz pouhym fysikilnim nézorem. Této methody se u nés pouZivalo dosud jen k fedeni
nelinedrnich diferencidlnich rovnic homogennich (volné kmity). Uké.ieme, Ze tato metho-
da se hodi také k fefenf rovnic nehomogcnnich, )e)lchi pravé strana je funkci nezévisle
proménné. Tuto funkci stali zadat jen grafem.

- BudiZ déna nehomogenni neline4rn{ dlferencxélni rovnice druhého fadu

fDSE e =0, M

~ f(), g (x), k(x) jsou.nelinedrni funkce argumentu x, dané graficky nebo analyticky,
a takové, aby v uvaZovaném intervalu proménné x byly jednoznalné a aby v tomto inter-
, valu mély ‘nespojitosti nejvy$e prvého druhu. Funkce @ (z) budiZ déna zase graficky
nebo analyticky a necht v uvaZovaném oboru proménné ¢ splituje vyse uvedené podminky
pro funkce f(x), g (x), h (x).
Ponévad? jde o grafickou methodu, zavedeme piisluiné moduly vztahy

*
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& =ax, o=LKkonst,

| )
{=p1, [ =Kkonst.
Z rovnic (2) plyne _
d
dE—ads, df= Bdr, ‘(’1" =% di" B
d¢x d (B d& B dg\ d¢ - p &3¢
F_d:(a dc dC(a dc)‘dT_a,d‘ S
Pomoci (2), (3) a (4) ptepfiemg’ (1) na tvar
i @é B (£ .
| ’()d:ﬂ* e(3) o+ () *(5) ®
Rovnici (5) pfevedeme do fazové roviny vztahy
¥ gg =, y konst. » 6
Pk - | '
d’f__d_d_f_'~=-__ ___=l
&~z ds( ) & ( ) waEn @
Dosadime (6) a (7) do (5) a dostaneme rovnici (1), fepsanoudofézové roviny (£, 7)=>ro-
vina(acxfl_d_"_) vckteréie€=ﬂt'paramétrem '
) ) ﬂ dl b by 3
LB yin(E) =0 (8).
wrilefabn+ (o) (2) -2 (3):
Po tpravé dostaneme : o
i (5)%%n+g1<§)n+h1(£5 o0 ®

Relenfm této rovnice ve fézové roviné dostaneme priibéh, pfechodového i ustdleného
stavu fysikdlnfho jevu, popisovaného rovnici (1). Fézové trajektorie odpovidd pfecho-
dovému stavu a jejf hmltni cykl stavu ustilenému (je-li vstupni funkce: di(z) funkcf
periodickou).

\

Piepime rovnici (8) na tvar ‘ ’

dn — s §)—m (£)+¢1(€) _F
T A X ) i @
kde
P TACEI NGRS A N
A G)

"V okoli bodu fézové trajektorie, kterd je jednim z partikulérnich mtegrﬂﬁ rovnice -
(9), nahradime trajektorii elementem tetny (obr. I). Blement teCny nahrazuje diferenciél
oblouku

&—@FFdA-deVTFm. a9
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Nahrazenim elementii oblouku fizové trajektorie elementy teten sestrojime mtegrélm'
kiivku ve fazové roviné€ vidy pro jeden soubor politeénich podminek.

Pomoci vy3e uvedenych vztaht odvodime vyraz pro vzijemny vztah mezi dzferencui-
lem oblouku fazové trajektorie a diferenciélem nezivisle proménné dt, resp. [v rovnici
(9)] diferencidlem parametru d {.

n| - o= (‘;}5

/?_"

Obr. 1.

V okoli bodu (&, %) (obr. 2) nahradime diferenciél oblouku fizové trajektorie elementem
teény v tomto bod¢ a sestrojime v tomto bod® normélu 7. Plati -

. ds
| ek |
Pro mal¢ thly (v praktickych pifpadech pro 10°—12°) je tg (d¢") = d @5 odtud
ds =nde. ‘
Délka normaly (viz obr. 2) je '
‘ ‘n= l/X2 +
kde X je subnormaéla fizové trajektorie v bod€ (£, 7). Déle je
X . dpy
— =t = —L =79 X = ,-
7 g x £ n> nn
"Porovninim s (9) dostaneme '
X=F.

Délka normaély 7 je tedy )
n=VXT P = VP + P =Yoo P + P =Vt + 7%
ds=nde=nV1+77% do.

(1)
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Srovnénim (10) a (11) dostaneme

d .
QEVTF =0 \TT7idg, dgp= 5, 12)
Dosadime—h za 7 z (6) a (2), dostaneme '
L d& _dt_ B ’
dp=—gp="r=ld S ®
T3

Vyraz (13) tedy udiva vztah mezi dxferencxﬂem uhlu oblouku fézové trajektorie a jemu
odpovida)icim diferencidlem, &asu funkce @ (), resp. diferencidlem d ¢ funkce @, ({).

Postup pfi feSeni praktického pfikladu:

Do fézové roviny (£, 7)) zaneseme nelinerni charaktensuky i (s & (5), h1 (%), na-
‘chézejici se v rovnici (8), jako funkce argumentu & (obr. 3). -V soufadnicové soustavé
[$; @, ({)] zakreslime graf funkce P, ({) jako funkci parametru ¢ (obr. 4). Z vyrazu (13)
stanovime vztah mezi tisekem d a velikosti dg. Velikost tiseku dC je déna volbou ve-
'likosti dp. Tim ve skutetnosti nahradime funkci @,.(£) schodovitou funkci. Stanovenim
potitetnich podminek ziskime vychozf bod fézové trajektorie o soufadnicich (&,
7o) (viz obr. 3) a také po&éteini hodnotu parametrické funkce (vstupni funkce v systému)
v bodg {,. Zavedenim moduld jsou viechna méfitka sladéna. Podle vztahu (9) sestrojime
v daném politeinim bodé teénu, jeiZ smernici vztah (9) udévé S&stro;imc graficky
podil

JAG ] o
n - (05 M0 Co),

[ — 78 (§) —h (5) + P (5)

B (%) (80> 705 o) (77{) (fos 70s £o)

subnonma/a .X

. Qbr. 2.
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(viz obr. 3). Velikost F je nutno stanovit numericky, graficky, po p¥pad& politacim
strojem (jde o jednoduché poletni operace). Znaménkem F a 7 je d4na v tom kterém
kvadrantu smérnice te¢ny, a podle toho vyni$ime F na jednu nebo druhou stranu od
paty pofadnice 7 na ose . Délku tuseku tecny, ktery nahrazuje tsek fazové trajektorie,
stanovime rychle podle obr. 5 pro rizné délky normily n. Tim ziskime dal$i bod f4-
zové trajektorie, kde konstrukci vySe popsanou opakujeme. Pfisluiné hodnoty @, ({)
stanovime z grafu z obr. 4, kdyZ pro kaZdy element fizové trajektorie postoupiime o dsek
d {, stanoveny z rovnice (13). Elementy fizové trajektorie nejsou samozfejmg stejné
dlouhé, nebot jsou funkci velikosti normély v pfisluiném bod¥. Zminky zaslouXi je$td
body, ve kterych je = 0, to jest body, ve kterych fézové trajektorie protini osu &:

e dy L — g (§)—h () + Py (D)
lim —- = lim =
n=—>0 dE 7—>0 = nfl ('5) ’,
coZ zna¥ (za pfedpokladu, Ze F == 0), Ze tetna v téchto bodech je kolmé k ose &, to
jest fizov trajektorie protind osu £ v téchto bodech kolmo.

Jde jeitd o délku normély 7 podle vztahu (11). PiSme
| £ &) =fur £2(8) = g1y b (&) = hyy B, () = By,

Pak

n=yF {2 =V (—,’781—.h1f-;- DY+ Rf3

1 .
=’jl-vg§ng+h§+¢{+2glh1?7——2gl¢1n_2hl¢l +f¥772,

. .1 '
lim = lim Vetn® + B+ Pt + 26, yn—2g, D, — 2k B, +fi7® =

n=>0 7=>0

=%V¢§—2h1¢1+h§=¢—1}1——h—1. (14)
4(8)
£
— 4%
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Z toho vyplyvé, ¥e i pro pfipad, kdy # =.0, miZeme z vyrazu (9) stanovit délku
normély 7, a tim urdit délku elementu tecny. Druhy pfipad, ktery by mohl pusobit
obtiZe, to jest f; (§) = 0, nem4 fysikdintho obsahu,

Tak sestrojime fizové trajektorie, odpovidajici pfechodovym staviim pro rizné po-
Chtednd podminky Tyto trajektorie vplynou v urditjch bodgch do_limitnfho cyklu

(existuje jen tehdy, je-li vstupni funkoe D (¢) periodicks). -

B¢)

ATTTR

ds

&

Obr. 4. (Cti viude { misto §.)

Casovy prﬁbéh velitin x a %tx_ v pi‘islu§nich méFitcich znsﬂme z fizové trajektorie

tak, Ze v odpovidajlcich bodcch 1, 2, 3,... fazové trajektorie odelteme soufadnice x
a :ih_x Tyto soufadnice vyneseme do grafﬁ, v nich% jako nezivisle prom&nni je as
t. Na ¢asovou osu naneseme \’xseky o velikosti d¢ podle (13). Body, na Zasové ose takto

ziskané, oznaime 1’, 2', 3',.... V bod¢ 1’ vyneseme . jako pofadnice soufadnice x

a % bodu fézové roviny, oznaenétio 1. V bodé 2/, ktery je vzdilen -od bodu 1’ o dz,

vyneseme soufadnice bodu 2 fizové roviny atd Tak ziskdme asové pribéhy vehém

a%t— Nézomé;evécwdétvobrazechb‘a?

Nyni n€kolik poznimek k pfesnosti této methody.

Partikularn{ integral diferencidln{ rovnice (fazovou trajektorii) aproximujeme lomenou
larou. Smér elementidi v bodech trajektorie znime vidy a% kdyZ znime -bod elementu.
Aproximace spotivé v tom, Ze piiristku A, argumentu £, odpbvid4 ‘piiriistek hodnoty

integrilu g, = [( dn ho] o 1o £’ néboli pro argument &, = &, + A, bereme za

hodnotu integrélu = Mo + [(?1_5 Podobng klademe piiristky v bo-

h(' (%05 Tos {o)’
de n, pi‘xbhiné rovny a, = [ q E) ] ( £, s &)’ takZe pro argument 7, =17, + Ak,

\
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aproximujeme integral hodnotami #, = 7, + a, = 7, + [( dn) ] ol
e/ e

Abychom odhadli pfesnost této methody, rozvifime v fadu integril # = 7 (£), ktery pro
- & = &, nabyvéi hodnot 7,. Hodnota parametncké funkce je pro usek v okoli bodu &, ‘
konstantni. Zavedme operétor D x ( ) kde gz =7 = —S— = x (& n),

7/

| &
D\
as
n
dp
obr. 5. ' Obr. 6.
7 (%0) = 7os

7 (&) = % Gos M0) = %> _ -
%2\ _ [ox) _
) =7 (;;)o—x (ﬁ)o—D(x),
%" (§0) =D[D ()] =D*(x),

7Y (&) =D [D* (),
atd. Potom hledany rozvoj je .
(6 &)’

n="n+CE—b)x + 5 D()+(5 b

D’() +
G Eo)

D)+ ..

L]

Pro argument & — &, =h, je tedy pfesnd hodnota mtegrélu N =N + h., x +
+ihﬁD(x)+ 1 g BD* () + 54 h%D“(x)-i— . Zbytek nadi aproximace je
1 dx\ .
—_ p2 —_ =4 .
s=- _RBD@) + ... - hox(dn)o—l-.. |
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vynechime-li ¢leny fidu vysSiho neZ druhého. Je tedy zbytek této methody fadu A2.
Je tieba jen upozornit na to, Ze pfirtstky A; argumentu & nejsou u této methody stejné.
Je viak moZno stanovit maximAalni A, pomoci vyse uvedenych vztahi tak, aby pro viechna
hi < hn byl zbytek jest€ v mezich poZadované pfesnosti.

x Ziavérem tfeba zdaraznit, Ze tento zpiisob
feSeni ddva pfedev$im vysledky kvalitativni,
AN které fysika a zvEisté pak technika zajimaji.
1IN Kvantitativni vysledky zavisi na pe&livosti,
s jakou se providi feSeni, a jejich chyba je
dina zbytkem této methody. V technické

praxi jsou chyby, které plisobi tato methoda,
& TT . zanedbatelné, a vysledky touto methodou
N ziskané velmi dobfe odpovidaji vysledkim,
: ' dosaZenym experimentilné. Timto zpiso-
bem je moZno fesit elektrické obvody, které
vedou na diferencidlni rovnice druhého
| fddu a jejichZ parametry jsou funkce proudu,
LV toku a pod., magnetické nelinedrni obvody,
' mechanické nelinedrni obvody, tlohy z ne-
linedrnich servomechanisma atd. Na vstup
obr. 7. téchto obvodi je moZno pfivadét funkce libo-
volného ¢asového pritbéhu. Timto zpisobem
l1ze na pfiklad feit elektricky obvod, sklddajici se ze seriové fazeného nelinedrniho
ohmického odporu (varidtoru), pfesycené tlumivky a kondensitoru po pfipadé také
nelinedrniho, nebo induktivné véizany obvod bez rozptylové indukénosti, na jehoz
primérni strané je neline4rni odpor, jeho vazbova indukénost je také nelinedrni, v sekun-
déru je v serii kapacita a nelinedrni ohmicky odpor a pod. Podobné tlohy se vyskytuji -
v servomechanismech i v mechanice. Je tedy moZno fici, Ze pro techniky ma uvedena
methoda znacny vyznam k stanoveni piechodovych i ustilenych prib&ht vynucenych
kmiti v nelineirnich obvodech. Jak se v posledni dob& ukéizalo, je moZno principu
této methody pouZit i pro feSeni nelinedrnich nehomogennich diferenci4lnich rovnic
vyssich fada. : ’
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