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né&jsi mezindrodni matematickd konference, jiz by se sovétiti védci aktivné
nezidastnili. Zvlast tésné je spojeni s matematiky lidové demokratickych
zemi. Velmi ptdtelské jsou nafe styky s francouzskymi, italskymi & anglickymi
matematiky. Sovétskym védcim se dasto dostavd pozvani k piednaskam
v téchto statech, fada sovétskych matematiki byla zvolena za &leny zahranié-
nich akademii a v&deckych instituci. Cleny mnoha zahrani¢nich akademif
jsou akad. I. M. Vinogradov, S. N. Bernstejn, P. S. Alexandrov, A. N. Kolmo-
orov aj.
g Ve viech obdobich rozvoje lidstva, podinaje uz ddvnou minulosti, hrala
matematika jako nastroj k poznani zdkonitosti obklopujiciho nas svéta i jako
mohutny prostiedek k ovladnuti ptirody velmi dilezitou roli p¥i tvorbé
duchovni a hmotné kultury naroda. Plnic tuto tulohu, matematika se stale
zdokonaluje a jeji vyznam pro na§ Zivot neustale roste. Proto je matematika
védou, kterd mé nejen bohatou minulost, ale i velkou budoucnost. A k této
budoucnosti vede cesta komunismu, cesta Velké ¥{jnové socialistické revoluce.

Zkrdcené preloZil Vdclav Vilhelm

ODCHYLKY OD NORMALNIHO ZAKONA CHYB
BAN NaveATin, CVUT Praha

Neodpovidd-li serie opakovanych méfent podminkdm formulovanym Hagenem
a Besselem, miZe 'serie méfent vykazovat vyznaéné odchylky od normdlntho roz-
lo%ent, jeho% se b&iné v teorii chyb poutivd. V prdci jsou probrdny nékteré moiné
zdroje takovych odchylek a metody k analyse nenormdlnich empirickych rozloZent
chyb.

1. Uvod

Profesor Z. Hordk upozornil ve svych pracich [1] a [2] na odchylky empirického
rozloZeni hodnot, ziskanych opakovanym mé&fenim, od teoretickéheo rozloZeni Gaussova,
& navrhuje nahrazeni Gaussova rozloZeni obecndjsim, zé&vislym na vice parametrech.
V préci [2] slibuje teoretické zdiivodn&ni zobecn&né hustoty rozlofeni chyb.

Snaha po formélnim vystiZeni empirického rozloZeni 8etnosti chyb vhodnou funkei
skryva v sob8 nebezpedi, %e tak sloZity proces, jako je opakovéani fysikdlniho méfeni,
misto aby byl podrobng analysovan, bude vt&snén do bezduché matematické formule.
Matematické statistika celym svym vyvojem za poslednich 20 let tento postup odmité.

PouZiti normélniho rozloZeni k aproximaci empirického rozloZeni &etnosti chyb mé
teoretické odtivodndni plynouci z hlubokych tvah o zdrojich ndhodného kolisani mé&te-
nych hodnot. P¥i snaze o revisi poufitelnosti Gaussova norméiniho rozloZeni na rozloZeni
chyb je tieba doplnit, opravit nebo zpiesnit tyto uvahy a najit teoretickd rozloZeni
odpovidajici obecngj§im podminkém, neZ jsou podminky, za nich# je Gaussovo rozloZeni
odvozeno. N&kters zobecn&ni predpokladi o vzniku chyb p#i méfeni jsou predmétem
této prace.

V puvodni Laplaceové formulaci uvedeného problému se pfedpoklad4, %e chyba p¥i
fysikélnim mé&teni vzniké kumulovénim velikého po¥tu navzéjem nezavislych elementér-
nich néhodnych chyb. '

Krom¢§ toho muZe byt meéieni zatieno konstantni systematickou chybou, tak¥e
muZeme psét

f=xz+s+teteat...+e, (1)
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kde ¢ je vysledek méreni velidiny =, ¢ je systematické chyba a ¢, &, - .» &, jSOu elementér-
ni ndhodné chyby. '

' Za velmi obecnych podminek tykajicich se rozlofeni nahodnych velidin e, ¢,, ..., &,

plati, %e rozloZeni ndhodné velifiny § dané distribudni funkei F,(y) je asymptoticky

normélni. To zhruba znamené, %e pro velks n plati pfibli¥ng vztah

1 _ 1 (t m\2
Foly) = Pl§ <y) = V_ f (2)
TO

kde m a ¢ jsou konstanty (parametry normalniho rozloZeni).

Je zndma fada v&t, které udavaji podminky pro ¢, &, ..., &, aby nahofe uvedené
tvrzeni platilo.

Véty tohoto druhu, které maji fundamentélni vyznam pro teorii pravddpodobnosti
a predevsim pro jeji aplikace na reélné jevy, maji spoleny nézev centrélni limitni v&ty,
Jejich formulace a dikazy jsou spojeny se jmény Cebysev, Ma.rkov, Ljapunov, Bern-
§tejn, Lévy, Lindeberg, Cramér a j.

Vyznamné odchylky empirickych rozlofeni chyb od normélniho rozloiem ukazuji
na to, ¥e predpoklady, za nichZ plati (2), nejsou splnény.

Podstatné piedpoklady pro ptibliZnou normalitu rozloZen{ chyb jsou a) nezévislost
elementérnich chyb, b) veliky poSet elementérnich chyb.

Pii konkretnich m&fenich se snadno muZe stat, Ze néktery z t&chto pfedpokladi neni
spin&n a to pfirozend vede k vyznamnym odchylkdm rozloZeni takovych mé&feni od roz-
loZeni normélniho.

H. Cramér analysoval v rozséhlé praci [3] podrobng piipad, kdy neni splnéna pod-
minka b), tedy ptipad, kdy pobet elemnentérnich chyb, majicich vliv na vysledek m&feni,
neni piili§ veliky. '

Ve své praci ukazuje Cramér, Ze se za velmi obecnych podminek dé distribu&ni funkce
F,(y) pro kone¥né n aproximovat s libovolnou piesnosti Gramovym-Charlierovym roz-
vojem typu 4:

Fo(y) = B(y) +Z 2o y) + . 3)

Konstanty ¢, tohoto rozvoje jsou uréeny pomoci momentt rozloZeni elementérnich chyb.
Pozadavek znalosti momentd rozlofeni elementérnich chyb viak neni podstatny. Pfi
dosti velikém podtu méienf lze pro piibliZné urfeni koeficientii ¢, pouZit vyb&rovych
momenté empirické distribu¥ni funkee.

Vychézime-li tedy v teorii chyb z principu s&iténi nezévislych elementérnich chyb, jak
byl zaveden Hagenem a Besselem, dochdzime k rozlofenim typu (3) za velmi obecnych
podminek. Dokonce se dé pondkud oslabit i poZadavek nezévislosti elementérnich
chyb vyuZitim limitnich v&t o soudtech slab¥ zévislych néhodnych velifin (Bernstejn).

V podstat® tvoii serie opakovanych méfeni stochastickou posloupnost (viz na pf. [4]),
nebot vysledky pfedchézejicich méfeni ovliviiuji m&teni dalsi. N§kdy je tento vliv ne-
patrny, tak¥e miZs byt zanedbén a méieni mohou byt pokladéna za nezévislé. Jindy
tomu tak neni a pak je tieba analysovat posloupnost mé&feni se zachovanim pofadi.
Souhrn vSech méfeni muZe vést v tomto piipadd k nejrazndj§im typim ,kiivek 8at-
nosti‘‘ podle charakteru zévislosti jednotlivych m&feni. O rozloeni &etnosti v pravdé-
podobnostnim slova smyslu zde vibec mluvit nelze, jeZto poZadavek nezévislosti jed-
notlivych méfeni je pro rozloZeni éetnosti fundamentélni.

N&kdy je sice mc¥#no poklédat mdteni za vzédjemnd nezavisls, ale systém elementérnich
chyb nebo velikost systematické chyby se b&hem mé&feni méni. Tak na piiklad Gnava
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pozorovatele zvdtsuje rozptyl elementérnich chyb, nebo naopak treningem se rozptyl
elementérnich chyb zmensuje. Na mé&feni maji vliv povétrnostni podminky, denni doba
a pod. Souhrn méfeni tvoii v tomto piipad$ smichany soubor. N&které dusledky t&chto
vlivii odvozuji v této préci.

Nakonec je tfeba poznamenat, e ne ka¥dé odchylka empirického rozloZeni etnosti od
ptislusného teoretického rozloZeni, konstruovaného na pi. pomoci vyb&rovych momentt
empirického rozloZeni, je statisticky vyznamnd. Vyznamnost je tu t¥eba ovéfit metodami
statistickymi (y2 — test dobré shody, Smirnoviv-Kolmogoroviv A3-test).

2. Ovéfovani hormality pomoci koeticienti §ikmosti a $pi¢atosti

_V teorii pravdépodobnosti se dokazuje, %e rozloZeni funkce' centralnich vyb&rovych
momenti je za jistych podminek asymptoticky normélni a odvozuji se vyrazy pro momen-
ty tohoto rozloZeni (viz na pi. [5] str. 366). Takovymi funkcemi jsou té% b&%n& uZivané
koeficienty g, (koeficient Sikmosti) a g, (koeficient Spidatosti):

9= (4)
m,

g=2_3. (8)
m,

O momentech koeficientd g, & gs plati za pfedpokladu, %e zédkladni rozloeni je nor-
mélni, tyto vztahy:

_“0'2-_ 8(N — 2)
ugi) =0, o%g) = N+ OE +3) (6)
_ 6. . _ 24NN — 2)(N — 3)
u(gs) = — ﬁ’ o%(g,) = N+ 1) + )N +5) H (7)

N znadi podet mé&feni.
Ze vzorcu (8) a (7) a z asymptotické normality velidin g, & g, 1ze odvodit meze, v nich%
le%i za pfedpokladu normality rozloZeni chyb koeficientt ¢, & g, s pravd&podobnosti 0,95.

Tabulka 1

95procentni hranice pro koeficienty g, & g,

Podet ' Hranice pro g, Hranice pro g,

méfeni dolni I horni dolni | horni

1 50 | —0,64 I 40,64 —~1,30 +1,05
100 —0,47 40,47 —0,95 +0,84
200 —0,335 +0,335 —0,684 +0,624
500 —0,214 +0,214 —0,4356 40,411
1000 —0,152 + 0,152 —0,308 +0,296
5000 —0,068 - 40,068 '——-0,137 +0,135
10000 —0,048 +0,048 —0,097 +0,096

N\

Kdy% je rozlo¥eni chyb normélni, le%i koeficienty g, & g, v mezich udanych v tabulce
1 s pravd¥podobnosti 0,95. Obrécend mu¥eme soudit, je-li koeficient g, nebo g; vn¥
udanych mez{, e dané empirické rozlo¥eni chyb se prakticky jist§ odchyluje vyznamng
od rozloZeni normélniho.
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8. Analysa empirickych distribuénich funkei pomoci Gramova-Charlierova rozvoje typu A

Rekli jsme, ¥e v ptipad$ ne piili§ velkého poStu elementérnich chyb ddvé dobrou
aproximaci rozloZeni etnosti chyb Gramiiv-Charlierv rozvoj (3)

k
¢
Fo(y) = 09) + ) > d0(y) +
v=3 :
V rozvoji (3) zna&i @(y) distribuéni funkei normélniho rozloZen,

1 _w
D(y) = _fe * du, (8
V2'n: -~

@) (y) v-tou derivaci funkce ®(y). Funkce D(y) a jeji derivace do pétého fddu jsou do-
statednd husté tabelovdny v knize [5] F,(y) v rozvoji je distribu¥ni funkce standardi-
sované néhodné veli€iny . (1):

detnast tf —m
n Fo,(y) =P —<yl. 9
Vm, |
“ Prvni dvakoeficienty v rozvoji (3) jsou
30
C3 = —GJ1s Co=93; (10)
“ g & g, jsou koeficienty Sikmosti a $pi-
. datosti (4) a (5). Dalsi koeficienty, ja-
koZ i vhodngj§i upravu rozvoje (3) lze
2 nalézt v préci [3].
Z koeficientt ¢; a ¢, je vid&t, Ze
0 prvni z nich koriguje rozloZeni na asy-
o ome Metrii & druby na 3pidatost. Velmi

MR E 662002 468 1002 K 6 Sasto stadi prvni tii 8leny rozvoje (3)
Obr. 1 k uspokojivé aproximaci rozloZeni
chyb.

Ve vzorcich (4), (5), (9) znadi m vyb&rovy pramér a m, v-ty centrélni vybérovy mo-
ment empirického rozloZeni &etnosti:

1
m = 5 :cf,, m, ——Z(xf—m VY fis (11)

N je pobet pozorovani, f; je &etnost chyb o velikosti «;. Jako piiklad na poufiti rozvoje
(3) k rozboru empirického rozloZeni etnosti vypoSteme theoretické Eetnosti v Fadd
II. mistkovych méfeni z Horékovy préace [2] (str. 357) pouZitim prvnich t#i lent Gra-
mova-Charlierova rozvoje (3).

Pro snaz8i vypolet je materidl z puvodni tabulky Hordkovy staZen do tfid o délce
t¥idniho intervalu 2 mm. Takto ziskany podet tiid je dostadujici.

Co do obtiZnosti je vypodet asi stejng pracny jako vypodet Hordkav navrZeny v préci
[2], ale aproximace je lep§i, je#to respektuje mirnou asymetrii rozloZeni &etnosti chyb
mustkovych méfeni.
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Pro srovnéni je v tabulce 2 a na obr. 1 uveden vysledek vypo&tu:

Tabulka 2
RozloZeni chyb fady mustkovych méieni
Chyba Empiricks Teoretické
mm detnost éetnost
—(16, 17) 1 1
(14, 15) 4 3
(12, 13) 6 8
(10, 11) 17 17
(8, 9) 34 29
6, 17 44 43
4, 5) 57 v 56
2, 3) 62 64
— (0, 1) 69 66
+ (1, 2 61 61
(3, 4) 49 52
(5, 6) 36 40
(7, 8) 26 27
(9, 10) 19 17
(11, 12) 10 9
(13, 14) 3 4
(15, 16) 1 2
+(17, 18) 1 1

4. Kolisénf systému elementarnich chyb béhein mé¥enf

V tomto odstavci se zabyvém serii méfeni &,, &,, ..., £y. Predpoklddédm, %e veliSiny
& (t=1,2,...,,N) jsou nezavislé ndhodné veli§iny s Gaussovym rozloZenim danym

hustotou
1 1 [y—m]?
fily) = ——— —_—— . 12
)] oo, exp { 3 [ p ]} (12)

Tyto piedpoklady jsou ve shod¥ s principem sklddéni nezévislych elementérnich chyb,
vychézime-li z pfedpokladu, e systém elementérnich chyb se m&ni od jednoho méfeni
ke druhému.

Bud nyni « libovolné reélné &fslo, X;(#) néhodné velidina majici tuto vlastnost:

1 proy; <z,
X;@) = /

i=1,2,..,N. (13)
\0 pro y; =,

0

Snadno se vidi, %e plati

1 1 —m;]? — m,
P(X;)=1) = Vol fexp{ -5 [y_aﬂ] }dy - (“" a,m’) , (14)
Fi J

©

PX@) = 0)=1— P(X;l) = 1) = 1 — ¢(w ;mj) :
i

kde ®(u) je distribu¥ni funkce Gaussova rozlo¥en.
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Déle poloZzme

N

1

X@) = D X;@) ; (15)
j=1

X (%) znadi zfejmé relativni ¥etnost t&ch ndhodnych velidin z posloupnosti &;, &, ..., &y

které jsou mensi ne¥ .

Stfedni hodnotu néhodné velidiny X (x)

E[X(x)] = G(x) (16)
nazveme pseudodistribuéni funkei ptisluSnou k posloupnosti {£,}.

Funkce G(x) znadi ziejmé& ofekdvanou hodnotu relativni Setnosti t&ch méfeni z po-
sloupnosti méfeni &, &,, ..., &y, kterd jsou mensi neZx. Funkei G(x) snadno najdeme po-
wZitim metody charakteristickych funkei (viz [56]).

Néhodné veliéina X (x) mé chamkteristickou funkei

N
Pt) = H ®; (%) , 17)

=1
kde @;(z) je charakteristické funkece ndhodové velifiny X ;(x):

¢p,~(‘r)=1—<15(x_o_mj).(l—e"). _ (18)
i
Odtud obvyklym zptsobem dostévéme
N
110 1 — m;
G@) = BIX@)] = — | — o) | = — D & |[Z=1) . (19)
? ot t=0 N e O'j
Hustota ptislu$nd k pseudodistribu®ni funkei G(z) je
_ _l_ ©—m;\2
g(@) = —— L3 ( 7 ) (20)
VerN & o

Kdy% zmé&ny v systému elementérnich chyb mezi dv&ma sousednimi mé&fenimi jsou
velmi malé, d4 se soudet (20) nahradit integralem pouZitim sumadni formule Eulerovy-
Maclaurinovy. Kdy¥ pak u¥inime jisté pfedpoklady o primé&ru m; a smérodatné odchylce
0y, jakoZto funkecich prom&nné j, mu¥eme piisluiny integrél vypodist a tak ziskat fadu
ruznych hustot piisluinych k nenormélnim pseudodistribunim funkefm G(z).

Kdy¥% naopak zména v systému elementérnich chyb nast4vé néhle (na pf. zména
pozorovatele, zm&éna m&fictho pistroje, porucha méficiho piistroje, zm&na osvétleni
a pod.), vznikaji rozlo¥eni smichand ze dvou (ptipadnd vice) normélnich rozloZeni s vy-
znamnd odchylnymi charakteristikami.

Z formuli (19) a (20) se snadno odvodi obecné momenty funkce G(x):

+ oo

N
! 1 e
= f sfy) da = < Dulli), (21)
% i1
kde [f]
2 1 [z-m)\2 2
1 -—(—') r\ (@)
P 2 P — Bypr—2v 22
£ (7) .ggjfxfe 1 | da Z(z”) TR (22)
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Ze vztaht (21) a (22) Ize odvodit ¥adu vlastnosti pseudodistribudnich funkei, &inime-li
rizné pfedpoklady o momentech m; a ¢;. Ukéfeme jednu z vyznamnych vlastnosti:
Bud m; =m (j = 1,2, ..., N). :
Podle (21) a (22) plati

1 , 1 . 3
ﬂi:72ﬂ1(7)=m, ﬂz=-ﬁ‘2"?:‘°" My = Ng”? (23)
H

Je zfejmé, %e vSechny liché centrélni momenty jsou rovny nule, tedy pseudodistri-
bu¥ni funkee je symetrické.
Pro Spidatost pseudodistribuéni funkce G(x) plati:

1 1
FA- ey
i _3 i
ot ot

Kdyi‘ je tedy méteni toho druhu, %e o8ekédvans hodnota vysledku méteni je konstantni
(nezévislé na vndjsich podminkéch, za nichZ se méfeni provédi), neni pfislu§né rozloZeni
detnosti nam&fenych hodnot nikdy plossi ne¥ rozloZeni normélni s tymi¥% momenty. To
plati samoziejm$ za pfedpokladu, e méfeni odpovidé schematu uvedenému na podatku
tohoto odstavce. ¢

N&které vysledky tohoto odstavee s pongkud jiného hlediska a v ne zcela uspokojivé
formulaci jsou uvedeny v knize [6], kde je té% fada vlastnosti pseudodistribudnich funkef
pfi riazné volb& funkciondlniho prib&hu parametri u a o.

=233

U3

>0. (24)

/
ZA&vér

Horékovy préce [1] a [2] upozoriiuji na vyznamné odchylky empirického rozloZenf
chyb p¥i méfeni od normélniho rozloZeni. V této préci jsem strudng upozornil na nékteré
pti¥iny, které mohou vést k takovym odchylkdm. Pfi tom vychézim z klasického prin-
cipu sklddéni nezévislych elementédrnich ndhodnych chyb. Ve 4. odstavci je zobecn¥n
tento princip na p¥ipad, kdy systém elementérnich chyb kolisé bShem méFen{.
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