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O ELEMENTARNI MATEMATICE
Karel Koutsky

Uvodnit predndska na konferenci o elementdrni matematice, po-
Fddané Jednotou &s. matematikv a fysiki ve dnech 30. listopadu
aZ 2. prosince 1959 v Brné.l).

Dnes zahajujeme konferenci o elementarni matematice. Zda se tedy, Ze
v8ichni zcela presné vime, co to vlastné elementarni matematika je.
Avsak, kdyZ se jen trochu vic zamyslime, shleddme k svému piekvapeni, Ze
vétSing z nds, a ja nevaham ¥ici, Ze ndm vSem, je pojem elementarni matema-
tiky hodné nejasny a Ze jeji piesna definice je nam zcela neznama. V jedno-
duchych konkrétnich pfipadech oviem celkem bez vahani fekneme na zakladé
jakési nasi neurdité vnitini predstavy o ,,elementarnosti‘‘, zda vyslovena mate-
matickd véta & poloZeny problém jsou & nejsou formulovany elementarnim
zpusobem, avSak jiz zde se vyskytuje znadna nejasnost v tom, Ze vpravdé
vubec nevime, co znamena vyrok ,formulovat elementidrnim zpiso-
bem‘. Kdybychom se vSak i velkoryse pfes tuto ,,malitkost‘ pfenocsli, nedo-
staneme se ani o krok ku ptedu, nebot stile zlstava otdzkou, zda ona véta &i
poloZeny problém, které lze elementarn& formulovat, patii & nepatii do
elementarni matematiky. MuZe se totiZ stat, Ze dikaz oné véty ¢&i FeSeni onoho
problému bude vyZadovat pouZiti takovych metod, po pfipadé takovych kon-
struktivnich prostfedki, které se budou naprosto vymykat nasi naivni pired-
stavé o ,,elementarnosti‘‘.

Kdybychom nyni definovali elementarni matematiku jako soubor vét,
poznatkd a konstrukei, které lze dokdzat elementarnimi meto-
dami, resp. provést elementarnimi konstruktivnimi prostitedky,
nahrazovali bychom jen jeden temny pojem jinymi temnymi pojmy, nebot
ve skutednosti viibec nevime ani co je elementarni metoda, ani co je elementarni
konstruktivni prostfedek. Aby piedesla definice elementédrni matematiky méla
smysl, museli bychom oba pFedeslé pojmy mit jiz pfedem definovany, coz se
nestalo. Chceme-li viak tyto pojmy presnéji definovat, narazime zase na nasi
naivni predstavu o ,,elementarnosti‘‘ a pfesouvame potize v definici elemen-
tarni matematiky pouze na jinou kolej.

Tyto a podobné uvahy vedly mne k tomu, abych se pokusil prozkoumat hlavni
nazory na elementarni matematiku, s nimiz se dnes setkivame ve vefejnosti.

Velmi ¢asto, hlavné u nematematiki, byvé elementdrni matematika zto-
toZiiovana s tzv. 8kolskou matematikou, tj. s tou matematikou, které se
vyuéuje na v8eobecné vzdélavacich §kolach. Toto ztotoZnovani je viak ziejmé
nespravné. Je sice pravda, Ze prevaznad &ast Skolské matematiky patii téz do
matematiky elementérni, led na druhé strané obsahuje elementérni matema-
tika detné oddily, které se vymykaji ramci Skolskych moznosti. Tak je tomu
napf. s elementarni teorii éisel nebo s geometrii trojihelnika, z nichZ se ve
§kolské matematice probiraji pouze ty nejprimitivngjsi zdklady. Tedy 8kolska
matematika neobsahuje celou elementéarni matematiku a tedy nemiize byt s ni
totozna.

Jindy zase byva elementdrni matematika ztotoZilovana se starofeckou
matematikou, tj. s vyvojovym stavem matematiky piiblizné kolem poéatku
naseho letopodtu. Nehled$ k tomu, %e se ve starofecké matematice vyskytuji

1) Zprévu z této konference viz v tomto ¢asopise, V (1960), &. 3.
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i takové tvahy a problémy, které podle naSeho naivniho nazoru o elementar-
nosti zcela jisté do elementiarni matematiky nepatii, je pfedesly ndzor p Filis
uzky, nez aby v sobé obsahl celou bohatost a ifi poznatku které dnes zatazu-
jeme do elementirni matematiky. Kdyby tento ndzor byl spravny, nemohli
bychom napi. do ramce elementarni matematiky vtésnat nepifeberné mnozstvi
vynikajicich elementarné matematickych vysledku, které byly dosaZeny béhem
minulého stoleti. Kromé toho v geometrii museli bychom se omezit pouze na
euklidovskou geometrii nanejvys trojrozmérného prostoru. A ptece
dnes mnohé problémy elementarni geometrie jsou feSeny i ve vicerozmérnych
prostorech, ba nékdy se i upousti od pozadavku geometrie euklidovské.

Podle dalsiho, dosti rozsifeného nazoru, byva elementarni matematika po-
kladana za soubor matematickych poznatki, které lze odvodit bez
pouziti infinitesimalniho podtu a obecnéji bez pouZiti analysy a teorie
funkei. Neni celkem pochyby, Ze poznatky, které nelze jinak odvodit, nez
pouzitim infinitesimalntho podtu, analysy a teorie funkeci, sotva ktery mate-
matik bude zatazovat mezi poznatky elementarné matematické. Piedesly nazor
tedy zna¢né omezuje oblast elementirni matematiky, nicméné nemize byt
piijat za jeji definici. Pak by totiz do elementdrni matematiky patiila z pie-
vazné dasti téz cela algebra, zejména pak teorie grup a teorie svazu, dale teorie
mnozin, topologie a fada dalsich klasickych a modernich matematickych discip-
lin. Aviak ani jeden soudny élovék se neodvazi tvrdit, Ze tomu tak vskutku je.
Piedesly nazor o elementarni matematice je tedy ptili§ Siroky a musel by byt
upravovan dal§imi omezujicimi -dodatky.

Jindy zase se elementdrni matematika zamériuje s elementy neboli zdklady
matematiky, tj. pfesnéji feteno s axiomatickou vystavbou aritmetiky a geo-
metrie. AvSak i kdyZ pfizndme jistou opravnénost zatazeni téchto dvou disci-
plin'do matematiky elementarni, ptece nas pfedesly nazor nemize plné uspo-
kojit, nebot pak by se elementdrni matematika redukovala na logické zkou-
mani primitivnich aritmetickych a geometrickych vztahii a odvozovani téch
nejjednodussich poudek, které celkem bezprostiedné plynou z uréité soustavy
zvolenych axiomu a které k onomu logickému zkoumani nutné potfebujeme.
Rozvinutéjsi partie aritmetiky a geometrie, jako napf. nauka o linearnich
a kvadratickych rovnicich, nauka o délitelnosti celych &isel, teorie konstrukei
providénych pravitkem a kruZitkem, jichZz k onomu logickému zkoumani za-
kladt matematiky vubec neni tfeba, by pak podle vy$e zminéného néazoru
nemohly byt poéitany do oblasti elementarni matematiky. A to by piece jen
bylo pongkud absurdni.

Je tedy vidét, Ze definice elementarni matematiky, je-li viibec moznd, ne-
bude asi ptili§ jednoduchd a bude naraZet na rozmanité potiZe obsahového
i formdlniho rdzu. Tém&F v kazdé matematické discipling se totiz vyskytuji
oddily, které podle nasi intuitivni pfedstavy o elementarnosti patii i do ele-
mentarni matematiky, takZe elementirni matematika neni obor piesné ohra-
nideny a ostfe oddéleny od ostatnich oblasti matematiky, nybrz jimi prolina
a Castedné je prekryva. Tato okolnost mé viak ten neprijemny dusledek, Ze
kaZdy matematik si miZe s jistym omezenim stanovit v podstaté rozsah ele-
mentdrni matematiky podle svého osobniho vkusu nebo podle téelu, ktery
pravé sleduje. A skuteénd se ve svétové matematické literatuie shledavime
u riznych autord s tim nejrizndjdim pojetim elementirni matematiky.

Viimnéme se bliZze geometrie. Tradi¢né byvéa zvykem rozliSovat mezi tzv.
geometrii synthetickou a geometrii analytickou. Analytickd geo-

396




metrie ve svém klasickém pojeti si klade za kol vyjadfovat geometrické vztahy
podetné pomoci soutadnic, nahrazovat geometrické problémy s nimi ekviva-
lentnimi problémy poéetnimi, tyto pak fesit pomoci algebry a vysledky zpétné
interpretovat geometricky. Naproti tomu se syntheticka geometrie zabyva stu-
diem geometrickych atvart a jejich vlastnosti pfimo, tj. bez pomocného sou-
fadnicového aparatu. A%z dodnes se dost houZevnaté udrzuje nazor, Ze analy-
tickd geometrie ve svém celku do elementarni geometrie nepatii, ba docela se
vyskytuje i minéni, Ze elementarni geometrie je totoznd s geometrii synthetic-
kou. Obé tyto myslenky maji sviij piivod v staroddvném nazirdni na matema-
tiku, kdy se vétsinou ostfe rozliSovalo mezi poznatky aritmetickymi a geo-
metrickymi. Objevem analytické geometrie vSak poéina vyznamné epocha,
kterou bychom mohli nazvat ,,aritmetisaci geometric‘‘. Stara klasicka, veskrze
synthetickd geometrie ztraci své dominujici postaveni v matematice a to se
pFesouvd na aritmetiku, kterd pak piejiméd zaruku za sprivnost veskerého
matematického mysleni. Patfila-li tedy synthetickd geometrie do geometrie
elementarni, patii do ni plnym pravem téZ geometrie analytickd aspon do té
miry, pokud neprekraduje teorii linearnich utvart, po ptipadé i jednodussich
utvart druhého stupné.

Toto tvrzeni je kromé jiného podepieno téz tzv. Erlangenskym progra-
mem z roku 1872, v némz slavny némecky matematik Felix Klein se po-
kusil podat analytickou metodou systematiku raznych druht geometrii eukli-
dovského prostoru, rozsiteného o nevlastni prvky, z hlediska geometrickych
transformaci. Je-li ddna néjaka grupa geometrickych transformaci, pak geo-
metrii piisluSnou této grupé rozumime studium téch geometrickych vlastnosti,
které jsou invariantni vaéi kazdé transformaci, kterd do oné grupy patii.
Zvlast dulezité pripady nastanou, kdy jde o néjakou grupu linearnich trans-
formaci. Klein pak zavadi pojem tzv. metrické geometrie, v ni% se studuji
ty geometrické vlastnosti, které se neméni shodnosti a podobnosti, dale pojem
afinni geometrie, kterd se zabyvd zkoumdnim geometrickych vlastnosti
invariantnich vidi afinnim transformacim a konetné pojem proj ektivni
geometrie, ktera vysetiuje ty geometrické vlastnosti, které jsou mvanantm
vudi libovolné linearni transformaci.

Nékteti autofi leckdy ztotoZtiuji elementarni geometrii s geometrii metric-
kou ve smyslu Kleinové, kdeZto afinni a projektivni geometrie pokladaji za
nauku neelementarni. Tento ndzor pochézi z doby bouflivého rozkvétu pro-
jektivni geometrie, jez dasto byvala nazyvana ,,geometrii polohy‘ nebo téz
,,Vy88i geometrii‘‘ na rozdil od tzv. ,,geometrie nizsi*, tj. pfedchazejiciho vy-
vojového stadia geometrického badani, které predevsim smé&fovalo k prozkou-
mani metrickych vlastnosti dvojrozmérného a trojrozmé&rného euklidovského
prostoru. Nyni v8ak grupa vSech podobnosti a shodnostf je podgrupou grupy
viech transformaci afinnich a tato je podgrupou grupy vSech transformaci
linedrnich. A je zfejmé, %e ka’dd geometrickd vlastnost, kterd je invariantni
vadi vSem transformacim linedrnim, je invariantni téz viéi vSem transformacim
afinnim, a kaZd4 vlastnost invariantni vaéi v8em transformacim afinnim je
téZz invariantni vadi v8em podobnostem a shodnostem. Ptidriime-li se tedy
dusledné Kleinovy systematiky, vychdazi, %e projektivni geometrie je soudsti
geometrie afinni a ob& jsou pak soudastmi geometrie metrické. ZtotoZnime-li
tedy elementarni geometrii s geometrif metrickou, nemuazeme soudasné jednim
dechem tvrdit, %e projektivni a afinni geometrie jsou nauky neelementdrni.

Situace je vS8ak mnohem komplikovanéjsf. Roku 1859 dokazal totiZ slavny
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anglicky matematik Cayley, Ze jak metrickou, tak i afinni geometrii lze po-
kladat za zvlastni piipady geometrie projektivni. Patti-li tedy aspon &ast
metrické geometrie do geometrie elementarni, a o tom celkem nikdo nepochy-
buje, patii do ni i ¢ast geometrie projektivni. Zalezi oviem na tom, zda tato
elementarni éast projektivni geometrie obsahuje ¢ neobsahuje vice poznatki
nez ona elementarni éast geometrie metrické. To v8ak nelze jinak rozhodnout
nez pomoci nasf neuréité intuitivni pfedstavy o elementarnosti.

Zd3 se tedy, Ze jediné vychodisko, jak vybfednout z této svizelné situace,
je vymezit obsah i rozsah elementarni geometrie, a obecnéji celé elementarni
matematiky, na zédkladé konvence. Tento proces probihd ve skutednosti jiz
od nejstarsich dob. V jednotlivych vyvojovych epochach byl pojem elementar-
ni matematiky chapan velmi rozdilnym zptisobem a dozvuky tohoto chapani,
jak jsme vidéli, leckde doznivaji je§té i dnes. Pokroky matematického baddni
a vznik novych matematickych disciplin, ktery byl vynucen potfebami ne-
ustale se rozvijejici védy, techniky a spoleénosti, maji oviem svij ohlas i v ma-
tematice elementarni. Jeji rozsah ustaviéné vzrista, jeji metody se zdokonaluji,
prohlubuji a zpiesiuji a jeji obsah nabyva novych a novych forem. S tim sou-
visi téZ to, Ze dnesni elementarné matematicka problematika se rozrostla do
neobydejné siie i hloubky a dotyka se velmi subtilnich a tézkych otézek, které
byvaly diive z oboru elementarni matematiky prosté vyludovany. To vSak je
ptirozeny vyvojovy zakon kazdé védy.

Nedovedeme-li tedy ani dnes uspokojivé odpovédét na otazku, co to vlastné
elementarni matematika je, nemusime proto jesté véset hlavu. Nase konfe-
rence, kterd je jakousi piehlidkou themat z oboru moderni i klasické elementér-
ni matematiky, na nichZ se u nas v soutasné dobé pracuje, podd nam dosti
nazorny, byt i ne zcela Gplny obrazek o tom, co se dnes za elementarni mate-
matiku pokldda.

Avsak tato prehlidka, tiebaZe jiZz sama o sobé je velmi uZiteéna a dulezita, neni
jedinym cilem naSeho konferenéniho jednani. Jde téz o to, aby byl podchycen
zdjem o védeckou préaci v matematice i o mimo matematickd praco-
vists, kterd jsou v ustavech CSAV a na vysokych $koléch, tj. predevsim v ¥a-
déch, sttedoskolskych uditelt matematiky. Je ndm oviem zndmo, %e prvotradé
ukoly, které v dnesni dobé budovani socialismu jsou plnym pravem ukladany
udéitelim Skol vSech stupnt, nékdy jim znaéné ztézuji, aby se kromé své peda-
gogické a politicko-vychovné prace mohli soustavné vénovat i praci védecké.
Nicméné si nelze dobte piedstavit socialistického uditele §koly jakéhokoli typu,
ktery by ztratil veikery zajem o pokroky souéasného v&deckého badani. Je
oviem t¥eba vytvorit takové podminky, aby i sdm se aspon &asteéné mohl po-
kusit o védeckou préci. A to neni nesnadné ani v matematice. Mezi matema-
tickymi disciplinami jsou totiz i takové, které vyzaduji pomérné malo pred-
béZnych znalosti, nebo u nichz predbézné znalosti jsou ve velmi uzkém vztahu
s latkou, ktera se na stiedni kole vyklada a s niZz je uditel povétsiné velmi
dobte sezndmen. Takovymi disciplinami jsou na pifklad klasickd elementarni
geometrie a aritmetika, zaklady kombinatoriky a mnoho jinych. Nutné pied-
poklady pro védeckou praci v téchto oborech uditelé maji, ani zajem by jim
neschdzel, a tak jde jenom o to, predloZit jim rozmanité otdzky a problémy,
na nichZ by mohli vyzkouset své sily. Toto hledisko bylo té% voditkem pro
ptipravu této konference, které pieji nejen mnoho zdaru v jednéni, ale i to, aby
se stala podnétem k jesté intensivnéjsimu a hlubs&imu pésténi elementarni mate-
matiky v nasi zemi.
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