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MATLLVIATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV. 11. 4. 1961 

O D I M E N Z I I A MIERE 

Blr .LOSLAV R I E Č A N , Bratislava 

l. E. Szpilrajn našiel vztah medzi dimenziou l ibovolného separabilného metric­
kého priestoru a Hausdorffovou mierou.* Označme r-rozmerný eukleidovsky 
pricstor znakoir Er, r-rozmernú jednotková kočku / f, r-rozmernťi Lebesgueovu 
mieru /.,.. Hausdorffovu n-rozmernú mieru //,,. Potom platí: 

(A) Ak dim X = //. potom Hn(X) > 0. 
(B) Ak dim X = n, potom je X homeomorfný množině Fez / 2 ř l + 1 . Hni.x(Y) = 0. 

Z viet (A), (B) vyplývá spósob, ktorým možno definovaťdimenziu pomocou miery: 

(C) d i m X = // vtedy a len vtedy, ak je X homeomorfný množině Fez /2AM. , , 
//# I + 1(>') = 0.** 

H. Federer dokázal v [1] platnost'vety (A) pre Favardovu mieru F(Ja podmnožiny Er. 
Pretože Hn(X) = 0 implikuje Fn(X) = 0, platia pre Fn tiež vety (B) a (C). V predlo-
ženom článku je dokázaná táto veta: 

Ak dim X = //, X a Fr, potom existuje také // e Cn, že Ln(h^(X)) > 0 .*** 
Odtiaf vyplývá tiež platnost'vety (A) pre lubovoínú vonkajšiu mieru indukovánu 

//-rozměrnou mierou v zmysle Kolmogorova ([4], str. 351). 

2. Nech //, /• sú prirodzené čísla, n ~ r. Označme Cn systém všetkých podmnožin 
množiny [1,2 r} o n prvkoch. Pre jieCn, // = {/, /'„}, /', <j2 < ... < /'., 
a prvok .v e Er kladieme 

/'/i(-v, v,.) = (xh V/M) 

a nazýváme priemetom bodu .v do n-rozmernej nadroviny .vř- = 0 pre / e //. 

3. Veta. Necii 1 .*g k = s\ Y a Fs, .v íuhovolhc. Ak dim Y = k, potom existuje 
také fieCl :c Lk(hu(Y)) > 0. 

* Po/ri tiež |2J, § 7, veta VII 1. 
** Stačí si uvědomit", že dimenzia sa zachová pri homeomorfnom /obra/ení. 

*** Vý/nam symbolov C'\ hn je definovaný v 2. 

239 



Dókaz. Urobíme indukciou. Nech k = 1, s íubovolné. Pretože dim Y = V 
existuje bod .v0 e Y a také r > 0, že pre všetky u, 0 < u < r je Fr A'(x0. u) n Y 4= 0-

v 

K(x0,//) = X Cvó ~ řL A'o + ")•* Pretože L/F., sa posunutím nemění. móžeine 

í = 1 

vziať x0 za počiatok súradnicového systému. Keby Lx(h^(Y)) — 0 pre všetky 
/<eCí\ platilo by tiež Lx(\J(hfX(Y))) = 0. Zřejmé však Lx({Jh^(Y)) = /• > 0. Teda 

/* !t 

tvrdenie nasej vety je správné pre k = 1. 
Nech je dokazovaná veta správná pre nějaké k, s [libovolné. Vezmime k -f 1 g .r-

F c= Es, dim Y = k + 1. Existuje teda bod x0 e Y a také /• > 0, že dim (Fr K(x0. //)) ^ 
n F = k pre každú kočku K(x0,u), 0 < u < r. Opáť móžeme vziať bod x() /.a 
počiatok súradnicového systému. Označme K(0, u) = K(u). Podlá indukčného 
předpokladu existuje ku každému u, 0 < u < r také // e Q , že Lk(ha{Fr K(u)n )'));> 
> 0. Pretože C£ je konečná, existuje také // e Q s, že pre množinu A = 
= [ueFj : Lk(hfl(Fr K(u)n Y)) > 0} platí LlVA) > 0. Označme K-(u) = Fr K(//) ^ 
n {(x. , ..., .vs): .v, = u], K~(u) = Fr K(u)n {(.Yl, .... xs) : x,- = - / / ] . K,-(//) = 

s 

= Ki+(w)u Kr(u). Pretože Fr K(u) = U ^ M Lk(hLl(Fr K(u)n Y)) > 0 pre z/eA. 
/ = 1 

L^h^K^u))) = 0 pre ie//, existuje ku každému ueA také ie//, že Lk(/ií((Ki(u) n F)) > 
> 0. Pretože potom A= U i w : M^í^/Í")n H) > °K existuje i0 e // také. ze 

i e / i 

pre množinu B = [u : Lk(h^(Kio(u)n Y)) > 0} platí L^B) > 0. Ak označíme 
B- = {u:Lk(hfl(K?o(u)n Y)) > 0], B~ = [u : L^K^u) n Y)) > 0], potom má 
aspoň jedna z množin B + . B kladnu Lj-mieru. Položme v = //u [i0]. Nech je i0 

na /-tom mieste v v. Označme C + = {(xj, ..., x7- xk+ {) : xy > 0, (xj \-y . , 
x/ + 1 , . . . , x , + 1)G/7/l(K^( + x/)n F)}, C" = {(*„ v, + 1 ) : x y < 0 , (x, v,-.,, 
x/+1, . . . ,x , + 1)e// / A;Kro(-A 'j)n >0j- p l a t í / 7v( r)=^ C = C + u C . Stačí nám uká/ať. 
ž c L , + 1(C) > 0. NechL 1(B + ) > 0. KebyLA + 1 (C + ) = 0, bolaby C f Lk+ rmeratefná 
a v dosledku Fubíniho vety** platilo by LX(B + ) = 0. V případe, že LX(B~) > 0 
dokážeme podobné, že Lk+l(C~) > 0. Tým je dókaz ukončený. 

4. Dósledok. Nech // je íuhovolnú k-rozmerná miera v Es v zmysle Ko/mogorova.*** 
Označme fi* vonkajšiu mieru indukovánu mierou //. Nech A a Es. Potom ak dim A = k, 
fe //*(A) > 0. 

Dókaz. Vezmime množinu A zo znenia dosledku. Označme znakom A systém 
analytických množin v Es. Zobrazenie cp definované na A z Es do FA nazveme 
D-zobrazením, ak O .((o(x), (/>(>')) ;g O2(x, y), pre íubovolné prvky x, ve/l kde 
Oj, O2 sú metriky v F^, resp. v Fs. Označme znakom mk(A) = sup L^(</)(A)), kde 
suprémum počítáme cez všetky D-zobrazenia cp s oborom AneA. A(P a A. 

* Tu značí FrK(x0, u) hranicu množiny K(x0, //), X kartézský súcin. .v() (.v0 v0). 
** Pozři napr. [3] veta 73 na str. 153. 

*** Pozři [4], str. 351-352. 
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(p(A(p) cz Ek. Eahko dokážeme, že mk(B) <L fi*(B), pre fubovoFnú množinu B e A. 

Z vety 3 vyplývá, že mk(A) > 0. Ale 

/r*(A) = inf {//(B): A c BeA] = 

= i n f l m ^ B ) : A c Be AJ = /7/^A) > 0. 

P o z n á m k a . Dokázali sme, že veta (A) platí pre 1'ubovofiiú vonkajšiu mieru indu­
kovánu k-rozmernou mierou v zmysle Kolmogorova. Nie je nám známe, či pre 
ta kuto mieru platí veta (B).* Poznamenajme ešte, že dósledok 4 vyplývá aj 
z Federcrových výsledkov v [1]. 

5. J. Marik upozornil autora na nasledujúci příklad množiny A c F2, pre ktorú 
L,(//;, ,(A)) = L|(/7,2.(A)) = 0, ale JLI*(A) > 0 pre lubovolnú /i* zo 4. 

Nech B je Cantorovo diskontinuum, A = B x B. Zrejme Li(/?{ij(^)) = 
= L,(//,2,(A)) = L{(B) = 0. Priemet množiny A do priamky C = {(.v, .v)Jv e 0 , 
\yt\ori cely interval. Preto //*(A) = //(A) = L,(C) > 0. 
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О Р А З М Е Р Н О С Т И И М Е Р Е 

Бел осла в Р и е ч а н 

Р е з ю ме 

Пусть к п — натуральные числа, Еп — евклидово пространство размерности // и 1к _ 

А-мерная мера Лебега. Обозначим через Ск систему всех подмножеств множества (1, 2, . . ., /г» 

состоящих из к элементов. 

* Vety (A), (B) sú citované v ods. 1. 
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Д Л Я ВСЯКОГО // Ь Ск , /! ] /1 , /2 //< Г- /1 • . . . - / , И ВСЯКОГО Л' Г /;,.. .V (.V ] . Л 2 • • • • 

V,,) ПОЛОЖИМ 

У * 1 <-\'2 V,,) (Ту, , Л"/2 \ / ; ). 

Доказывается следующая теорема: 

Если А п и У такое подмножество I,',., что сНт У А. г с> найдемся // е ( , такое, ч г с 

М У ^ ) ) "О-

O N T H E D I M E N S I O N A N D M E A S U R E 

Beloslav R i e c a n 

Summary 

Suppose A -̂  // are positive integers. Denote by En the //-dimensional Euclidean space. b\ Lk the 

A-dimensional outer Lebesgue measure and by Ck the family of all sets of A integers between 1 and//. 

Eor any // e C,\ // {/, , ..., jk J, /, < ... < j k and any x e L,., .v (A , \n) put 

h/|(-Vl *n) ( - V / , , Xj.J. 

In this paper is proved the following theorem: 

Suppose k, // are integers, 1 - A ^ //. Y C En. If dim Y A. then there exists // e C" such that 

MV)') ) • 0. 
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