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MATEMATICKO-FYZIKALNY CCASOPIS SAV. 11. 4, 1961

O DIMENZII A MIERE

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

t. L Sypilrajn nasiel vztah medzi dimenziou Tubovolného separabilného metric-
kéhio o priestory a Hausdorffovou mierou.®* Oznaéme r-rozmerny eukleidovsky
priestor znakom £, r-rozmernt jednotkova kocku /. r-rozmerna Lebesgucovu
mieru /.. Hausdorffovu n-rozmerna mieru //,. Potom plati:

(A) Ak dim A" = n. potom H,(X) > 0.

(BY Ak dim X =< n, potom je X homeomorfny mnozine Y < /[,,,,. H,.,(Y) = 0.
Z viet (A), (Bivyplyva spdsob, ktorym mozno definovat dimenziu pomocou miery :
(C) dim X = vtedy a len vtedy. ak je X homeomorfny mnozine Y < /,,,,.

1, () = 0.%%

H. Federer dokazal v [1] platnost vety (A) pre Favardovu mieru F,a podmnoZiny £, .
Pretoze H,(X) = 0 implikuje F,(X) = 0, platia pre F, tiez vety (B) a (C). V predlo-
zenom clanku jo dokazana tato veta:

Ak dim X = n, X c E,, potom existuje také pe C. 7¢ L,(h,(X)) > 0.%**

Odtial vyplyva tieZ platnost vety (A) pre Tubovolnt vonkaj$iu mieru indukovanu
n-rozmernou mierou v zmysle Kolmogorova ([4], str. 351).

2. Nech s st prirodzené Cisla, n < r. Oznacme C) systém vsetkych podmnozin
mnoziny {1.2,....r} o n prvkoch. Pre e Coopo={j . ...} i <Jj, < ..<]J,
a prvok vy e [, kadieme

/I‘“('\-I T A\-") = ('\‘./'1 s e >\ﬂ/',.)

a nazyvame pricmetom bodu v do n-rozmernej nadroviny v, = 0 pre i € ju.
3. Veta. Necinr | < s, Y < E. s lubovolné. Ak dim Y = k, potom existuje

§ A
také e Gz L(h(Y)) > 0.

1A

* Posrtotiez (2] §7. veta VI L
#* Staci si uvedomit, 7ze dimenzia sa zachova pri homeomortnom zobrazeni.

% Vyznam symbolov Cro/y, je definovany v 2.



Dokaz. Urobime indukciou. Nech & = 1, s Jubovolné. Pretoze dim Y = I-
existuje bod \0 € Yatakér > 0, 7e pre vietky u, 0 < u < rje Fr K(xo.u)n Y + 0-

K(xg, 1) = X (x) — u, X 4+ u).* Pretoze Lyh, sa posunutim nemeni. mozem¢

i=1

vziat x, za pociatok siradnicového systému. Keby L,(4,(Y)) =0 pre vietky
pe Cy, platilo by tiez L(U(h(Y))) = 0. Zrejme viak L,(Uh,(Y)) = r>0. Teda
tvrdenie nasej vety je sprév‘ne pre k = 1. I

Nech je dokazovana veta spravna pre nejaké k&, s lubovolné. Vezmime k& + 1 < s-
Y < E,,dim Y = k + |. Existuje teda bod x, € Yatakér > 0, ze dim (Fr K(x,.u)) "
N Y = k pre kazdu kocku K(x,.u), 0 < u < r. Opdaf mozeme vziat bod v, za
pociatok saradnicového systému. Oznac¢me K(0, u) = K(u). Podla induk¢ného
predpokladu existuje ku kazdému u, 0 < u < rtaké pe Cp. ze L (i (Fr K(u)n })) >
> 0. Pretoze C; je konecna, existuje také p e, Ze pre mnozinu A =
{uek, :L,\,(h,,(Fr K(uyo YY) > 0} plati L(4) > 0. Ozna¢me K (1) = Fr K(u) "
Ay, )X = . K () = Fr Ko {(x.....x):x; = —ul. KN(u) =

1

= K (1) K;(u). Pretoze Fi K{u) = U Kiu), Li(h(Fr Ka)n Y)) >0 pre e 4.

Ly(h,(K (1)) =0 pre iep, existuje ku kdzdunu ue A také iepu. 7c Ly (K{u) Yy >

> 0. Pretoze potom A = i Ly(h (K)o Y)) > 0}, existuje iy € u také, se
ien

pre mnozinu B = {u: L (h(K, (u)n Y)) >0} plati L,(B) > 0. Ak oznagime
B = {u:Lyh, (K)o Y)) >0}, B™ = {u: L(h(K (u)yn Y)) > 0}. potom ma
aspon jedna z mnozin B, B~ kladnG L,-mieru. Polozme v = pu {i,]. Nech je i,
na j-tom mieste v v. Oznaéme C* = ‘(\‘, e e X Y > 00 (L
Nip e Ny D E(KE(Hx) 0 V), = (X ey <00 (v,
Njppe o Npx ) €N(Ki(— ,\,) N YY)l Pldtl h(Y)> C=C*u C. Sta¢i nam ukazat.
7¢ L, ,(C) > 0.Nech L (B*) > 0.Keby L, . ,(C*) = 0,bolaby C* L, -meratelna
a v doésledku Fubiniho vety** platilo by L,(B*) = 0. V pripadc. 7¢ L (B7) > 0
dokazeme podobne, 7e L, (C~) > 0. Tym je dokaz ukondeny.

4. Désledok. Nech p je lubovolnd k-rozmernd miera v E, v zmysle Kolmogorova.**
znacme ¥ vonkajsiu mieru induk ovami mierou . Nech A < E,. Poton ak dim A = £,
je 1*(A) > 0

Dokaz. Vezmime mnoZinu A4 zo znenia dosledku. Ozna¢me znakom A systém
analytickych mnoZin v E . Zobrazenie ¢ definované na 4, z £, do £, nazveme
D-zobrazenim, ak ¢,(p(x), ¢(»)) = 0,(x, ), pre lubovolné prvky v.ye 4,. kde
0., 0, SU metriky v E,, resp. v E;. Oznaéme znakom m,(A4) = sup L,(p(A)). kde
suprémum pocitame cez vSetky D-zobrazenia ¢ s oborom A,eA. A, < A,

* Tu znali FrK(xy, u) hranicu mnoziny K(x, u), X kartézsky sucin. v (.\'(l). X0
** Pozri napr. [3] veta 73 na str. 153.
x#% Pozri [4], str. 351—352.

240



p(A,) = E,. Lahko dokazeme, Ze m(B) = p*(B), pre Tubovolni mnozinu Be A.
Z vety 3 vyplyva, 7Ze m (A) > 0. Ale

v

WHA) = inf {u(B): A = Be A}
> inf{m(B): 4 = Be A} = m(A) > 0.

Poznamka. Dokazali sme, Ze veta (A) plati pre lubovolnu vonkajsiu mieru indu-
kovanu k-rozmernou mierou v zmysle Kolmogorova. Nie je nam zname, i pre
takto mieru plati veta (B).* Poznamenajme eSte, Ze dosledok 4 vyplyva aj
7 Federcrovych vysledkov v [1].

5. J. Mafik upozornil autora na nasledujuci priklad mnoziny 4 < E,, pre ktorg
Ly(hy (1) = Ly(hy5,(A) = 0, ale u*(4) > 0 pre Tubovolnt u* zo 4.

Nech B je Cantorovo diskontinuum, 4 = B x B. Zrejme Ll(ll:”(A)) =
= [ll(h:l:(A)) = L(B) = 0. Priemct mnoZiny 4 do priamky C = {(x, X)]..  ,
vwivori cely itervat, Preto p*(A4) = pu(A) = L,(C) > 0.
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O PASBMEPHOCTU U MEPE

Bestociia Puedan

Pe3iowve
[lyctb A - n —— HaTypajbHbie 4ucaa, £, — €BKIMAOBO MPOCTPAHCTBO PAZMEPHOCTH 1 W Ly __
n
h-mepuas mepa JleGera. O603Haunm vepes Cy CHCTEMy BCeX MOAMHOKeCTB MHOwecTsa {1, 2, . . ., n

COCTOAIUUX N3 Kk 02MEHTOB.

* Vety (A), (B) su citované v ods. 1.
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n . . . . . . . X X
Jlist sesikoro pee Cpo i Vi dae oo gk celc J MOBCSIKOTO v F oy (v oo
X)) NTONOKUM
L I O % S 6 P NN R R

JlokasbiBacTes cieaylowas reopema:
. . L N n
Eeoimh - nuY FAKOe NOAMHOXKeCTBO F,, yto dim Y AL 1o maitiaeres poc Cf Takoe, uro

Ly (h(Y)) - 0.

ON THE DIMENSION AND MEASUREF
Beloslav RiecCan
Summary

Suppose A - n are positive integers. Denote by E, the n-dimensional Euclidean space. by L, the
A-dimensional outer Lebesgue measure and by ('i’ the family of all scts of A integers between 1 and n.

For any pe Ci. Uiseon s Jy < oo g and any xe 0 x (v ooy put

B I S R A X

e X
In this paper is proved the following theorem:

Suppose k, n are integers, | ~~ k -~ n. Y CFE,. If dim ¥ k. then there exisis s« (‘L’ such that
Li(h,(Y)) - 0.
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