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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 11 40 1wl

O RACIONALNICH BODECH V ROVINE

JIRI SEDLACEK. Praha

V tomto piispévku vySetiujeme racionalni body na kuzeloseckach a na obvodu
nckterych pravidelnych mnohothelnikid. UzZiva se zde jen zcela clementérnich
metod.

i. Uvod a pomocné pojmy

Vsechny uvahy v tomto ¢lanku budeme provadét v euklidovské roviné. ve které
je pevné zvolend pravouhla soustava soufadnic. Kazdy bod, jehoZ obé scutadiiice
jsou racionalni Cisla, nazyvame raciondlnim bodem, specialnim pripadem racionai-
niho bodu je bod mrizovy (obé jeho soufadnice jsou cela Cisla).

V posledni dobé bylo publikovano nékolik praci, které feSily ruzné eicmentdirat
otazky o raciondlnich (resp. mfizovych) bodech v roving. Patfi semi napf. zndind
otazka o tom, kolik mfizovych bodi muaZe leZet uvniti n&aké kruznice nebo
otazka, kolika racionalnimi body muze prochazet dana kruZnice. Souhrnnou in-
formaci o této problematice podava kniha W. Sierpinského O st prosiveh. ale
trudnych zagadnieniach arytmetyki. Z pogranicza geometrii i arytmetvki. ktera vviia
ve VarSaveé r. 1959. V ni je mozno najit i dalsi literarni odkazy.*

Pro strucénost vyjadiovani zavedme toto oznaleni: Necht M, znac¢i mnozinu
viech piimek, na kterych neleZi Zadny racionalni bod. nechf M, j¢ mnozZina viech
ptimek, z nichZ kazda prochazi pravé jednim racionalnim bodem a kone¢né necht
M., je mnoZina vSech pifimek, z nichz kazda obsahuje nekonecné¢ mnoho racional-
nich bodt. Je znamo, 7e kazda z mnozin M, M,, M, jc neprazdna a zc kazda
piimka patii pravé do jedné z mnozin My, M, . M .. Je-li pe M . pak mnozina
racionalnich bodii lezicich na pfimce p je husta v této piimee. le-lipe M, . ge M
pak prisecik primek p, ¢ je racionalni bod (existuje-li ovSem tente prusecik). Spoj-
nice libovolnych dvou riaznych racionalnich bodd paifi do mneziny M, .

* U nas se racionalnimi body v roviné zabyval nedavno V. Polak v prici O jistent pohryii raciondl-
nich bodit v roviné nekonecénou jednoduchou lomenou ¢aron. Casopis pro pestovani matematiky 83,

141-—-145.
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2. Racionalni body na kuZeloseckach

Ve vyse citovand knize W, Sierpinského je na sir. 48 a 49 podan dtukaz, ze existuje
kruznice se stfedem v racionainim bodée, ktera ncprochazi Zadnym racionalnim
bodem, jo uveden priklad kruZnice prochézejici pravé jednim racionalnim bodem
a kruznice prochazejici pravée dvéma raciondlnimi body. Prochazi-li kruznice &
tremi raznymi racionalnimi body, pak na & lezi uz nekoneéné mnoho racionalnich
bodu a tyto body vypliuji k husté (str. 49). Uvedené vysicdky doplnime nyni touto

vetaeu:

Véta 1. Budiz dan raciondini bod R, a libovolnd oblast Q. Potom existuje kruZz-
1 .

nice Ao Kiord md stied S € Q, prochdzi boden Ry a na niz uz sieleZi Zadny dalsi racio-

ndlnd bod.

Dukaz, Bez vjmy obecnosti lze piedpokladat, ze plati R, = [0, 0]. Sestrojmce

dvojrozmerny interval (a, b) x (¢, d) = @ a vyhledejme racionélni &isla x,, v,
. ~ £y A . 2

akovd, 7o @ < vy (2 < b < o 2 < divg & 0 #F yo. Rovnice (x — x9/2)" +

+ 00 = va 27 = 2(vy + vo) znadi kruznici se stiedem v bod€ [x, (2. ¥y J2eq

. .« / 27T . .
a (Kladnyvim) polomérem ' 2(x; + yg). Tuto rovnici lze upravit na tvar

N vt = 2+ per) (2. (1)

Vyhledejme viechny racionalni body, které vyhovuji rovnici (1). Pro zadny takovy
bod {1.p] nemaze byt vox 4+ yoy # 0, nebot pak bychom cbé strany rovnice (1)
delili Cislem 2(xox + 1yr) a dosli bychom k ziejinému sporu. Je tedy xov + pov = 0
a proto i x7 4 17 = 0. Odtud plyne x = y = 0 a jediny racionalni bod. jim7 nase
kruznice prochazi, je bod R,. Dukaz je podan.

Obralme se nyni k obecngjsim kuZeloseCkam.

Snadno nahlédneme, Ze existuje regularni kuzelosecka, ktera neprochazi zadnym
raciondlnim bodem. Pritom je jesté mozno Zadat, aby tato kuzZelosecka byla clipsou
(specialné kruznici) nebo hyperbolou nebo parabolou. K dikazu staci uvazovat
pomocnou kuzeloseCku (Zadaného druhu)

[§9]

Fv.v) = @y X7 + Gy, 8” + 24,580 4 2a,3% + 2a,,y + ayy = 0, (

Jejiz Koeficienty a;; jsou vesmés racionalni Cisla; rovnice F(x, y) = \72 znaci pak
kuzclosecku (Zadaného druhu), na niz zfejmé nelezi Zadny racionalni bod.

Dale si v§imnéme racionalnich bodu leZicich na clipse. Zde budeme potiebovat
pojem konvexné ireducibilni mnoZiny. MnoZina A se nazyva konvexné iredu-
cibitni. jestlize pro kazdou jeji vlastni podmnoZinu B plati: konvexni obal mnoziny B
je vlastni podmnoZinou konvexniho obalu mnoZiny A.

Nvni dokazeme tuto vétu:

[
o
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Véta 2. Budiz ddno prirozené cislo k < 4. Necht R, (1 < i £ k) jsou navzdjem
ruzné raciondlni body. které rtvofi konvexné ireducibilni mnoZinu. Potom existuje

elipsa prochazejici vsemi body R;, na niZ uZ neleZi Zddny dalsi raciondlni bod.

Diikaz. Probereme jen nejobtiznéjsi pripad k& = 4.* Oznaceni bodu R; volme
tak, aby prislusny konvexni obal byl ¢tyruhelnik Ry R,R3R,.
Ke kazdému racionalnimu ¢islu m + 0 pfifadme kuZeloseCku

Xooon LN, w1 (RSN URN N AR DR

VX Vs biolxs, s, 11+ml\1,y,, PNy pae 1o (2=0.
P ! |

EATTIN YN N VI PO LTI E T A VIR PR

MnozZinu téchto kuzZeloseCek oznacime K. Kazda z kuzeloseCek mnoziny A
prochazi body R,, R,, R;, R,. UkaZeme, Ze na zadné z nich uz nelezi paty racio-
nalni bod R.

Je-li R = [x, y] racionalni bod nasi kuZeloseC¢ky, potom musi platit soucasné

EEEE N IR B S U R R
CXs Vi 1. X2y Va2 li=0, Xp s ooy ps. 1 =0.
X3, V3, ]l Xgs Yar | Lxp, Yo 1 j.\'4. V. |

Bod R lezi tedy na nékteré z pfimek R;R;, R,R,, a soucasné na nékteré
z ptimek R, R,, R3R,. Vzhledem k podminkam, jez spliuji body R;, miZe byt R
jediné néktery z bodt R, R,, R3, R,.

V mnoziné K budeme nyni hledat elipsu.

Pro struénost zavedme oznaeni X = x; — x;, Y;; =y, — ), a sestrojme
funkci

2AY 2 Y3+ mYy3Ya,. VZ) X14Y12"“X12Y34—"7(X24 it X3 Yol \5’

f(m) =
’ , —X3aYi2 = X Vg —m(Xy, Y 5 + X137 50). \ 2,2(X 2 X 50 +mX 3 X5, 2)

realné proménné m. Rovnice f(m) = 0 ma koeficient u m? rovny

~_2(/‘/24}/13 - Xl} Y24)

Xt vis VD T xg, vy, |
= =21 x. »;, 1 T Yas s I
(X3, Yy, L FX, Vs |

Vzhledem k ptfedpokladu o konvexnim ctyfahelniku R, R,R;R, jsou oba deter-
minanty, které se zde vyskytuji, ¢isla riizna od nuly a maji stejné znaménko. Koefi-

* V tomto pripadé znamend piedpoklad o konvexné ireducibilni mnoziné bodu R; podminku
nutnou k tomu, aby existovala elipsa z véty 2. Lezi-li totiz napf. bod R4 uvnitf trojuhelnika R, R, R3
nebo na jeho obvodu, pak neni mozno sestrojit zadnou elipsu prochdzejici body R;.
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cient u m? je tedy rizny od nuly a rovnice f(m) = 0 je kvadraticka. Jeji diskrimant je

BNy X3y Vo Vs + X3 X34 Y (2 You + X0 X000 Vi3 Ve +
XX Y ouY s = 2X X Y3 Yoy — 2X 15X, Y0 Y50 —
— BN,V — X3 Y20 (X1 Yaa — X3u Vi)

Vypoctem sc mizeme presvédEit, Ze je tento diskriminant roven 32¢, kde

! . | v
XLy ]lv"z’.V;zal Ex3,y3,l X4y Yas 1
| i | | .
d’:’-"z-}'pI\L-ﬁ-\'ss){%l -§X4s}’4»||- X, Y, LI
X3 s L [.\'4,y4,l! i‘\'na.)’ul] [ X3, Y2, 1

Vzhiedem k predpokladim o bodech R; je nalezeny vysledek kladny,* a je proto
spravné toto tvrzeni: Existuje interval (my, m,), v némz je funkce f(m) kladna.
Vyhledejme racionalni &islo m e (my, my). m £ 0 a sestrojme kuZeloseCku, ktera
tomuto ¢islu v mnoziné K od povida. Tato kuZelosecka je ziejmé elipsa; tim je diikaz
podan.

Obdobné vysledky, jaké uvadi véta 2, je mozno vyslovit také o hyperbole a pa-
rabole.

Tuto vétu mizeme jesté do plnit zavérem, ktery je obdobny vété o kruznici s tfemi
racionalnimi body. Da se totiz dokazat toto: LeZi-li na regularni kuzZelosecce pét
ruznych racionalnich bodt, pak na této kuZeloseCce existuje nekonecné mnoho
racionalnich bodl a tyto body vypliiuji uvazovanou kuzeloseCku husté.

3. Pravidelné mnohoihelniky

Kolik racionalnich bodii mtZe obsahovat obvod pravidelného n-uhelnika?
Omezime-li se na konecny pocet bodl, vidime, Ze obvod pravidelného rn-thelnika
obsahuje nejvySe n racionalnich bodid. Jsou-li dana dvé cela Cisla k, n takova, 7e
0 £k £ n,nz 3, pak zistava otevienou otazka, zda existuje pravidelny n-thelnik,
jchoz obvod obsahuje pravé k racionalnich bodi.

Piipad rovnostranného trojGhelnika je trivialni a také pro Ctverec si snadno
ovéiime platnost prve vyslovené domnénky. Pii podrobnéjsim rozboru o poloze
Ctverce nachazime toto:

a) Pro A = 0 Ize najit Ctverec, jehoZ kaZzda strana leZi na rovnobéZce s nékterou
osou soutadnic. D4 se zde vSak sestrojit také Ctverec, jehoz Zadna strana neni rovno-
bézna s nékterou osou soufadnic.

b) Piipad k = | miZeme realizovat dvéma zpiisoby: racionaini bod je bud vrcho-
lem Ctverce nebo je vnitinim bodem jeho strany.

* Da se dokazat, Ze nerovnost @ > 0 vyjadiuje nutnou a postacujici podminku k tomu, aby
konvexni obal bodii R, R,. R;. R4 byl Ctyiuhelnik.
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Tabulka |

Racionalni body

Pripad na obvods Vrcholy Ctverce
a  zadny bod a Il2o f2)s [l2]2)c [ ]2 2]
D [—]2.-|2]
A 333l Jad|3lc 4 343 0]
p[3-]3.3]3 1]
b) vrchol A A 00008 [-3]303]

c 3oz s3] (3]

bod [0, 0] lezici wvniti 4 L2 23] 8 [1]3].c [v 3]3.3-]3]

| strany A8 b [—2 3|3 23 3]

¢ vichol Aabod [04] A4 [0.0] B [J3.3)0c []3 33 3l
uvniti strany BC : -
D [-3.]3]

bod [0, 0} uvniti strany A4 [»»I, l3JB LI,l}].(‘ [l -2[3.2 . l} ]
. AB a bod [—4, 0] -
uvniti sousedni strany
AD

b [—1 -2]3.2-]3]

bod [0, 0] uvniti a4 [=)3o3ls [n)3)e [y 2l
strany AB a bod ‘
[—4, 4] uvniti protjsi

b [3 o232 |7

: strany CD
d)  bod [0, 0] uvnitf a4 923, 9]3 sl
| strany AB, bod ' ECERT T
{8, 12] uwnitf strany | © [ 311'21 } ?]‘
| BC a bod [—36, —8] C :[-—v|7w4|3.l6 ; 3[3]‘
| uvnitf strany 4D ) 94 .9 I’; |4 l 3
e) bod [0, O] uvniti ; A [~~l, 13] B - ” 3, %]

strany 4B, bod (0, 4]

¢ uvniti strany BC, bod [ 3.4 l 3 1‘ o lr
[—4, 4] uvnitf strany

© CD a bod [-4, 0]

. uvnit¥ strany DA

RN
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¢) Pro k& = 2 mame tii moznosti: bud jeden racionalni bod je vrcholem &tverce
a druhy vnitfnim bodem jeho jedné strany, nebo oba racionalni body jsou vnitinimi
body dvou sousednich stran Ctverce nebo konecné jsou oba vnitfnimi body dvou
stran protéjsich.

d) Pro £ = 3 nemiiZze byt Zadny vrchol ¢tverce racionalnim bodem: naproti tomu
Ize vSak sestrojit Ctverec, jehoZ tii strany obsahuji uvniti po jednom racionalnim
bodu.

¢) Kone¢né pripad k = 4 lze realizovat také jen jednim zplsobem, totiz tak, ze
kazda strana ctverce obsahuje uvnitf po jednom racionalnim bodu.

Priklady c¢tvercl, o nichZ jsme mluvili v odstavcich a) az e). jsou patrné z ta-
bulky 1.

Dokazeme jesté jednu vétu o Ctverci.

Véta 3. Budi ddn ctverec ABCD. Patri-li vsechny primky AB, BC, CD do mno-
Ziny M. pak také piimka DA patii do M. Oznacime-li po Fadé R, S, T, U raciondlni
bodyv primek AB, BC. CD. DA, potom o vzddlenostech RT a SU plati RT = SU.

Dukaz. Zvolme oznaceni vrchold tak, ze bod 4 ma druhou soufadnici mensi
nes ktervkoliv z boda B, C, D a ze bod B ma prvni soutradnici vétsi nez kterykoliv
7 bodu A. €. D. Raciondlni body primek AB, BC, CD necht jsou po radé [v,. v,
i== 2 3 anecht A = [Eiys mials B = [0, ni2) €= [Eha0 n3als D= [Sa4. naal
Bodem B vedme rovnobéZku s osou y a promitnéme na ni kolmo body 4, C; pri-
stusné paty ozna¢me A4,, C,. Trojihelniky ABA, a BCC, jsou zfejmé shodn¢
a proto plati

4 = M32 = Hias M2 — e = &2 — C3ae (3)

EAN

2 7T
Je-li &k smérnice pfimky 4B, pak snadnym vypoctem najdeme

2 2
. Kk(yy — 1)+ A7y + X, . A(xy — xy) + K7ys + 0y
S22 = - 12 = )
A2+ K+ 1
a obdobné vzorce plati pro &35, 13-
Dosadime-li toto do rovnic (3), dostaneme

K2xy 4 kv, =y 4 X3 — X)) + X5 — 1y )y

o k? 41
iy = k(x5 = xy + v) + /"(ﬂ-\'z =X =) oy
k= + 1
Po dosazeni do rovnice
1 y
Y =N = - s (x — Eha)s

Ktera predstavuje primku DA, vychazi po malé Gpravé

k(y — vy + X — x3) + (¥ — x5 + vy — y) = 0.



Protoze Cislo k je iracionalni, patii zieymé primka DA do M, . piicemz racionalni
hod ptimky D4 je U = [x,, vy, kde

Ng = X + ¥V — Vs, Ya =DV N3 -

Vztah RT = SU dostaneme nyni uz snadnym vypoctem. Tim je dukaz podan_

Doslo 30. 1. 1961.
Matematicky istav
Ceskoslovenské akademie véd
t Praze

O PAUHMOHAIBHBIX TOYKAX B INJOCKOCTH
Mpxn Ceasnavex
Pe3tome

Touka P = [x, y] HA3BIBACTCS payuona.ipioi, KOrua x, ¥ — palnoHajbHble Yuciaa. B HacTosucH
padoTe CTPOUTCS K JAHHOMY KOHEYHOMY MHOXECTBY M, COCTOsILEMY H3 PALHOHAJIBHBIX TOYCK.
peryspHoe KOHMYECKOe CeYeHMe NAHHOro THIA, COAepXKallee BCe TOUKH MHOXeCTBA M U HHKaKHX
APYTHX palMOHalbHbiX TOuYek. VlccienyroTes ycnoBusi, OpH KOTOPKIX 3Ta 3a4d4ad MMECT PelUeHHE.
3arem B paboTe ynessercss BHUMaHUE PALMOHAJIbHBIM TOYKAM Ha CTOPOHAX MPABHIBHOTO MHOTO-
VroapHHKA. Bbicka3zbiBaeTCsi NPEANoIOKeHHE, YTO M8 KAXAON Mapbl LEbIX YUcei1 A, #. yIOBICTBOPS-
fowmx ycsaoBusiM 0 < A 2om, n = 3, CyLLECTBYET BCErAa TMPaBMIbHBIH A-YTOJbHHUK, Ha CTOPOHAX
KOTOPOTro pacnookeHO TOYHO k PAUMOHATbHBIX TOYEK.

UBER RATIONALE PUNKTE IN DER EBENE
Jifi Sedlacek
Zusammenfassung

Der Punkt P .= [x, y] heil3t ratioral, wenn x, v rationale Zahlen sind. In dieser Arbeit konstruicren
wir zu einer endlichen Menge M, deren Elemente rationale Punkte sind, einen reguldren Kegelschnitt
gegebener Art, der alle Punkte von der Menge M enthalt und aufler diesen durch keinen weiteren
rationalen Punkt durchlauft. Wir untersuchen auch die Bedingungen, unter welchen diese Aufgabe
1osbar ist. Weiter studieren wir rationale Punkte, die am Umfang cines regelmiiBBigen n-Eck liegen.
Es wird folgende Vermutung ausgesprochen: Fiir jede zwei ganze Zahlen k, n, wo 0 -~ A ~ n,
n = 3, kann man einen regelmdBigen n-Eck konstruieren, dessen Umfang gerade A rationale Punkte
enthdlt.
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