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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 11, 4, 1961

OSCILATORICKE RIESENIA ISTEJ NELINEARNEJ
DIFERENCIALNEJ ROVNICE DRUHEHO RADU

STEFAN BELOHOREC, Bratislava

V praci [1] naSiel F. V. Atkinson nutnt a postacujucu podmicnku na to. aby

vsetky rieSenia rovnice
-‘_u + /(\) »\‘ZHFI =0 (7’

(/(x) > 0, spojita pre x > 0, n = | prirodzené ¢islo) boli oscilatorické. J. Jones v [2]
zov§eobecnil jeho vysledok pre rovnicu

Yo Y )T =0 (/5

(/',»(.\') =2 0,i=1,2,3.....nspojité pre x > 0. f(x) > 0 pre nejaké k, fi(x) € L(a. ).
Z doékazov oboch viet vidiet, Ze tvrdenia zostant zachované aj pre diferencialnu

rovnicu, v ktorej exponenty 2i + | (i = 1.2, ....n) nahradime Ccislami vV, > I.
pricom o N; predpokladame. Ze N, = p;/y; (i = 1,2.3,....n), kde p; a ¢; st ne-

parne prirodzené Cisla. Cielom tejto prace je najst takuto podmienku v pripade.
7e 0 < N, < .

Oscilatorickym riefenim budeme v dalSom rozumiet rieSenie. ktoré ma aspon
jeden nulovy bod v intervale (f, o0) pre Tubovolné ¢.

Veta. Nech 0 < N; < | (i = 1,2,3,....n) a nech N; = pilq;, kde p; a g; si ne-
pdrne prirodzené Cisla. Nech su funkcie f(x) (i = 1,2, ..., n) nezdporné, spojité v inter-
vale (0, 00), pricom existuje index k a ¢islo a tak, Ze fi(x) > 0 v (a, w). Nech si dalej
funkcie fi(x) také, 3e kazdé riesenie diferencidlnej rovnice

Yok T )T =0 (h

i=1

da sa rozSirit na cely interval (0, o).
Potom vSetky riesenia rovnice (1) s oscilatorické vredy a len vtedy, ked

*

J’Z, () dx =



Dokaz 1. Nech p(x) je neoscilatorické riesenie rovnice (1). Nech pre v > u
je uz v(v) > 0 (podobne by sme postupovali pre p(v) < 0). Potom »"(x) < .
t. j. 1'(x) klesa. existuje teda lim p'(x) = ¢ = 0. Integrovanim rovnice (1) dostaneme

R

r(x) = 5 Sl

i=1

0

Existencia limity ¥'(v) pre v — oo nam zarudi existenciu integralu

x

i Fi(x) rVi(x) dx

i=1

a pretoze lim 1'(v) = 0. méZeme napisat

X -

w0

Vi(x) = Z/ nyV(nde. x> a

i=1
RY

Integrujme poslednt nerovnost v intervale {a, .x)>. Potom pre x > a dostaneme

X X

yx) = va) = f i S{t) yYi() dr du =

=(x —a) Z Sy () de + f{t - a).if,-(p) yNi(t) dr

Z tejto nerovnosti vyplyva, ze

o

vx)z(x—a JZf )Y

Umocnenim na N; (j = 1., 2, 3, .... n) a dalSou elementdrnou Gpravou dostaneme

-N;

F) ™ { SH0 Oz (= )

n

Pretoze Y fi(x) yVi(x) = fi(x) yM(x) = 0. z predchadzajiicej nerovnosti mame
i=1

Jj=1

S a = £ 50w j CTNCTT
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pricom ¢ < x; < v < .,

Integrujme poslednt nerovnost v intervale (v ..\, ).
Dostaneme vyraz

s

Z(\ —a)Vf(x)dx .[}‘_ ji/;(.\-)y"'(x)}% . }'j/',.(:)_r‘-mdlgl ‘} dx.

>
~

Potom

o~

Plati preto

i(\—(l) (Vydy £ ‘ y (N, — 1) "Fi{x)dx =
j=1 Joi=1

n "n‘ 11 A BN
=2 (N, )"'H|ZI;(!)\‘()011 }

j=1 }}l*l Ny

Ak nechame ., rast nad vSetky medze. posledna nerovnost nam zaruci. 7e

s

J i.\'\if/',-(.\')d.\' < 7.

i=1

¢im je dokézané tvrdenic o postacujicej podmienke.

2. Aby sme dokazali tvrdenie o nutnej podmienke, staci najst aspon jedno ne-
oscilatorické rieSenie rovnice (1) za predpokladu. ze plati

7

~ o

J > AN dy < o
=1

,

> n

Nig . . N . - T . ) R

Nech | 3 xVf(x) dy < «. Potom pre dostatocne velké @ plati nerovnost
i=1

N

[i (x — U)Nf/',ﬂ(x\') dy < o,

=1

o
(2}
no



pricom ¢ je Tubovolné malé kladné ¢islo. Integrujme teraz rovnicu (1) v intervale

&

a. vy, Dostanceme

3]

Vie) = (x) + J }_/ di. (

a
Neceh je v(v) také rieSenie rovnice (1), Ze y(@) = 0, ¥'(a) = 1. O tomto rieseni
dokazeme, 7e v intervale (4, «0) nema nulovy bod. Pripustme Ze to nie je pravda
a oznacme znakom A najmensi nulovy bod rieSenia yp(x) v intervale (a. o). RieSenic

() v ointervale (a. b) spia nerovnost
() £ V(@) (x — a),

pretoze je tam conkdvnou funkciou. Dosadenim do (2) dostancme

Vi) £ z O (e —a)t di <

¥

< V(X)) + HiJ Z/ x — a)Vdx,

u

1(a) £ y'(x) + yVia) e
Alc potom plati
Y@l — g £ ().

Pretoze ¢ mézeme volit Tubovolne malé, z poslednej nerovnosti vyplyva, ze p(v)
je rastucou funkciou v celom intervale (a, b), ¢o je spor. Teda rieSenie y(x) nenado-
buda v intervale (a. oo) nulovy bod, t. j. je neoscilatorické.

V nasledujacich dvoch poznamkach uvedieme priklady funkcii. ktoré spliuju

predpoklady vety.

Poznamka 1. Nech su funkcie fi(x) (i = 1,2, 3,...,n) nezaporné v intervale
(0. o), pricom aspoi jedna z nich je kladnd. Nech maji derivacie a nech plati
fi(x) < 0 pre vSetky /. Potom kazdé rieSenie rovnice (1) da sa rozsirit na cely in-
terval (0, o).

Aby sme toto dokazali. utvorme funkciu

) = 2 YN 1)) () > 0.

Potom

A
o

F(y) :2:(1\/,- + 1) 'r (x)» N "( )



L. j. y'(x) je ohrani¢ena. Nech p(x) je rieSenim rovnice (I). Ak ma toto riesenic
koneény pocet nulovych bodov, podla klasickych viet je mozné rozsirit ho. Ak
existuje taka postupnost {x,} (n = 1,2,3,...) nulovych bodov ricSenia 1(x). 7¢
lim x, = x,, potom z ohranienosti prvej derivacie vyplyva lim y(v) = 0. Podobne

XU XXy
lim y'(x) = 0. To znamena, Ze rieSenie y(x) moézeme predlzit nulovym riesenim.

X-rXy

Poznamka 2. Ak diferencialna rovnica (1) prejde do tvaru
Yo+ f Y =0

0O < N <1, N=plg, pag st neparne prirodzené Cisla), pricom funkcia f(x)
je kladna v intervale (0, c0) a v kaZdom koneénom intervale ma kone¢nu variaciu.
potom [ubovolné riesenie takejto rovnice sa da rozsirit na cely interval (0. =).
Podla [3] je )’(x) ohraniena v ka’dom koneénom intervale a predizenie je mozné
z dévodov ako v poznamke 1.
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KOJIEBJWUECSH PEWEHWUA OAHOT O HEJUHEWHOTO
ANOGOEPEHUUAJTBHOIO YPABHEHUWA BTOPOTIO MOPAAKA

ltedan benoropeu
Pe3iome

®. B. ATKHHCOH HalIe/] HEOOXOAMMOE M NOCTATOYHOE YCJIOBUE ANS TOrO. YTOObI BCE PELUCHWUS
ypaBHeHHs (@) ABIAINCH KoJleOnrotumucs. . JHKOHC 0606urvT ero pe3ynbTar st yPaBHEHUA (7).
N3 pokasaTtesnbcTB 00eHX TEOPEM BHIHO, YTO YTBEPKJIEHHS COXPAHAIOT CHITY M Uist anddepeHumaib-
HOTO ypaBHEHUs, B KOTOpPOM mnokazatenu 2/ + | (i = 1,2, ..., n) 3aMeHAOTCst yucaamu N; ~ |,
NpUYEM Npeanofaraetcs, 4to N; = p;lq; (i=1,..., n), rue p; u q; HEYETHbIC HATYPAJIbHbIE YHC1A.
Llensto Hactosiuiei padoTbl sBiseTCs HAWTH Takoe yciaoBue ans caydas 0 -2 N - |,
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Teopema. Hycrs 0 Ny - LG 120000 n) wnyetb Ny — pifqi, rae p; n g; HEYSTHBIC HATY -
paiibtbic ynciaa. Tycrb GpyHkunn fi(x) HEOTPULUATETbHDI, HETTPEPLIBHBI B HHTEPBAJIE d, ©0), MPHYCN
CYHICCTBYCT MIUICKS A H 4UCAO a TaK, 4TO fi(x) > 0 B unTepsasc (a, o). [lyctes nance pyHxumnn fi(x)
Oy 1y1 TAKHMH, 4TO BessKoe pewieHue auddepeHunanbHoro ypaBHeHUs (1) MOXKHO NMPOIOIIKU L Ha
BeCh HHTCPBaUL (0, o). YTBCPIKIAETCSA, YTO BCE pelLeHUs ypaBHeHyst (1) aBASIOTCS KOACOTIOUINICS
TOLI W TOJABKO TOTAR, KOT/d

o n

[ N dy e

(!

OSCILLATORY SOLUTIONS OF CERTAIN NONLINEAR DIFFERENTIAL
EQUATION OF THESECOND ORDER

Stefan Belohorec
Summary

F. V. Atkinson has proved a necessary and sufficient condition in order that every solution of
the equation () oscillates. J. Jones generalized this result for the equation (). It is seen from the
proofs of both theorems that these statements are valid for the differential equation in which the
exponents 2/ ¢ | (i = 1,2, ..., n) are substituted by N; > | where N; is supposed to be equal to

Ni pilg; (i 1,2, ..., n), p; and g; being odd integers. The aim of this work is to find such a con-

dition in case O -~ N < .

Theorem. Let 0 -~ N; < 1 (i == 1,2,...,nm and let N; = p;/q; where p; and ¢; are odd integers.
Let the functions f;(.x) be non-negative continuous in (a, co), where an index & and a number a exist
in such a way, that f,(x) > 0 in (a, oo). Further, let the functions f;(x) be such, that each solution
of the differential equation (1) can be extended in the whole interval (0, o). Than all solutions of
the equation (1) oscillate than and only than if

n

[ Z ANifixo) di -

i=1
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