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Matematicky &asopis 17 (1967), No. 1

POZNAMKA K T-PARU KOMPLEXOV PRIAMOK V P,
ANTON DEKRET, Zilina

T-pary komplexov s v ¢lanku uvazované v zmysle élanku [2].

Nech K, K’ st T-parom komplexov priamok v Ps. Oznadme [, I’ lGde, ktoré
si v danom ¢-zobrazeni sebe odpovedaji. Nech 4;, 42, A3, As st vrcholy
repéra, ktorého infinitezimélne zobrazenia st dané vztahmi

(1) d4; = ot Ay, 4, k=1,2,3,4,

pri¢om of si Pfaffove formy vyhovujice rovniciam $truktiry projektivneho
priestoru:
4
(2) Dof = [wl}], 1, k=1, 2, 3, 4.
n=1
Kanonizujme repér tak, Ze umiestnime A;, 42 na 1Gé ! a A3, 44 na la¢ V',
pridom {A;14:A41}({414243}) je rovina, ktord odpovedd v hlavnej korelacii
pozdiz li¢a I bodu Ai(4s) a {A3A142}({AsAsA;1}) je rovina, ktord odpoveds
v hlavnej korelacii pozdiz 148a I’ bodu A3(44). Tym pri vhodnej parametrizécii
dostédvame:

(3) Wi =0}, o5 =o].

Volme wf, o3, o} ako bdzové formy. Tym pre hlavné formy of mézeme pisat:
or k k_4 k.3 k4
(3) w; = a;w; + bjoy + ¢ ;.

Vonkaj$im diferencovanim (3) a pouzitim Cartanovej lemy dostaneme

(4) 01 = awy + bod + cot =  d'w) + b'wi + o3,
r 2 2
Qs = boj + do? + ewt = b} + d'o] + €],
R4
23 = coy + ew? + fot = —Cc'w)— €'wf — f'w;
a tiez
(5) ab} — baj + bb? — da? + eal — cbi = 0,

1 2 2
ach — ca + bet — eat — oot + fab = 0,
1 1 ;
bey — cby + dc2 — eb? — ecs + fb2 = 0, kde
2 3 1 4 2 3
Q1= o] + 0, Q2=—)—0w;, 2 =o0—o;—o0;+ 0.
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Pre Kleinove obrazy priamok repéru volme oznadenie:

Hy = [A144], Hs = [A244), Hz = [4344], Hy = [A245], H5 = [4143],
Hg = [A14:].
Potom

(6) dH; = oiH; + o3H, + (0} + wh)H, + oiH, + o3H,,
dH: = w3H, + (05 + w})H, + o3H; — oiHg + oiH,,
dH; = (03 + w})H; + w3H, — oiH, — oy(H; — Ho),
dH; = (0} + w3)H, + o3H, — 03Hy + opHy — w3H,
dH;5 = (0] + 03)H; 4+ wsH, — oiH; + o*H, + oiH,,
dHy = (0} + o)H, + wbH, — oH, + wl(H, — Ho).

V repéri H,, Ho, H3, Hy, H5, Hg Kleinova nadkvadrika m4 rovnicu
hihg — hohs 4+ hshe = 0.

Zo vztahov (6) je zrejmé, Ze tangencidlne linedrne trojrozmerné priestory
v bodoch Hg, Hs variet, ktoré si Kleinovymi obrazmi komplexov K, K’
v projektivnom priestore Ps, pretinaji sa v rovine v = {H;, Hs, Hs—Ho}.
Tym v Ps dostavame trojparametricka kongruenciu rovin. Hladajme ohniska
F = xH, + yH4 + 2(Hs — Hz) kongruencie, t. j. body F v rovine 7 s vlastno-

stou: existuje smer wj: 3 : 0}, v ktorom dF lei tiez v v. Pouzitim (6), (4)

dostaneme

dF = Hs(xo} — yoi — 2z01) + Hg(xo? — yoi + 2z202) +
+ Ha(x21 — yQ2 + 2023) + 0 mod 7.

Preto F je ohniskom vtedy a len vtedy, ked plati

ro} — ywz — 2z0} = 0,
zwy — yod + 220% = 0,
.’,U.Ql —_— y.Qz + 293 = 0,

¢o po uprave pouzitim (3’) a (4) dava:
(7) xo} — Yoy — 2207 = 0,
Wbt — yb} + 228) + wilaa? — ya} + 2a3) + wact — yeb + 26 = O,
wi(@b — yd + ze) + wi(ax — yb + zc) + wi(we — ye + zf) = 0.

Systémom (7) je urdeny fokalny smer o} : o} : w! prave vtedy, ked

x —Y —2z
(8) wby — ybs + 22b5  wai—yay + 2205 wcf — yeh + 223 | = 0.
xb — yd + ze ax — yb + zc xc — ye + zf
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Tym dostavame

Vetu 1. Ohniskd kongruencie rovin t, leZiace v rovine 1, lefia na kubike.
Uréme teraz asymptotické krivky na variete bodov Hg, t. j. krivky, ktoré

maji s dotykovym linedrnym priestorom {Hg, H1, Hy, Hs—H.} styk druhého
radu. Z (6) dostavame

d2He = H,{0}0} + olw; — 2(03)?} + Hy(ws2; + 03Q, + iQ,) +
+ 0 mod {HG,H]_,H4, 5—-H2}
Teda

(9) wéwl——(wl) =0,

(»2.9 + led -+ wi.Qs =0,

je systém, ktorym si uréené asymptotické krivky na variete bodov Hg.
Podobne dostaneme

d*Hjz = 116{2w5w4 2(w3)? } + Hy(w3Q, + 03Q, 4+ w}f;) +
+ 0 mod {113, Hl, H4, H5-—H2}.
Teda,
(10) (0%&)4 (w3) =0,
032 + i, — i, = 0,

je systém, ktorym si urdené asymptotické krivky na variete bodov Hs.
Dotykové smery (w3, — ?, wy) variety bodov Hg v bode Hg, ktoré vyhovuji
systému (9) pretinaji rovinu = v bodoch, ktoré lezia na kuzeloselkach

Ciizxy + 22 =0,

Co: ax? + dy?® + fz* — 2bxy + 2cxz — 2eyz = 0.
Dotykové smery (o}, — o}, — o}) variety bodov Hs, v bode Hj, ktoré vyho-
vuju systému (10) pretinaji = v bodoch, ktoré lezia na kuzelosetkach

Cs:ay + 22 =0,

Cy: 2?0’ + y*d’ + 2% — 2b'xy — 2¢’'xz + 2e'yz = 0.

Lahko sa presvedéime, Ze C; = Cj3 je priesekom roviny 7 s Kleinovou nad-

kvadrikou. V dalsom budeme predpokladat, Ze kuzeloseky C» a C4 st regularne.

Pomocou rovnic (3) Iahko zistime, Ze ak jedna z kuzelosediek Cs, Cy je regular-
na, potom uz aj druha je regularna.

Oznadéme symbolmi (C1, Cq), (C1, C4) zvizky uréené prislusnymi kuzelo-
seGkami.

Veta 2. Singuldrne body zvdizkov (C1, Cs), (C1, C4) leZia na kubike (8), t. j.
s ohniskami kongruencie rovin t.
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Doékaz. Z povahy problému je zrejmé, Ze stadi urobift dokaz pre zvizok
(Cy1, Cs). Kuzelosetky C1, Cs moézu mat pit projektivne roznych poléh. V na-
Som repéri mézeme skiimat polohy I, IIs, ITI;, 11T, (vid [1] strana 214 aZ
221) vhodnym umiestnenim bodov H,, Hy, Hs—H>.

«. Nech C;, Cs st v polohe IT;. Kanonizujeme repér ako v [1]. Tym a =
— ¢ = ¢ = 0. Dosadenim do (8) Iahko zistime, Ze body Hi, Hs5—Ha, t. j.
singuldrne body zviizku (Ci, Cs) leZia na kubike (8).

B. Nech C;, Cs st v polohe II,. Kanonizujme repér ako v [1]. Tym ¢ = d

¢ = ¢ = 0. Dosadenim do (5) dostaneme

@ = B, b+ faf = 0, bek + fU = 0.
Tym (8) ziskava tvar

z{z®(fai + 2baj) + y*(—2b3b — fbl) + 2x(2a3f + 4a3b) +
+ 2y(4bb5 + 2fb3)} = 0.

Z toho je zrejmé, ze kubika sa rozpadé na priamku singuldrnych bodov zvizku
(C1, C2) a na kuzelosedku, ktora prechidza zvySnym singularnym bodom.

y. Nech C;, Oz st v polohe III;. Kanonizujme repér umiestnenim Hi,
Hy, Hs—H; podla [1]. Tym @ =d =c¢ =0, f= —2b. Dosadenim do (8)
Iahko zistime, Ze jediny singularny bod zvizku lezi na kubike.

6. Nech €, Cz st v polohe IIT,. Kanonizujme repér umiestnenim Hj,
Hy, Hs—Hstak akov [1]. Tyma = ¢ = ¢ = 0, f = — 2b.

Z toho a z pouzitia (5) plynie pre kubiku (8) tvar

Yy (—deh) + yade} + y2(2de} + 2dab) + 2X(—4dal) + a2(fb; — fah)} = 0.

Teda kubika sa rozpadd na priamku singuldrnych bodov zvizku (Cp, Cz)
a na kuzelosedku, ktorad prechadza bodom dotyku kuzelosetiek Ci, Co.

¢. Pri dékaze vety 2 v pripade, ked Cy, C2 st v polohe I je vyhodné postupo-
vat spésobom, na ktory ma upozornil Hejny z UK v Bratislave. Ide o zndmu
moznost Studovat projektivnu geometriu priamok v Pz ako geometriu ne-
euklidovského priestoru @, ktory vznikne z Ps, ked miesto grupy projektiv-
nych transformécii sa uvazuje podgrupa Gy, vo&i prvkom ktorej je nadkvadrika
typu (++ +———) invariantnd.

Nech teda H; (kdez = 1, 2, 3, 4, 5, 6) st vrcholy repéra v Ps, ktorého in-
finitezimalne zobrazenia st dané vztahmi

(11) dH; = ¥4, kde i, k= 1,2, 3,4, 5, 6,

pritom of spliiuji rovnice §truktiry projektivneho priestoru

6
(12) Dot = 3 [wjwf].
8=1
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Nech je v P5 dani nadkvadrika
F = 2lhs + e,h + eshs + el + ehe = 0, kde e; = + 1,

ktora je invariantnad voé¢i podgrupe G;. Nasledujica metéda uréenia dopliu-
jicich rovnic Struktiry priestoru ¢ je prevzatd od Hejného.
Zrejme plati:

(13) F(Ai, Ak) = Sik,

kde s11 =855 = 0, st = e; pre 1 = 2, 3, 4, 6; s15 = 851 = 1, 8ix = U pre ¢ £~
#k, kde 1, k = 2, 3, 4, 6.

Diferencovanim (13) dostaneme

5__ ol _ 4 __ 2__ 3 __ 6 __
(14) 0] = 0; = 0y = w; = w3 = wg = 0,

wje, + o) = 0 + 6o = wje; + 0f = 0f + ] = 0,

wley + ©f = 0f + ¢,0f = 0] + 0} = oleg + W) = 0} + ewE = 0,
wles + €03 = wiey + €05 = wieg + e;wz = 0,

e,3 + wie; = e + wie; = wie; + ey = 0.

134

Vztahy (12) spolu so vztahmi (14) s rovnicami Struktiry priestoru . Nech
K, K’ su dve trojrozmerné variety, leziace na nadkvadrike ¥, medzi ktorymi
je jedno-jednoznaéné zobrazenie, pri ktorom trojrozmerné dotykové linearne
priestory v odpovedajicich si bodoch variet K, K’ sa pretinajia v rovine z,
ktora neprechadza zZiadnym z dotykovych bodov. Kanonizujme repér tak, Ze
umijestnime bod H; na K, bod Hs na varietu K’, body Hz, Hs, H4 do roviny
7 (body Hi, Hs s body, ktoré si sebe odpovedaji v danom zobrazeni). Tym

7, ’ 2
ot = 08 =0 a formy o?, 0¥, 0f, 0, 0}, w? si hlavné. Volme formy w2,
1 5 1, W1, W), W5, OF, OF 1

o}, w; za bazové. Tym pre ostatné hlavné formy médzeme pisat

(15) op = dio? + biw? 4 ciot.

Vonkaijsim diferencovanim vztahov o’ = «f = 0 dostaneme
1 5

(16) oY = moi + no} + ro; = m'e; + 10l + rog,
6 2 3 4 2 3 4
w3 = nwi + pwy + quw; = n'w; + p'o; + ¢ w;,
0} = 1o + qo} + vol = r'o; + ol + v'o}
a tiez
(17) ain —bim + ap — nb3 4 azqg — bir = 0,

2

a3 — me + alg— oin + b — cbr = 0,
2 2 3 3 4 4

bir — ne; + byg — cip + bv — czq = 0.

Jednoduchym vypodtom zistime, Ze asymptotické krivky na variete K su ur-
dené systémom
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(18) ex(01) + e5(0})? + ey(wy)* = 0,
0}l + W30l 4+ ofewd = 0.
Podobne asymptotické krivky na variete K’ st uréené systémom
(19) es(3)” + e3(wd)® + ey(w3)* = 0,
0iod + vivd + vio = 0.

Dotykové smery (w3, o}, o]) variety K v bode Hi, ktoré spliiujt (18) pretinaji
7 v bodoch, ktoré lezia na kuzelosedkach

C1: e2x® + esy? + ez = 0,

Cs: ma? 4+ py? + vz + 2nxy + 2rzz + 2qyz = 0.
Podobne dotykové smery (o3, of, ws) na variete K’ v bode H;, ktoré splituji
systém (19) pretinaji = v bodoch, ktoré lezia na kuzelosedkach

Cs: eax® 4 e3y?® + es22 = 0,

Cy: m'x® + p'y? + v'22 + 2n'xy + 2r'zz 4+ 2qy’z = 0.
Kuzelosetka C; = (3 je priesekom 7 s nadkvadrikou F' = 0.
Uréme ohniska kongruencie rovin v, ktoré lezia v 7. Jednoduchym vypodtom
ako v prve]j dasti élanku zistime, ze fokalne krivky kongruencie, prechadzajice
bodom L = xH; + yH; + zH, st urdéené systémom
(7) w03 + yeswi -+ zeyo = 0,

(e + yegal + z2,a3)ef + (wesbs + yegh + zebl)o] +
+ (wea0y + yesls + zeyC5)oy = 0,
(zm + yn + 2r)? + (n& + yp + 2q)0} + (21 + yg + w)ot = 0,

ktory ma riesenie prave vtedy, ked

xXeg yes z€a
(8') |wena3 + yesal + zeat  xeb? 4 yesbd + zeb:  weoc: 4 yesc 4 zecr| = 0.
xm + yn + zr xn + yp + 2q xr + yq + zv

Teda: ohniskd kongruencie rovin 7, leZiace v 7, lezia na kubike (8'). Nech
kuzelosetky C:, (3 st reguldrne a nech kuZelosedky Ci, (2 si v polohe I.
Kanonizujme repér umiestnenim H,, Hs, Hy ako v [1]. Potomin = r = ¢ = 0.
Dosadenim do (8’) uz lahko zistime, Ze vrcholy poldrneho trojuholnika zvizku
(C1, C2) t. j. singuldrne body zvézku, lezia na kubike (8’). Z volby ez = —1,
es = —1, e3 = ¢s = 1 plynie spravnost vety 2 aj v pripade, ked Ci, Cs st
v polohe I. Tym je dokaz vety 2 urobeny.

Poznamka 1. Spravnost vety 2 nezavisi od &isel e;.

Poznamka 2. Z [3], strana 30—32 plynie: Tangencidlne smery na variete,
ktord je Kleinovym obrazom komplexu K (K'), pretinajice rovinu t v sin-
gularnych bodoch zvizku (Ci, Cs) (pripadne (C1, C4)), odpovedaji smerom
uréenym hlavnymi plochami komplexu K (K'), prechddzajtcimi laéom 7 (I').
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3AMETKA K T-IIAPE HOMIIJIEKCOB IIPAAIMBIX B P;
Anron Jlexper

Pesiome

IIycrs K, K’ — T-napa KOMILIEKCOB NPAMHX B P3. JIuneitnsie TpexmepHble KacaTelbHble
npocrpancTBa MHOroo6pasuit K, K’, koropre sBasioTcss oGpasami HileifHa KoMmIexcos
K,K’ B Ps, B cooTBeTCTBy®IIUX TouKax L, L’ mepecekaioTcss B miockoctu r. Ilomydaercsa
TpexXMepHas KOHIPYSHIUA IIocKocTell T B Ps. MOKYCH 3T0if KOHIpYSHIUM, JeMKaliue B 7,
HAXOJATCA HA KPUBOii 3-ero mopaAgka. HacareabHsle K ACUMITOTHYECKUM JUHUAM B TOYKE
L(L’) maorooGpasus K (I} ’) mepeceKalT IJIOCKOCTh T B OOIMIUX TOYKAX B CTaThe ONpenelieH-
HHIX KOHMYecKuX ceyenuit C1, Ca (C1, C4). OcoOble TOUKK IyyKa KOHNYECKUX cevyeHuit (C1, Ca),
(C1, Cs) aBasAIOTCA OKyCAMM KOHTPYDHIMM IITIOCKOCTEIL.
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