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EXPLICITNE RIESENIE POHYBU SFERICKEHO
KYVADLA POMOCOU JACOBIHO TRANSCENDENT

J. CHRAPAN

1. ROVNICE POHYBU

Pohyb hmotného bodu viazaného na hladka gulova plochu v homo-
génnom silovom poli predstavuje sférické kyvadlo. V cylindrickych strad-
niciach (r; @; z) je rovnica vazby

r=VE—=2={(2). (1)
kde I je polomer gulovej plochy. .

Polohu hmotného bodu urc¢uju vztahy:

x = f(z) . cos g;
y =f(z) .sin ¢; (2)
z =z.

Pohyb méa dva stupne volnosti, dané aplikatou z a polarnym uhlom ¢.

Ak os z orientujeme proti intenzite g silového pola, kineticky potencial L
hmotného bodu hmoty m je:

, L=im{l+f(2P]. 2 +[(2f. 0% — myz.
kde je:
vy Af5) ., _dz o 0 de
f(Z)— dz ’ 2—'d—i'y ——dt
Homogénne silové pole je konzervativne, preto prvy integral Lagran-
geovych pohybovych rovnic pre sférické kyvadlo je integral energie
1 ,
g m {1+ FEPF] 2+ (2 0% + mgz =l 3)

Druhy integral tychto rovnic vychidza vzhladom na to, Ze stradnica ¢
je cyklicka, v tvare: \
m. @R p=c. (4)

Matematicko-fyzikadlny c&asopis IV, 2. 55



2. DIFERENCIALNA ROVNICA APLIKATY

Zo vztahov (3), (4) a (1) dostavame diferencialnu rovnicu:

29 c c
2 2 _ 2 LU I 5
: 2 [(l L>'(g ) 29]’ )
v ktorej je:
C/ ’
=g e

Na pravej strane rovnice (5) je kubicky polyném; jeho nulové body
udévaju abscisy prieseénikov kubicke] paraboly

s priamkou

_ a9
| T
Oznacéme ich
Zy < 7y < Zg
Takto moézeme pisat:
9
2= (2, — 2)(z — z) (z — 2). (6)

3. ROZBOR KUBICKEJ ROVNICE POHYBU
Pretoze pre redlny pohyb musi byt:
22 =0,
hodnoty aplikaty z leZia v intervale
Zy S Z2 =2

Nulové body kubickej paraboly
y= (e — (%)

i g
su totiz
— 1< <l
sucasne je:
zg > 1.
Pre jej priebeh dostaneme:
y' :322__?(;_2 — 2 =0,

z Coho pre extrémne hodnoty musi byt:

(2 = ¢ + }/c§ + 3212
Ze 12 “‘ 39 .
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Dalej mame:
27Ve2 4 332
[v°] :6ze——2-c—1———:t————”1; .
z2=2,

Pre maximum plati zaporné znamienko, kedy hodnota aplikaty je

R

. 6 — 1 !
Zmzx - :jg < 0)
takie maximum leZi v intervale
- l < Zmax <—C§L
Kedze poradnice priamky
_ %
y= g

st kladné, maximum vyrazu () leZi medzi z, a z;, v dosledku ¢oho sa
pre realny pohyb menia hodnoty stradnice z v intervale

<
Z2=\Z§Z1!

z, < 0. (7)

Zakladné symetrické funkcie koreriov kubickej rovnice $2 = 0 su:

v ktorom je:

c
5+ 2 4 2y = =
g
212y + 2125 + 2973 = — [ (8)
c2 c
24257y = —2— — [2 2
<9 )

Z nich dostavame vztahy:
ci

[+ 2z) + 2)(l + z5) = ([ — z)(l — z)(z5 — ) =j2-’g— =
= — (5 + 2)(z1 + 25)(2 + 23);

— (&

— (z

(I + 2z)(l + 2) + 25)(z5 — 1); (9)
(I —z){ — z,) + 2)(z5 + 1);
(B — ) —z3) =[— (2, + 2) ] (5 — 7).
Z druhej relacie (8) vychadza:

I

__nntl :
zy = P (10)
PretoZe je:
zg > 1,

podla (10) musi byt: ’

4 + Zy <O,
resp.

7 < — 7
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Vzhladom na relaciu

. 21> 2
mame:
2y <z < — 2y,
t. j.
|z, | <|zg]. (11)

4. RIESENIE DIFERENCIALNEJ ROVNICE APLIKATY
Do diferencialnej rovnice (6) zavedme substitiuciu
7y — 2= (7 — z) . & (12)
Pre § =0 jez =z; pre § =1 jcz =z, Pomocou (12) utvorme vyrazy:

1 —z=(5 — %) — (5, —2) = (5, — 2) — (5, — 2) . & =
= (7 — 25) (I — &);

73— 2= (23— 2) + (21 —2) = (5 — ) + (5 —75) . & =

= — s B T~
= (zg4 zl).[1+23_zl.§].
Na zaklade nich je rovnica (6) s pouzitim (12)
s 29 z7, — %,
zz:—ﬁ—(zl-zz)2.(z3——zl).§2.(l ——52).(1 +-Z—l—t_—z—i-§2).
Derivovanim vyrazu (12) vychadza:
—t=(z —2z).2.£.¢

Podla odvodenych vysledkov je:
£ = o (7 — 2)(1 — (1 — #282),

ked sme zaviedli oznacenie:

Dal$ou tipravou mame:
dé
YT = &)1 —we)
Tento vyraz je Legendreov elipticky diferencial, z ktorého vyplyva:
1
&= sn[T %(zs—zl) > x]

Modul # je imaginarny

|
e

(23 —21) - dl =

. VZI - Z2

R (13)
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Na zaklade substitucie (12) je:

z2=1z — (2 — Zy) .snz[—}— —é’—(za—zl).l; x]

Prevedme transforméiciu imaginirneho modulu (13) % = ik na modul
realny

ke k V21 — 22

o <1, (14)
N+E o —o2
po malej uprave dostaneme:
11/4
z =23 — (23 — z;) nd? T —2-(z3—z2).l; kl. (15)
Komplementarny modul &’ m& hodnotu
e Ja—a
Vis — 2

5. PERIODA OSCILACII APLIKATY

Rovnica (15) definuje okamzité hodnoty aplikaty hmotného bodu. Ich
priebeh je dany eliptickou funkciou ¢asu. Pre t = 0 je z = z;; ak sa argu-
ment funkecie v (15) rovna hodnote konstanty periody K Jacobiho eliptic-
kych funkeii, aplikata je z = z,. Z tejto podmienky

11/y _
—T} —2—(23—z2).i =K
pre c¢as }; vychadza:
KR
V9 (25 — 22)

Suradnica z osciluje medzi krajnymi hodnotami, ktoré na zaklade (15);
(7) a (11) st:

b

[z] =2z [z] =12, <<O;

t=0 t=t,
5> %5 |n] <zl

Perioda tychto oscilacii je:
(16)

Hmotny bod je na gulovej ploche v najvyssej polohe, ked je z = z;;
vtedy musi byt =0, takZe ¢as meriame od okamihu, v ktorom je hmotny
bod najvyssie. Do najniZsej polohy, pre ktoru je z = z, <0, prejde za polo-
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vicu periddy {;, = % . Po uplynuti celej periédy T hmotny bod je v svojej
povodnej vyske. V polohach z = z;; z = z, hmotny bod prestava stupat,
prip. klesat; jeho rychlost v smere osi z je nulova

(5] =[] =0.

2=z 2=z,

6. DIFERENCIALNA ROVNICA POLARNEHO UHLA

Druhé saradnica, polarny uhol ¢ hmotného bodu, viazaného na gulovu
plochu, je cyklicka. Z druhej Lagrangeovej pohybovej rovnice sme dostali
relaciu (4), z ktorej vzhladom na (1) vychadza:

Co

?=F (17)

&

Rozkladom na parcialne zlomky méame:

L6 1 1
= 21[z+z'+ z—z]'
Pre menovatelov modzeme vzhladom na (12) pisat:

I+z=(+4z)—(—2)=(+2z)— (54 —2).8=

2y — 2 2
=”+””{ 1+w15]
l—z=(l—2z)+ (5 —2)=1—2z)+ (5, — 7). &=
=(—z). [1+ 1% 52]

l—2z

Dosadenim do vyrazu pre ¢ bude:
Cq 1 1

¢=m‘u+m{ %;%9]+u—a>P+ %P]}(w)

7. RIESENIE DIFERENCIALNEJ ROVNICE POLARNEHO UHLA

Substitaciami
£ — n [_}_V_%_(_—;.t; x] = sn (n; x);
n=% 5z —z) .t 1)
L% = x2.sn%(oy; %);
[Tz (20)
%__—_zzlg = — 2. sn?(0ty; %)
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prejde vyraz (18) do tvaru:

Y { ' sn2(oy; %)
T, — 7)) |1 — wsnE (o x) sn¥(y; %)
sn? (oy; ) }
1 —xBsn?(ay; %) sn(n; %) |-

Vzhladom na diferencial relacie (19) je:

cy - dny . sn2(oy; x)
PR —— { T — %m0y, ) sy )
sn2 (o ; *) |
1 —s®sn® (oy; %) sn? (5 %)
Integrovanim vychadza:

dp =

_ & ,] sn(a; %) dn —
T Rl ) | Tl st i)

) sn?(o; %)
_./ I — %*sn? (061;1%) sl ) O } =1)
0

Podla (13) a (20) je:

73 —2
sn (o %) = — ls+ 211 !
[+ z
ont (o ) = 2
l+z
dnt (o ) = A2
s (o ) = =12
cn? (oy; %) = — ?—_Zf ;
dn? (&y; %) = 5 — 2 .
Dalej podla (9) mame:
snd (oy; %) _ sn® (ag; ) _
cn (xq; %) . dn (o %) cn (&g; %) . dn(og; %)
= — i.zs—;z—‘-VZg(za —2q).
2

Na zaklade tychto vysledkov rovnica (21) bude:
p=1i.{Zy(o; %) — Zyy (00g; )} . 7 + 1 . { Loy (03 ¥g; %) — Loy (5055 %)}, (2)
kde Z,; («; %) a Qg (n; ;%) st Jacobiho transcendenty druhého a tretieho

druhu: dzéta-funkcia a omega-funkcia. (Matematicko-fyzikalny sbornik,
SAVU, Bratislava II, 1952, 1—2, 24 a 27.)
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kde je: )
M =ify Po=P+ K +iK

a
@, = arcsin [sn(f; k')] = arc sin[ 1= o, Vs — 2 : (28)
Vl—z Vi—z
Inverziou vychadza:

o B =F (s k'); (9)

dalej je: (8 ) (8 )

o Sn(ByK') .cn(B; . Ca

- dn(f; k') (1—2) V29 (25 — 2) 180)

9. TRANSFORMACIA IMAGINARNEHO MODULU
OMEGA-FUNKCIE

a) Omega-funkcia s paramelrom o,

Transformovanim omega-funkcie parametra «;, do tvaru s realnym mo-
dulom dostaneme:

Qo1 (50095 %) = oy (m; &5 Tk) = Qoo (0*; 03 k) = Qoo (w; ify; k),

kde pre argument w plati:
- 1
=T+ F=— —’g—(zs—zz).t. (31)

Pomocou nekoneénych théta-saéinov vyjadrime transformovani omega-
funkciu velmi rychlo konvergujiucim radom

- 2¢?1 sin % .sinh E[%
Qo (w; iBy; k) =1i. D arctg Tw o (32)
= 1+ g2 4 ¢~ cos - cosh 1
v ktorom parameter q je: .
- (33)

b) Omega-funkcia s parameirom «,

Analogicky k (9a) dostaneme:

Qo (7; %3 %) = Qoo (w; ify; k) = Q4 (w; iB; k)‘*";[lg +i
=—1i. arctg[cotguu{ ﬂ]+l +1 ——+
® | — 2¢% . sin = .ginh = nﬂ
. K
+i. > arctg =
h=1 1+ g% —2q2. cos K .cosh — 'B
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= {.arccolg [COtg ;K tghg}ﬂ{] + i'g_ll% +

® — g% s1n—IT «sinh — nﬂ
+ . Z arctg

h=1 1+ g% — 2¢%. cos =2 K - cosh If

Argument w a parameter ¢ su definované vztahmi (31) a (33).

(34)

10. ROVNICA POLARNEHO UHLA

Ak dosadime (19); (23); (27); (32) a (34) do vztahu (22), po uprave
vzhladom na (9); (26) a (30) dostaneme rovnicu polarneho uhla:

p=A.1+ B(l). (35)
Konstanta umernosti v prvom ¢lene (35) je

Vg(zs —z) V— (2 + 2)(22 — B) 1 1 ) T
A= _ . : . I L
LVx V':3—22 (l-—22+ [+ zq 2K+

+

T2 BE (b= B) + Elpi k) — Elps k')];

druhy ¢len (35) je transcendentnou funkciou casu

B(l) = 2K + arc cotg [cotg—)—K tgh ﬂﬂ] +

921 ™, .y
o 2q . sin e sinh —/—= K
+ > arctg — 7
h=1 1 +4 ¢*2 4 2¢%1 . ccs e sh Yl
® — 2q%. sm% -sinh — ﬂ
+ > arctg — B
h= 8 _ 942 . s
1 1+q 2¢% . cos R cosh K

11. PRIEBEH POHYBU

Hmotny bod viazany na hladka gulova plochu v homogénnom silovom
poli kona sféricky pohyb. Jeho okamzitt polohu urcuje rovnica aplikaty
(15) a rovnica polarneho uhla (35); v kartézskych suradniciach vzfahy (2)
v spojeni s (1). Hodnoty aplikaty osciluju v intervale z, < z < z, s periddou,
ktora udava relacia (16). O krajnych hodnotéach aplikaty platia vztahy (7)
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a (11). Ak tieto hodnoty pozname, priebeh pohybu je urceny. V periode
oscilacii je:

T T 3T
L]0 T 7 T N
z Zy 3 — V(Za — 21)(2g — 7q) Z9 Zg — V(zs — 21)(25 — 2q) Zy

Treti korenl kubickej rovnice, utvorenej anulovanim pravej strany (b),
udava vyraz (10). Modul eliptickej funkcie v rovnici (15) definuje rela-
cia (14). )

Polarny uhol zavisi od ¢asu podla rovnice (35).

Vyrazy w (1); B () a hodnoty polarneho uhla pocas periédy oscilacii
aplikaty su:

t w(t) B(1) ()
0 0 0
T L,
- K x w5 A.T+m
T 2K 2n A.T+2m

Polarny uhol sa v obidvoch poloviciach periddy zvaési o rovnaké Casti
1
Ap=0p=-54.T+m

PretoZe sa hodnota A v rovnici (35) nerovna nule, draha nie je uzavretou
krivkou. Hmotny bod sa pohybuje na gulovej ploche po neuzavretej krivke
medzi dvoma rovnobeinymi kruZnicami, ktorych roviny su kolmé na os z
a lezia v polohach z = z;; z = z,. :

Prvy ¢len rovnice (35) je linearnou funkciou c¢asu. Koeficient tmer-
nosti A zavisi od pociatoénych podmienok pohybu. Vyskytuju sa v fiom
veli¢iny: absolutna hodnota intenzity (g) silového pola, dlzka [ polomeru
gulovej plochy, hodnoty korefiov kubickej rovnice vztahu (5), uplny elip-
ticky integral (K) prvého typu, uplny komplementarny elipticky inte-
gral (K') prvého typu, uplny komplementarny elipticky integral (E’) dru-
hého typu, eliptické integraly (8,); (8) prvého typu (25); (R9) a eliptické
integraly (E [¢y; k']); (E [@q; k']) argumentov (g¢,); (@,), uréenych rela-
ciami (24) a (28). Vsetky veli¢iny, ktoré sa vyskytuju v konstante A,
st definované dlzkou polomeru gulovej vizby, absoltitnou hodnotou inten-
zity silového pola a krajnymi hodnotami aplikaty pohybu: A (I; g; z,; z5).
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Druhy élen rovnice (35) je suétom linearnej funkcie a transcendentnych
funkeif ¢asu. Vyraz w (f) je dany vztahom (31) a parameter ¢ je uréeny
relaciou (33). Ostatné velidiny, ktoré sa v tomto &lene vyskytuja, st defi-
nované rovnakym spdésobom ako v prvom ¢lene, takze plati:

IB (L; g; 215 293 1)

Ak hodnoty: [; g; z,; z5; ¢ pozname, polarny uhol moéZeme na zaklade
rovnice (35) ahko vy¢islit.

Okamiita absolutnu hodnotu rychlosti hmotného bodu v smere osi z
pri danej hodnote aplikaty uréuje vyraz (6). V krajnych polohach je tato
rychlost nulova. Ked zasahuju oscilacie aplikaty do kladnej &asti osi z,
takZe je z; > 0, hmotny bod prechadza cez rovnik (z = 0) gulovej vizby
rychlostou .

[t] =-- Y — 297,257 -

z=0 :
Zo vztahu (17) vzhladom na (9) vychadza uhlova rychlost hmotného
bodu v (horizontalnej) rovine kolmej na os z pri danej hodnote aplikaty
v tvare:

= V_ zg (zl + f:)flzj Z‘s)(ZZ + 28) . . : (36)

Ak je z; > 0, tato rychlost je rovnako velkd v polohach sumerne zdru-
Zenych podla roviny rovnika gulovej vazby, v ktorych je z = 4 2’; 2’ £ z,.
V krajnych polohach je uhlova rychlost
[‘P] — Izg(z2 + Z3>
- b
2=ty V— (21 + 25)(2, + 25) &
[(p] —_ : Vzg(zl + Za) |
=% V— (& + 23)(25 + 23)
Pri z; > 0 je uhlova rychlost v rovnikovej polohe (z = 0)
[p] = Y —2g(z1 + 2)(2, + 25) (22 + 2) .

2=0 12

Medzi odvodenymi hodnotami plati nerovnost

7], < 1] < [7]

z=0 2=

Polarny uhol sa najrychlejsie meni pri najmensej hodnote aplikaty;
v rovnikovej polohe hmotného bodu je tato zmena najmensia; v polohach
simerne zdruZenych podla roviny rovnika uhlové rychlosti si rovnaké.
Ked je maximum aplikaty hodnota zaporna, uhlova rychlost j ]e naJmenSIa
v polohe naJvacéeJ aplikaty.

Z prvej rovnice (8) vzhladom na substituciu zavedenu do vzfahu (5)
moZeme na zaklade (3) urcit energiu sférického kyvadla.
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12. ZVLASTNE PRIPADY POHYBU
a) Matematické kyvadlo

Ak je polarny uhol konstantny, podla (4) st korene kubickej rovnice
pravej strany (5)
zl=c—1=zo; zp=—1; zg=1.
Hmotny bod sa pohybuje po obluku hlavnej kruznice gulovej véazby

na (zvislej) rovine obsahujucej os z a predstavuje matematické kyvadlo.
Dosadenim uvedenych hodnot koretiov do (15) dostaneme rovnicu apli-

katy matematického kyvadla v tvare:

z=1— (l—zo).nd2D/_—?:-t; k].

Modul dosadenim do (14) vychadza v hodnote

pe Yotl
Y2l
Periéda kyvu podla (16) je:
| r—ox I

7

. Matematické kyvadlo je $pecidlnym pripadom sférického kyvadla.

b) Konické kyvadlo

Ked%a hodnota aplikaty nemeni, eliptickd funkcia v rovnici (15) musi
byt konstantna. Jej modul sa potom rovna nule. Vzhladom na (14)
preto je:

Zl == Z2 .

V tomto pripade oscilacie aplikaty nevznikni; hmotny bod obieha okolo
osi z po kruZnici v (horizontéalnej) rovine kolmej na aplikatu.

Podla (17) je pri stalej hodnote aplikaty uhlova rychlost pohybu kon-
Stantnd a na zéklade (36) vzhladom na (9) je dana vyrazom:

7]

¢ ==
___Zl

Pre realny pohyb musi byt stdla hodnota aplikdty zaporna; hmotny
bod musi byt v polohe pod rovnikovou rovinou (z = 0) gulovej vizby.
Jeho pohyb v tomto pripade predstavuje konické kyvadlo. Rovnica polar-
neho uhla je:

= —}/‘(7— A+ @;
¥—=2
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periéda pohybu je:
T =2=n T—a .
Vg

Konické kyvadlo je zvlastnym pripadom sférického kyvadla.

Doslo 18. 1V. 1953.
Kaledra fyziky
Pedagogickej fakulty Slovenskej univerzily
v Bralislave
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ABHOE PEHNIEHUE IBUZKEHUA CHPEPUIECKOI'O MAHTHI/IKA
C INIPMUMEHEHUEM TPAHCUHEHJIEHTHBIX ®YHKIUN AKOBU

J. XPAIIAH, BPATUCJIABA

BrIBOABI

B pabore BrIBenieHb! ABHBIE (DYHKIMM BPEMEHM JJIA aNIlJIMKAThI ¥ IOJAPHOrO Paccro-
AHUA IIPU ABUKEHUM CHEPUYECKOro MAATHMKA, YMUCJIEHHBIM 06pa3oM, ¢ ImpMMEHEHueM
Tabani, JEerKo BbIYMCIAEMble IJsA J060ro MoMeHTa BpemeHu. Pemenmue auddepeH-
MaJbHOTO YPAaBHEHMA AaIlJIMKaTbl BBbIPAXKEHO SJUIMIITMYECKO)1 (hbyHKIMel BpPeMeHu
M pal nepuop koyebanmit anmiamkarbl. C IIOMOLIBIO YacTeil IIepMuofa ONpeAeNAITCA
3HAYEeHMA alIlIMKaThl B MOMEHTaxX IIOCJe YeTBEPTBhIX YacTeit Iepuoja. Jisa KpaeBbIX
3HaYeHM! anrIMKaThl BbIBEJEHbl XapaKTepuyeCcKue HepaBeHCTBA.

IncddepennyalbHOe ypaBHEHME IIOJMAPHOIO DPAaCCTOSHMA PEIIeHO C IIPUMEHEeHueM
TPaHCLEHAEHTHbIX (hyHKUMI fIKOOM BTOpPOro m TpeThbero poja. JaHbl 3HAYEHUS IIO-
JIAPHBIX PACCTOAHMII B MOMEHTaX II0CJe OT/eJIbHBIX ITOJIOBMH Ilepuoja KojebGammit am-
TIIMKATHL.

Bce pesyabraTbl (DOPMYJIMPOBAHBLI B BUAAX, YAOOHBIX AJA NPAMOTO YMCJIOBOHO BbI-
uycnennd. HakoHel; pacCMaTpPMBaIOTCA MaTeMaTHMYECKMiI M KOHYCHBII MasATHMEM, KaK
crnenmanbHbIe caydau cdepuyeckoro MasTHMKA.
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