Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Karel Tuhacek
Specialni typy spojitych funkci vice proménnych

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 13 (1963), No. 1, 3--15

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126788

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1963

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126788
http://project.dml.cz

MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 1-1983

SPECIALNI TYPY SPOJITYCH FUNKCI
VICE PROMENNYCH

KAREL TUHACEK, Usti nad Orlici

Oznacme A mnozinu bodt o = (m2%, m,2", ..., m,2"), kde m,, m,, ..., m, jsou
libovolna cela Cisla a v je libovolné celé nekladné Cislo. Potom jsou spravna tvrzeni:

Véta A. Existuje spojitd funkce F(x) n proménnych, pro niZ plati:

0* i
0x;, 0x, Flo) + 0x; 0x,, F()

prok +£ lakaZdy bodoe A a

02 02

Ox, 0X;
vSude jinde.

Véta B. Existuje spojitd funkce n proménnych G(x) téchto vlastnosti: Funkce G(x)
md ve vSech bodech totdini diferencidl. Ve vSech bodech existuji parcidlni derivace
I. Ffadu 0G(x)[0x;, j=1,2,...,n, které jsou nespojité v libovolném bodé o€ A.

Dutkaz obou tvrzeni provedeme v dal§im pfimou konstrukci funkci poZadovanych
vlastnosti.

Zvolme libovoln€ n celych &isel my, m,, ..., m,, celé nekladné ¢islo v a pFirozena
Cislai < j;i,j=1,2,...,n Poloime a = (m;2",m,2", ..., m,2"). Definujme funkci n
proménnych vztahy:

b jfmv,, ma, ..., ","(X) =

- 12[ 9= Imsl ._”___»__h(xi - n‘lizt’)_(xj —m;2") ) (x; = m2")* — (x; — mjzv)2

s=1 exp [2(x; — m2")? + 2(x; — m;2Y)* (x; — m2’)* + (x; — m2)?
prox f+aa 1)
v oml@) = 10 () =0 )

Véta 1. 1. Funkce " f;, .. . (x) je spojitd.

2. Vsude existuji parcidlni derivace

0 i, jgv . —
"b;k— f,,,h“_,,,,"(x), k = 1,2,A...,I1.



3. Ve vSech bodech existuji parcidlni derivace

62
axk ax,

s mi(X): k+I; k,l=1,2,...,n.

4. Je-li x + a, je

2 2
ax(: %, e mlX) = Fx?c’)—xk s m(X)s kE Lk 1=1,2,..,n (3)
a ddle =
Gl bafy (a)#——ai-—~i”f” (@); k+l; ki=12..,n4
0x, Ox; ™Moo 0x, 0x, MMl v T

Dukaz. 1. Spojitost funkce i’jf,,”,h__”mn(x) je zfejma z (1) a (2).
2. Existence parcialnich derivaci 1. fadu. Pro k =+ i, je:

0 ijpv -
Ec_k" fml,,..,my.(x) - 0'
Pro x + aje
0 i, jrv _ 9 o = ms| Xi— mj?’v R
= " ml(X) =2 2 . .
0x; ' ) sl;lx exp [2(x; — m2")? + 2(x; — m;2")*]

w2 L v 2
. {[1 _ 4(xi _ ’nizv)Z] (xi 'niz ) (XJ m12 )A_ n

(xi — m2")* + (x; — m2")?

14 (x; — m2")? (x; — mj2v)2 )
[ — m2%)? + (x; — m2")*7? ’
0 i x; — m;2"

=2 T 27, o

x; s=1 exp [2(x; — m2*) + 2x; — m2")*]

(i = m2")* = (x; —m2")*

(x; — m2) + (x; — mj2v)2

-{[1 — 4(x; — mj?_V)z]

4 (x; — m2%)* (x; — m2")?
[(x; = m2")* + (x; — m2")*]?

av bodéa
a i, jgv .
S T m@) = 0,
a i, jrv -
0xj fml,‘..,m,,(a) - 0

Vztahy (8) a (9) plynou pf¥imo z definice parcialni derivace.

4
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(6)

(7

(8)

©)



3. Parcidlni derivace 2. fadu. Je

O =0
axk axl my, ... My
prok = i,j nebo [/ +ij Prox#aje

2 ~2
0 v i, jgv

0x; 0x;

- - o~lmsd o ]
s];[l exp [2(x; — m2")* + 2(x; — m;2")*]

(x; = m2")? = (x; — m 12“22

(= m2) (5= m2)

b Jfr:n, s m,.(x) = m b mel, T

(x) =

(xi = m2")* (x; — m;2")*

: {[1 — 40x; — m2)" ][0 = 4(x; — m;2")*] + 16

(x; = m2")* (x; — m2')

+8 : .
[ — m2)? + (x; — m;2 )y
a v bodé a:
o b ify (a) = —2“]112—""“, i<j;
axi axj My woeo Min s=1
& by () = +2° [1 27l i<
axj axi my, ..., Mp -

Tim je véta dokazana.

Véta 2. Pro vSechna x plati:

| om0 1 < 27 T 27
s=1
I8 .. n
' 60' (X)) =52 1] 27 Imsl, k=1,2,...,n;
Xk i s=1
|_& b x)| =19 2“["]2"'"5'- kel; kI
‘ axk ax, Mt e Mn = ' s=1 . ’ ’ ’

Dikaz. Nerovnost (14) plyne z (1) a (2). Pro x =+ a je:

(x; = m2") + (x; — m;2")?

1B =2 |&—mﬂ|2' 1%, = m2"]
=1 exp [2(x; — m2')*]  exp[2(x; — m;2")*]
2 w2 n
(xi_miz )2_(xj—'nj2 )2 ézvnz-lmsl .
(X,- - mizv) + (Xj - mj2") s=1

V bodé¢ a plati (2).

(10)

(1)

(12)

(13)

(14)

(15)

. (16)



Nerovnost (15) je spravnd pro k = i,j. PoloZme nyni k = i. Je-li x + a, pak
podle (6) je

I R N L |x; — m;2"|
1 oy emX) [ = 27 [] 2710 > s .
| Ox; o) J sl:[] exp [2(x; — m2")* + 2(x; — m;2")*]
w2 2
-{| 1= d(x, — m2| (x; — m2 )2 (x; — m;2 )2
| (i = m2°)" + (x; — m;27)
2 "2
42 2(xi—mi3) (xj—ij)2 2}§
[Cee— m2")* + (x; — m;2")°]
<2[]27tm! lx; = m;2 | — ! = [L+4(;—m2)Y’ +2] <
s=1 exp [2(x; — m;2")*]  exp[2(x; — m2")*]
n 2 n
<2[[27'm1)3 ! 22— m2) s o amtmt.
s=1 exp [2(x; — m;2")] exp [2(x; — m2")*] s=1

To vsak plati i pro x = a, vzhledem k (8). Pro k = j je diikaz obdobny podle (7) a (9).

Nerovnost (16). Z (10) plyne jeji spravnost pro k = i, j nebo I + i,j. Je-li k = i
nebo j a / =i nebo j, k #+ I, je pro x + a podle (11):

62

I 0x; 0x;

1
exp [2(x; — m2")* + 2(x; — m2")*]

(%)
(x; = mi2v)2 - (x; — mjzv)z
(x; — miZV)2 + (x; — ij”)Z
2|xi o m,-2v}‘. ‘xl - mlzvl

(x; — m,.2")2 +(x; —m j2")2

— zvnz—l m,|.
s=1

.{Il —4(x; — m2)? |1 — 4(x; — mj2”)2| +

[x; = m2%|. | x; —m2"| +

+ 8

4 2(x; — m2")? (x; — m2")? } <
[ — m2")> + (x; — m2')*1% |
<2 ]‘[ 27 Imel : - :
s=1 exp [2(x; — m2")* + 2(x; — mj2”)2]

AL+ 4(x; = m2)? ][ + 4x; — mj2”)2] + 8lx; — m2'| . |x; — m2"| + 4} =

v - —|mg 1
=2 Hzl l w2 w2y
s=1 exp [2(x; — m2")" + 2(x; — m;2°)"]

A5+ [4(x; — m2°)* + 4(x; — m;2°)*] + 16(x; — m2") (x; — m;2")* +

+8x; — m2'| . |x; —m2'|} =

=2 ﬁ 9= lmi {2 2(x; = m2")* + 2x; — m2")?
s=1 exp [2(x; — m2")* + 2(x; — m;2")*]




1
5o _ — +
exp [2(x; — m2")* + 2(x; — m;2")*]

e m2P 2y m2)

exp [2(x; — m2")*] exp[2(x; — m;2*)*]

o | x; — m2"| ' [x; — m;2"| <
exp [2(x; — m2")*] exp [2(x; - mjzv)z] -

<19.2" [T 27"

s=1

To plati podle (12) a (13) i pro x = a. Tim je véta dokazina.

Poznamka 1. Rada

o>

V=—a

M8

Y K2 27,
s=1

— o0 m,= — oo

=00 mz

kde K je konstanta, konverguje absolutng a jeji soudet je mensi ne? K2"*!.

Dale nechf ¢isla my, m,, ..., m, jsou libovolna cela a v libovolné celé nekladné
Cislo. MnoZinu bodl o = (m,2%, m,2", ..., m,2") jsme oznalili 4. Definujme funkci
F(x) n proménnych rovnici:

£

ST I

V=E—08 my=—0o mi=—o " my

n j—1

L X T m) (17)

—w j=11

M8

]

Véta 3. 1. Funkce F(x) je spojitd.
2. VSude existuji parcidlni derivace dF(x)[0x,; k = 1,2,....n.

3. Ve vech bodech existuji parcidini derivace 0°F(x)/0x,0x;; k + I; k, | = 1,
2. ...,

4. Plati:
_ o Ar kI 18)
0x, 0x, (x) = 0%, 0x, F(x); x¢A: + 1. (
0? 52
¢ & 19
%, Ox, F(o) # ax, o, Flo), k#+ (19)

pro kazdy bod a« mnoZiny A.
Poznamka 2. Radou vSude rozumim ,,zobecnénou fadu®; viz [l], str. 93.

Poznamka 3. Bud.# spocetna mnozina. Rada X, , f,,(x) bud absolutné a stejno-
mérné konvergetni fada funkci n proménnych definovanych v oboru M a soucet
fady oznatme f(x). Necht pro vSechna me.# existuji v M derivace df.(x)/0x;,
i=1,2,...,n anechftada X, ,0f,.(x)/0x; konverguje v M absolutné a stejnomérné&.
Potom existuje 1 Jf(x)/dx;, i = 1,2, ..., n, a plati

N
¢

0= 5 o fyl)

me.f! i

0x;



Diikaz véty 3. 1. Spojitost funkce F(x) je zfejma, protoZze fada (17) konverguje
absolutné a stejnomérné.

2. Rada (17) a fada

0 on o > nj-1 a
) . _ i Jf v (Xf)
\'=Z—w my=—oo mz:z—oo rn";—m ng i=1 O0Xy My ooy Mn
konverguji absolutné a stejnomérné, tedy plati:
é 0 © o0 © n j-1 o ..
; F ) ] l.{f\' L (x )
axk ( v —Zw my ;jao my =Z— 0 ny, ;—- © le i=1 axk ™ » Mn )
Obdobné plati:
62 0 g = 0 no j—1 az o
i FX) = e x). (20
ax’( 6'\" (X) v=Zcr: my ;— © m; ;— o lnn;— 0 jZI i; axk axl jmx' o m,,( ) ( )

Ze vztaht (20) a (3) plyne rovnost
0* 0°
_ =_" _F
0x;, 0x, F) 0x; 0x; (x)
prox¢Adak Lk 1=12. .,n
Ze vztaht (20), (12) a (13) plyne proace A a k + /
o* 0*

dx; 0%, Fla) + 0x; 0%, F)

Bod « je libovolny bod mnoZiny 4.
Zvolme libovolné n celych &isel my, m,, ..., m, a celé nekladné Cislo v. PoloZme
a = (m2", my2° ...,m2"). Definuyme funkci n proménnych rovnicemi:

n Z (xi - mi2V)2 1
Zo. m() = 2" [] 27l 1=t Sin e (21)
s=1 v n
Hx exp [2(x; — m;2")*] \/ Y (x; — m2')
= =1
pro x + a a
8y, ym(@) =1im g, -, (x) = 0. (22)

Véta 4. 1. Funkce g, . () je spojitd.

2. Vsude existuji vSechny parcidlni derivace 1. Fddu.

3. VSechny parcidlini derivace 1. Fddu jsou nespojité v bodé a.
4. Funkce g, .. n(x) md totdlni diferencidl.

Dikaz. 1. Spojitost funkce gy, . (x) je zfejma z definice funkce rovnicemi
(21) a (22). ‘

8



2. Existence parcialnich derivaci 1. fadu. Pro x % a je:

i g" (x) — 2\' I‘"‘[ 2_!"!5] J_ N 2(x1 —_— Injzv) . . 1

axi s=1 “ )2 c » .
lﬂl exp [2(x; — m2")*] Y (x; — m2")?

Z (xi - mizv)2 1

—4(x; — m;2") i="1 ) | — —
11 exp [2(x; — m2')] \/Z (x; — m2")?
i= i=1
—_— _ILW—L_ . n 1 - COS wT#—?_:l (23)
\/Z (xi _ mizv)z 1_]:1 exp [2(x,- - Iniz")z] \/Z (X; _ mizv)l ] )
i=1 = i=1

V bodé a plati

0 v
ij g"'x. ceen m,,(a) = 0_ (24)

3. Pocitejme limitu dg,,,, . ,.(x)/0x; pro

(my2", my2°, ...,m;_ 2%, x;, m; 42, ..., m,2") — a, tj. limitu vyrazu

2v 1_[ 2‘]"1s| { 2(xj — m.i2 )‘. 5 sin 1 - =
exp [2(x; — m;2%)7] [x; — m;2"|

s=1
w2
— 4(x; — m;2) (x; mfz)” si ! -
exp [2(x; — m;2")°] [x; — m;2"|
—m2
_ m’v . 1 5= . COS 1 . }, 25y
[x; —m;2"]  exp[2(x; — m;2")"] [x; — m;2°|

[eo]

pro x; — m;2". Sestrojme posloupndst {’x;}{2, vybranou z hodnot x; tak, Ze

1
cos ——————— = 1,

i=1,2,...,alim‘x; = m?2". Potom existuji nasledujici limity:

i—+oo
i v
. X; —m;2 1
lim . J J - €OS — — = +1,
txjom2v+ | 'X; — m;2 | ['x; — m;2"|
i v
. X: — m;2 1
lim ; J J —— €OS — — = —1
ixjomyzv= | 'x; — m;2" | ["%; — m;2°| .

Tedy neexistuje limita vyrazu (25) pro x; —» m;2".

g



4. Existence totalniho diferencidlu funkce gy, . (%) je ziejmad v bodech

X % a ze spojitosti parcidlnich derivaci 1. fadu. Tedy existuje funkce ny,,. .. m.(h)
dana rovnici:

gf..l e B =g (%) =

z ax gm; .‘.,mn(x)h +\/th ﬂ:nl....,mh(h),
j=1

pro kterou plati
limn,,  ..(h)=0

h—=0
V bodé€ a je
g:'m m,.(a + h) - gml ...,mn(a) ...,mn(a + h)
,; ()
kde
NN S
":rlx. ...,Mn(h) = 2” 2 I"'SI n "
s= 1 H exp 2h2 \/Z hlz
i= i=1
a tedy je

lim#y,, (k) =
h—0

Véta 5. Pro vSechna x plati nerovnosti:

L g m(X) | S 2 [T 271, )
s=1
S m®)| S22, =12 m @7
Ox; S = I

k\/ Y. hi T ()| <201+ 3m) 2727 (28)
i=1 i s=1
prolhl = 1,i=1,2,...,n

Viz poznamku 1.

Diukaz. Nerovnost (26). Pro x + aje z (21)

M:

n (x - mizv)z 1
‘g:n,....,m,,(x)‘ = 2v‘[‘[2—|m,l ! sin

s=1

|I

<

exp[ é 2(x; — m2)?] \/Zj: (x; — m2")?

<2"[12"'"-'.
s=1

V bodé¢ a plati (22).

10



Nerovnost (27). Pro x # a plyne ze vztahu (23):
f?;f?g%--wmn(x) <rfomif2lu=m2l g L ],
J s=1 v\ 2 i
exp [2(x; — m;2 Y2
Texp (26— m2)) /z( n2)
_ v Z (xi - mizv)z !
+4— % = m2| —=L isin o+
,HCXP [ —m2")*] exp [__Zl(xi - m2")’] l \/Z (x; — m2")?
X; — m; 2' 1 1
- ~ .| cos <
‘ \/ Y (x; — m2%)? HICXP [2(x; — m2")*] \/ Y (x; — m2)?
= i=1
<6.2°[27 !l
s=1
Tento vztah plati vzhledem k (24) i v bod¢€ a.

Nerovnost (28).

’\/ Y ki, . m,(h)l S8y mX )+ | gmys o ml(X) |+

a gm,.. mn(x)‘ | h; l:l < 2VH2 lm;l+2vn2 lmsl+6n2vl—[2 Ims| _

s=1

+Z[
j=1
=201+ 3n)2”1'12""'s'; [hl <1, j=1,2,..,n
s=1

Tim je véta 5 dokazana.

Dale budte &isla m,, m,, ..., m, libovolna cela a ¢islo v libovolné celé nekladné.
MnoZinu bodi o = (m,2", m,2", ..., m,2") jsme oznadili A.

Definujme funkci n proménnych G(x) rovnici

GW=3 % Y % g 29

V==00 mMy= —00 M2= — o My = — o0

Véta 6. 1. Funkce G(x) je spojitd.
2. Ve viech bodech existuji parcidlni derivace 0G(x)/dx;,j = 1,2,...,n

3. Vsechny parcidlni derivace 0G(x)[0x;,j = 1,2, ..., n, jsou nespojité v libovolném
bodé a e A.

4. Funkce G(x) md vSude totdlni diferencidl.

Dikaz. 1. Funkce g, . m.(x) jsou spojité, fada (29) konverguje absolutné
a stejnomérné a tedy je funkce G(x) spojita.

11



2. Rada (29) i fada

€0 -
Z Z Z v Y e m (X)L 2
V= -0 my=—oC M m,=— o ‘(7Xj
konverguji absolutné a stejnomérné. Tedy plati
0 : é .
L g =1,2,...,n (30)
axj G(X) s—z—— oMy —Z—fr my _Z—»r my, -Z—-f ax} gm‘. m"(X)’ /

Viz poznamku 3.

3. Bud « libovolny bod mnoZiny A. To znamena, Ze existuji cela Cisla ny, m,,

, m, a celé nekladné &islo v tak, Ze o = (m,2", m,2°, ..., m,2"). Bod a je charakte-
rizove’m n+ 1 Cisly my,m,,....m, a v. Lze jej urélt t67 Cisly My fas ooy My @ A,
pro ktera plati

w2t = m2", i=1,2,...., n. (31)
Z toho pro &isla my,m,, ....m, a p,, . ..., 1, plyne:
My Pyt = gy L, (32)

sgnp; =sgnm;, i=12...,n

Necht ¢islo 2 neni spoleénym délitelem &isel py, iy, ..., #,. Potom urceni bodu
a = (2% 124, ..., w2M Eisly gy, ptys - .., 1, a Anazveme nejjednodudsim vyjadienim
bodu a. VSechna ostatni vyjadfeni jsou dana &isly m,, m,, ..., m, a v, ktera spliiuji
rovnice (31) a (32). Kazdy bod mi pravé jedno nejjednodussi vyjadieni, které urcuje
funkci gt ,.(x) s témito vlastnostmi:

(A) Funkce gﬁh.‘_'u"(x) ma vSude vSechny parcialni derivace 1. fadu.

(B) Vsechny parcialni derivace 1. fadu jsou nespojité v bodé

= (ulzlﬁ 1“22A9 LX) #nzl)'

TytéZ vlastnosti (A) a (B) maji v bod€ o pravé ty funkce g, . m.(x), jejichZ indexy
splituji vztahy (31) a (32). Tim se mnoZina vSech funkci gy, . . (x) vzhledem k bodu o
rozdé€li na dvé mnoZiny tak, Ze do prvé — M, — budou patfit pravé ty funkce, které

v bodé « spliuji podminky (A) a (B); do druhé — — ty, které zbyvaji. Ze vztaht
(21) a (22) a z véty 4 plyne
Sg0 gu,, uX) = S8R gy (%) 33)

8ur, oo i) = &y, m(®) = O
a dale ze vztahl (23) a (24)

mas oo m (%) (34)

sgn o g’ (x) = g
axj TR T 6xj

0
_ax—j gllx lln( ) = “_—gml ‘...m,,(a)

= 1,2,...,

12



ie-li @ = (ug2% 122 ooy 1,28 = (my2', my2'. ..., m,2"). Vzhledem k (33) a (34) je
soudet funkci z mnoziny M, opét funkce z této mnozmy a stejné tak pro funkce
z N,. Radu (30), ktera konverguje absolutné a stejnomérn&, mizeme prerovnat tak,
7e nejprve seéteme funkce z mnoZiny M,, coZ bude funkce s vlastnostmi (A) a (B)
v bodé& a, a potom sedteme zbyvajici funkce z mnoZiny N,. To bude funkee, ktera
v bod& a podminky (A) a (B) nesplituje. Parcialni derivace 0G(x)/0x;, ] = 1,2,...,m,
je vyjadiena jako soudet dvou funkci, z nichZ jedna je spojitd a druha nespo_uta

v bodé€ a.
Spojitost funkce (30) pro x ¢ A4 je ziejma.

4. Totalni diferencial.

0 o0 9] 0 )
G+ =GW= Y T L o L g
0 0 ‘ 0
- X X o) > B eamX) =
=—comg=—0o0 My=—0 Mp=—"
0 © © 0 v
=2 Y X X [gm‘,‘ o ) = g, m (D)) =
V=— m{=—o my=—00 Mp=
0 2] o o0 n
= z Z Z >_: [z &m,,.. ,m,, \) h + \/ th ﬂml ,mu(h)] =
n 0 [ea] ] o0 a—— . (‘c)h N
212 zooml—zwm ma;— m,,; 0 a-:x_) gmhm.m" ’ !
0 0 0 oo
T T N L R
= - mg=—ow M= "0 m,,*Aon
n F. n )
= } ; hi h N
.iz't 0xX; Gx)h; + \/i; (k)
ye-li
n(h) = Z Z Z ~ Z Mg, ooor mil 1)

alhlsL,i=12,...,n

Jesté dokazeme, 7e lim n(h) = 0.
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HEKOTOPBIE TUTIbI HEIIPEPBIBHBIX ® VHKIIUII MHOT'UX INTEPEMEHHBIX
Kapen Tyxauex
Pe3iome

[yctb A MHOXecTBO Todek a = (my2%, m,2", ..., m,2%), roe my, my, ..., m, — ueIble WACIA
M ¥ — nenoe oTpuuaTenbHoe yucio unn 0. Mmeetr mecto

Teopema A. CyuiectByer HenpepbiBHast GyHkumst F(x) n HEpeMEHHbIX Takasi, YTo

62 02
*,,*-“\1 o 4: F o
ax.ox, (@) (@)
s k #= l k, 1 = 1,2, ..., n ¥ BCAKOM TOYKU « € A, U, nanee,
62 02

(x)— - F(x); k%1 k,1=1,2,...,n
0xy,

Ox,, 0x;
s x ¢ A.

Teopema B. Cyuwecryer HempepbieHass GyHkuus G(x) n nepemMeHHbIX, KOTOpas o0iajaer cie-
JIYIOUIMMH CBOMCTBAMM:

1. Cyuwectsyer nonuoi auddepenunan G(x) B Kaxaoi Todke.

2. YacTHbie MPOU3BOJILHLIE TIEPBOrO MOPSAAKA PA3pPbIBHEI B MPOM3BOJILHON TOYKE « € A.

Joka3aTenbCTBO 3THX TEOPEM 3aK/IHOYAETCs B KOHCTPYKLUMH (yHKIMI C TpeGyeMBIMH CBOi-
CTBaMH.

Dynkumnn ! Jf,,,, . m,(x) onpeneneHHbie OTHOWEHUAMMU (1) 1 (2) BBLINONHAIOT YCIOBUS TEOPEMBI A
wis k =i, I =jB Touke a = (m,2", m22", ey m"2"). Dynxuus F(x) onpeneneHHasi paBeHCTBOM
17) 06nu11aeT CBOICTBAMU TpeOyeMpIMHU TEOPEeMOil A B KaXXaoil TOYke MHOXecTBa A.

DyHKUMKN gy, . m,(X) OpeneneHupie OTHOWEeHnsMY (22), (23) ob6nanaloT cBoiicTBaMu TeopeMsl B
B Touke a = (m,2", m,2"%, ..., m,2") u bynkumns G(x) B paBesctse (29) ob6nasaer Bcemn TpeGyeMBIMHU
CBOMCTBAMM BO BCEX TOYKAX MHOXecTBa A.
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SUR LES TYPES SPECIALS DES FONCTIONS CONTINUES DE PLUSIEURS:
VARIABLES

Karel Tuh4cek
Résumé

Désignons par 4 I’ensemble des points a = (m;2", m,2%,..., m,2%), ot my, my, ..., m, sont des.
nombres entiers et » est un nombre entier négatif ou nul. Puis on a le

Théoreme A. 1l existe une fonction F(x) de n variables pour laquelle on a

0* 0*
m}‘(d) + ml‘(a) pour k + l

ct pour tous les points a € A4 et

O Ry = Fx, kel
0x, 0, ~ 0x,0 ’

partout ailleurs.

Théoreme B. Il existe une fon ction continue G(x) de n variables jouissante les propriétés suivantes:
La fonction G(x) a partout le différentiel total. Les dérivées partielles du premier ordre sont discon-
tinues dans chaque point a € A4.

La démonstration de tous les deux théorémes est effectuée par la construction des fonctions en
question.

La fonction "’ff,,v,l, ..., m,(*) bien définie par les expressions (1) et (2) remplit les conditions du
théoreme A pour k = i, [ = j dans le point a = (m2", ..., m,2"). La fonction F(x) donnée par
I’équation (17) a alors les propriétés demandées par le théoréme A dans tous les points de I'ensemble A4.

La fonction gy, ..., m,(x) donnée par les expressions (22) et (23) a les propriétés du théoréme B
dans le point @ = (m2", ..., m,2") et la fonction G(x) de I’équation (29) a déja toutes les propriétés.
demandées dans tous les points de I’ensemble A.
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