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MATEMATICKO-FYZIKALNV ČASOPIS SAV. 11. .']. 19(il 

K HYDRODYNAMICKÉMU M O D E L U 
PRE NEUTRÍNO 

M I K U L Á Š B L A Ž E K , Bratislava 

V práci sa skúma, ako sa chová účinok neutrínového po Fa v hydrodynamickou! 
modeli voči grupě konformných transformácií. Dokazuje sa, že účinok je invariantný 
voči dilatáciám, pričom je zároveň uvedená veličina, ktorá sa na základe tohto v čase 
zachovává, avšak nie je invariantný voči grupě inverzií, nazývanej ticž grupa zrychlení, 
čo má za následok, že nemožno nájsť veličiny, ktoré by sa zachovávali při přechode 
k rovnoměrné zrýchlenej súradnej sústave. Veličiny takéhoto druhu možno vsak 
nájsť pre neutrino v Diracovej teorii s nulovou hmotou. 

Úvod 

Rózne vlastnosti elementárnych častíc je niekedy výhodné študovat' z hydro­
dynamického hl'adiska. V tomto případe možno rozdeliť uvažované pole na malé, 
elementárně „objemy", z ktorých každý má niektoré vlastnosti skúmanej elementárnej 
částice. Ticto vlastnosti sú udané pomocou nových, hydrodynamických premenných, 
pomocou ktorých možno vyšetřovat'i rózne dálšie súvislosti (například \ niektotvch 
prípadoch spiny). 

Hydrodynamický model bol předložený aj pre neutrino. Z toho hradiska možno 
považovat' každý elementárny objem neutrínového po Fa (ako kontinua) za malý 
disk, ktorý sa pohybuje rýchlosťou světla v směre normály k rovině disku. Tento disk 
sa súčasne otáča s určitou uhlovou rýchlosťou, ktorú možno určit* pomocou hydro­
dynamických premenných. Přitom netřeba připisovat'elementárnym objemom žiadne 
speciálně fyzikálně vlastnosti. 

Ukazuje sa, že základné (vakuové) rovnice pre foton (Maxwcllovc rovnice) a pre 
neutrino (Diracova rovnica s nulovou hmotou) majú naviac určité spoločné Mast­
nosti, ktoré sa neuplatnia v případe nenulovej pokojovej hmoty. Například základné 
rovnice, resp. vztahy pre neutrino pripúšťajú transformáciu \\i -> y5 . i// (hmota 
neutrina je nulová). Ukazuje sa, že podobnú invarianciu vykazuje aj Maxwellovo 
elektromagnetické pole [I]. (Pravděpodobné bude možné ukázat', že podobnú 
vlastnost' má i komplexně skalárně, resp. pseudoskalárne pole pre časticu s nulovou 
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hmotou, kbuva? vkédo časbca nic je --mkncv 5 >o; 
analogie rricdzi nv.e i w v i n a Dnfk'1 --!' , v i 
kmoia; ..</ v á u v .•vám ď icona m c c h c e • v 
časiíC;: v ho Ú knooc i O/boi. 'kro;: v :-.:• ;v : • 

a. vyscíruíc 

M:C. 

.;?•/•, •. / : / ! cuccev-
/// .řep:: ira/vucé­

vu, o; cmoc.-. v .... zv ronno/no 
'oczctcc ore earoee s uniovou 
á./:oov chc možno dosnihnuť 

/pinčem) Dalšru s p o b e n c u *» kvinosťou r v o " •••• 
lickcho [z] i ncmomovólm [4] pvía je o-va: A;>_{-.} 
mácií, z echo možno vdvvbť p? oeavne závoro v vvz 
r\vazmať za ďalsin spoločnú 'A'.odrosť to, /•: / v d v 
hmotou sú konformně mvaoamné, ke dece v já] bok 
kotihcrmnú k".variancic základných Í'OVÍIÍCÍ nrccaod rvir/nukryi/: nokojovou hmotou. 
Za ďalsiu spoločnú vlastnost" možno považovať to, ze p,>- Jobný rozklad, aký možno 
urobiť so 4zložkovým spinorom pre není ono (na dvcjzíožkovýh možno urobit' 
i s lOzlozkovým Líním — Kcmnicr —Pvíkonmým vercyrvoi pu: foton [2j.fPrk.om  
d\ ojzložkový spiuor mocno použili pre c a o v u s nvuányon kno eou, ah má r p v ;\ [•)] ) 

h hs'dtC'dy?o:mick\ m pemoom Ikdouov' o p e m , c o p v i'c:ckezc \/c\ • c h v ^ r n e d / :!.' 
prcmennkch i pic neuton;; c p ď . (oi //• vavd r o o "" (•'.:• o kkk:<! i ' j kde o / z v 
uájsť i de!'riu kíeraturub V pv/ci \1] k e : ; f v v k k z v e ne o.v, kv eydo , ; i y o . i r o : ! ý 
model nculrínového pohi, pcuŽívajúei SO p o / c e n n á : . ^vvoide ^ v w ; o vykjdreeá: 
p/c novu veličinu, kiorá sa v čase zachová v .o 

V před ložen cj p\~i// -i v sním cm o d , ,Л- ,-,O, •:-. • Л< v.nosLí. zirtkue, ako sa 
chová účinok neutrino • r v po i a v hydovb/cvoví v-/^ moden o v i k . v h a w h o 
Ovnsfo rmae?ám (reso wdd dik.í icemr a. invcr.ááv; z. v v v y k :mkovnýek z e c r e c v 
mácií). Ukážeme, /"v p .evvotn; ; k hy;do}d;v'V"eek'h;v; pnpk.e cvco/scyvev/obrev i 
pcdvknmť med z m o u b v e o e fc-tóno-m. hv ; vkv /[/ oidek i v>;d ddeove/v o. za­
chovává (orivlusrv zákon o zachovaní jo v / b o - o ke vy o i t m o , kiorý e / ecvžac 
získaný v [7]). : v a k ne/yvvirvk- nž í m v b w d n i V l e k v y,bd w o / c v o n r i C?mpe 
imerzu (rderedy r:zzyvane; z n a v z/eekk/o' ['.;).' vbo re vevcádu zákony o zachovaní, 
kiorc ni;.nú hro splněné v případe roveoveroc z o v z v v n o pvhrd/ec ( v o d autoři 
sa pokíáfi/jú k tomu. žv >n\/i/Jc spo/svedkem p; 'v/v/ k r / n e o c e e zrýchlenci 
súradnej súsíavc. c pono:nrne aspoň pv v? ':/ L. Udiu h ;h h o : : e dohnoj: rovovocinu; 
ziychlcný pv»hyb. nájoc ra prcu charakovioieha cdl r / v t \evi rvvnica a uki^c s :, 
>c listo rovnice occnvvi mvariamnou p :ov: /eacei ' o Cvýee ke^eíoreenych írans-
formácií. Dalšiu iícrasúru h ic;(o t a ic v ke v v./k' *". o ve \ [/\ ) ď ich; polom pres-
ncp.lc po\cdať, co se ooonnk; \>ck /•/ vyvalí .v/os ;;yo/ k^cvovoh^ e .,obyčajnej tu 

iccne, kUná /a spzanira \' r o w c h orcíe/kz 

Základné hydrodynamicko rovnice oře nom.drm možno odv(c.lif ínoranyoinu j , 

, , i • r t , 

c ^ /. ., , (!/ 

Ol Mntcmalicko-lyzikáaiy čas. XI, 3 W) 



(Latinské indexy nadobúdajú hodnoty 1,2,3 a grécke 1,2,3,4. Ďalej je r, = 
d - (1 . i — - t i i - w , • , • 

-, O4 = — — , x4 = ict, i ••- v — l, £/ínm obvykle je používaný alternujucí ~ dxt ~ Gx4 

antisymetrický tenzor 3. rádu s prvkami —l, 0, 1. Podlá opakujúcich sa indexov 
třeba sčítať cez příslušné hodnoty.) Přitom S0 a bs

k (očísla) sú nové hydrodynamické 
premenné (je ich 10), ktoré nahradzujú póvodný spinor cp. S0 má charakter skalárnej 
veličiny (S0 = (p+ . cp) a bs

k (pre s = 1, 2, 3) sú tri jednotkové ortogonálně vektory. 

Dilatácie 

Infinitezimálně dilatácie sú reprezentované transformáciou x^ -• xý = (1 + )/) x„, 
kda SI je nekonečné malý dílatačný parameter. V tomto případe je C'u = (1 — O/). f/ť, 
objemový element áx{ . dx2 . dx3 . dx 4 = di . dv4 = d(x) sa transformuje 
d(x) -> d(x') = (1 + 4O7)d(x) a lagrangián L •-> l! = (i - 4O/)L (aby bol účinok 
invariantný). 

Premenné S0 a /?£ transformujeme následovně 

So-SÓ = 0 +-?.á/)S0, 

^í -* i>k = 0 + B.Sl)b^ 

kde S a B sú konstanty, ktoré třeba určiť. 
Použijeme podmienku invariancie účinku L(x')d(x') = L(x) d(x) (až na di\er-

genciu) a po krátkom výpočte dostaneme 

(2B + s - 1)L = - 4 L , 
z čoho máme 

2B + s •= - 3 . (2) 

Podlá zákona o zachovaní: d^V^ == 0, kde 

v„ = ( -3.x ^ L
v - ovs0----- + LS^)sxv + ! L ^ Sbl + ^ — ÓSo (3> 

sa zachovává veličina j V4 dt. Pomocou vzťahov O*bl- -= B . bs
kS! a ť>xv = x\ . O7 

(4) 

možeme zistiť V4: 

-— ҺcS0 ІЬl(xядM-BЬ2

t)-±-є, •knmx4-DkCnnm 

Keďže v lagrangiáne nevystupujú derivácie funkcie S0, nezávisia zachovávajúce sa 
veličiny od spósobu, a kým sa transformuje funkcia S0 (poslcdný člen v (3) sa ne­
uplatní), čo vyjadřuje aj vztah (2), pod fa ktorého možno určiť napr. parameter B 
pomocou s. Podlá (2) možeme teda rj osad iť do (4) 

B = - l-ís + 3). 
1 

Ak sa pri dilaiáciách funkcia S0 neíransformuje (s - 0). je B = —--- a O7?' -

21G 



1 
=- — ~-i>[ <"• Teda v íomto případe sa veličiny b\ transformujú rovnako ako pó-

vodný spinor \jj. 

Inverzie 

Ako sme už uviedli, nemožno dosiahnuť unvarianciu účinku voči inverziám. 
Dokonca ju nemožno dosiahnuť ani voči transformáciám, ktoré sa len ,,o málo" 
lísia od inverzií. Aby sme to ukázali, budeme uvažovat' namiesto infinitezimálnych 
inverzií Sxfl = (xexeÓ^lk — 2xflxk) ónk = R^lkónk o niečo „širšiu" transformáciu, a to 
Ox;/ = (Rflk +fk)ónk, kde 6nk sú 4 parametre, nekonečné malé prvého rádu. Pri 
tejto transformácii je ^ = ^ + [2(xvdkfl + xAO^v - x^vk) - (djvk)} ónkdv a obje­
mový element sa transformuje podlá vztahu d(x') = [1 — (8xA — dQf)k) Ónk] d(x). 

Pre další postup předpokládáme, že základné hydrodynamické veličiny sa trans­
formujú lineárně aj pri inverziách. Preto ďalšie transformácie předpokládáme v tvare 

Só = ^o + S0skSnk, 
bs

k'=bs
k + bs

kBk6nk. 

Přitom fuX, sx a Bx sú hladané funkcie, závislé iba od súradníc. 
Podmienka invariancie účinku vedie v tomto případe k splneniu vztahu 

ibl[[2xx + s, + 2Bx)d4b
2

k + 2(xr5X4 - x4SXr)drb
2

k + b2
kd4Bx - (djí>x) dL>b

2
k] + 

+ ~h lí [(-*/ + *x + 2Bx)dnbm + 2(xQdXn - x„dXí>)<lX + b:,anBÁ - (dnfeí) OJ/,,,] = 

= [8-xA - (dsfí>x)] (ibld4b
2

k + ý F,knmbld,,bl\, (6) 

resp. 

(2A,. + .v, + 2BX)L- -1 hcS0ib
l
k[2(xrSX4 - x45Xr)drb

2 + b2d4Bx - (dJQX)dJi2
k] -

- -4- ftcS0Kknmbs
k\_2(xedx„ - x„óXe)dl!bm + bmu„Bx - (dnfeX)d„bm] = 

= [8xA - (djj] L . (7) 

Hladané funkcie teraz nemožno určiť tak, že by sa požadovala rovnosť výrazov 
v zodpovedajúcich si hranatých zátvorkách v (7) (prvá na lávej straně nech sa rovná 
prvej na právej straně a ostatné dve nech sú rovné nule), pretože takto postavené 
podmienky by neboli splněné pre identický transformáciu (ktorú možno dosiahnuť 
okrem toho, kedí 6nk = 0 aj pomocou hodnot fk = — R^k, sk = Bk = 0; v případe 
dilatácií nastala len prvá možnosť). Ak si chceme náš problém zjednodušit', móžeme 
namiesto (6) žiadať splnenie týchto dvoch vzťahov 

(2.v, + sk + 2Bk)cl4b
2

k + 2(xrók4 - x4ókr)drb
2 + bld4Bk - (d4f()k)dQb2

k = 

= í^ - (djjl d4b
2

k 
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a (2xx + sx + 2BX) dnb
s
m + 2(xebXn - x„SXa) deb

s
m + bmdnBx - (C<JeX) Čebm = 

= [8xA -(dJQJ] dnb
s
m, 

čo možno zapísať v tvare jednej podmienky 

(2xx + .v,+ 2B,)3vbm + 2(xrdXv - xyóXr)drb
s
m + bmvvBÁ -

- {o,íQ?)cab
s
m + 2(5„v(x4<5Aa - xaóXA)dJs

m = 

= [8x,-(cV e ,)]aX, (8) 

ktorá má platiť v případe, že v = n pre s = 1, 2, 3 a ak v = 4 iba pre v = 2. Pře 
další postup by sme mohli položit' fQ)i = 0 a hfadať funkcie sÁ a Bk. Avšak pod-
mienku (8) nemožno identicky splniť. Hlavným dóvodom je to, že sa v (8) vyskytujú 
členy typu 2BÁdvb

s
m a bmdvBx iba na jednej straně. Ak totiž Bx závisí iba od súradníc, 

nemožno v ďalšom vylúčiť člen bmdvBx. Tuto ťažkosť nemóžeme odstrániť ani tak, 
že připustíme (proti předpokladu) i nelineárně transformácie, t. j . BA = B;_(hm): 
v tomto případe je to podobné s členom 2Bxcvbm. S podobnými ťažkosťami sa však 
střetáme už v póvodnej podmienke (6), a tedy už ani vzťah (6) nemožno splnit 
identicky (funkcie fQl možu závisieť vždy iba od súradníc). Ďalej, uvedené dva členy 
sa nedajú zhrnúť do jedného člena, ktorý by mal pre náš případ tvar divergencic, 
a preto nemožno dosiahnuť invarianciu ani přidáním určitého divergenčného člena 
k lagrangiánu (1). Tento výsledok nemožno pozmeniť ani tak, že by sme hladali 
prírastky funkcií bm v komplikovanejšom tvare, například Sbm == B^„;ib,Jt)/zA, kde 
Bmn? by bolí hfadané funkcie, pretože takto sa uvedené ťažkosti nedajú odstrániť. 

Záverom možno povedať, že požiadavke invariancie účinku voči konformnej 
grupě transformácií nevyhovuje hydrodynamický model pre neutrino (představený 
pomocou lagrangiánu (1)), kým diracovské neutrino tuto požiadavku splňuje. 
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К ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ НЕЙТРИНО 

Микулаш Б л а ж е к 

Р е з ю м е 

Основные (вакуумные) уравнения или же соотношения для фотона и нейтрино обладают 

некоторыми общими и сходными свойствами, которые не имеют место для частиц с не­

нулевой массой покоя. Одним таким сходством является инвариантность действия электро­

магнитного и нейтринного полей относительно конформной группы преобразований. Этому 

и соответствуют известные законы сохранения. В предлагаемой работе выясняется поведение 

действия нейтринного поля в гидродинамической модели относительно конформной группы. 

Установлено, что при переходе к гидродинамической модели нарушается сверху упомянутое 

сходство между фотоном и нейтрино: инвариантность действия относительно преобразования 

сжатия конечно сохраняется и получен соответствующий закон сохранения, однако уже не 

имеет место инвариантность относительно 4-параметрической собственно-конформной 

группы преобразований (относительно инверсий, которые иногда называются и группой 

ускорений). Из этого следует, что при переходе к равномерно ускоренной системе отсчета 

невозможно найти в гидродинамической модели сохраняющиеся величины, аналогичные 

известным для Дираковского нейтрино. Одновременно очевидно, что при изложении нужно 

точнее говорить об эквивалентности гидродинамической и „обыкновенной" теорий. 

O N T H E H Y D R O D Y N A M I C A L M O D E L O F N E U T R I N O 

Mikulas B l a z e k 

S u m m a r y 

The basic vacuum equations and relations for the photon and neutrino have sevcra! common 

and similar points that do not have place for a non zero rest mass of the considered particle, in 

this paper we consider one of these points, namely the invariance property of the neutrino action. 

It is well known that the action of the electromagnetic and of the neutrino field is invariant under 

the conformal group of transformations. Well known conservation laws follow from here, in this 

paper the conformal invariance property of the neutrino field in the hydrodynamical mode! is 

investigated. It is shown that some of the transformations belonging to the conformal group arc 

inadmissible in the hydrodynamical model and that thus the similarity between the photon and 

neutrino fields is disturbed. In the hydrodynamical model the neutrino action is invariant under 

dilatations (the conserved quantity is also shown) but it is already impossible to fulfil the action 

invariance condition when the 4-parametric group of inversions (group of accelerations) is applied, 

even if it is slightly modified. Thus the analogous conservation laws which arc valid for the Oirae 

neutrino field and arc connected with the transition to uniformly accelerated coordinate systems 

a.re no longer correct for the hydrodynamical neutrino field. Therefore it is desirable to consider 

more exactly the equivalence between the hydrodynamical and the ,,usual" theory of the neutrino. 
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