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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. X. 4-146)

MERATEENOST NIEKTORYCH FUNKCI
NA KARTRZSKYCH sUCINOCH

TIBOR NEUBRUNN, Bratislava

Je zname, ze ak funkecia f(x, ) definovana na kartézskom sudine (X -},
5xT) (pojmy a oznadenia pozri v ¢asti 1) priestorov (X, S)a (). T) je meratelnd.
potom st meratelné jej x-rezy aj jej y-rezy. Meratelnost rv-rezov aj y-rezov
viak nesta¢i na meratelnost funkeie f(x. y). Bolo dokdzané v [4]. 7¢ funkeia
dvoch premennych definovana na diselnej rovine, lebesguovsky meratelnd
vzhladom na jednu premennt a spojitd vzhladom na druhd premennd, je
lebesguovsky meratelnd na déiselnej rovine. VSeobecnejsia veta je dokazan:i
v [1] pre meratelnost transformacie f(x. y) definovanej na (X xY, §xT) do
niektorych topologickych priestorov. Vo vete dokazanej v tej praci sa pred-
poklada, ze v priestore (X, §) je X &iselny interval § systém vSetkych borelov-
skveh mnozin na tom intervale.

V tejto poznamke ukazZeme, Ze o prvej slozke kartézskeho sicinu stacéi pred-
pokladat, Ze je to separabilny metricky priestor; potom funkcia f(x, y), ktorej
y-rezy st spojité na tom priestore a x-rezy meratelné na priestore (¥, T). je
meratelnd na (X x Y, 8§ x T).

Dékaz, ktory budeme robit pre funkcie, da sa takmer tak isto urobit pre
transformacie do takych topologickych priestorov, v ktorych postupnost me-
ratelnych transformacii konverguje k meratelnej transformdcii. O takyvch
priestoroch sa hovori v [1].

1

V tejto Gasti uvedieme pojmy a oznatenia, ktoré budeme pouzivat. Ak X je
nejakda mnozina a § je taky systém podmnozin mnoziny X, Ze pre fubovolné
dve mnoziny K, F €8 je E-I' €§ a pre Tubovolné mnoziny K, eS(n = 1.2, ...)

je U K, €S8 (teda S je o-okruh, pozri napr. |2], str. 24.) a okrem toho plati, 7e
/|

mnozinovy sucet vSetkych mnozin patriacich do § dava celit mnozinu .\,
hovorime, ze je dany meratelny priestor (X, $). V' dalsom budeme uvazovat
len o takych priestoroch, pre ktoré X € 8.

Pod funkciou f(x) budeme rozumiet funkciu definovan na X' s hodnotami
Vv (— co, o0).

—

Ak (X, 0) je metricky priestor, potom mnozinu 2 C X nazyvame borelovskou.
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ak patri do najmensieho g-okruhu nad svstémom vietkyeh otvorenych mnozin
toho priestoru (pozri napr. [3], str. 202).

Ak f() je funkeia detinovand na X, # je podmnozina intervalu (- oo, 0o ),
makom [ WK) oznadujeme mnozinu vietkyeh tyeh prvkov, pre ktoré f(x)
patri do fo.

AKX (X, 8) je meratelny priestor, f(.#) je fuakeia definovand na X, budeme
funkeiu /() nszvvat meratelnou vzhiadom na (X §), ak pre kazdd borelovski
mnezing 3 C( oo, oc) je [TYB)eS.

Nech (X, 8), (1, T) st dva meratelne priestory. Znakom (X < V. § ~ T)
budeme ozinacovat kavtézsky sadéin tyeh priestoroyv to znamena taky mera-
telny priestor, v ktorom X« } je kartézsky sadin mnozin X a } a 8> 7 jenaj-
mendi o-okruh nad systémom mnozin 4 X B, kde 4 €8, BeT.

Ak (X, 8) je meratelny priestor a na X X X je dand metrika o, hovorime
o metrickom meratelnom priestore. Ak (X, o) je separabilny metricky priestor,
bovorime o separabilnoim metrickom meratelnom priestore.

Ked f(x. ) je funkeia dand na kartézskom sacéine (X %), 8 xXT) dvoch
meratelnyeh priestorov, oznacujeme znakom f(y) pre xX funkciu premennej y
definovani na ) takto: f(y) = f(x, »). Funkeiu f,(y) nazvvame a-rezom
funkeie f. Analogicky definujeme y-rez.

V' daltom budeme potrebovat tato lemmau:

nola
K, S je postupnost disjunkingch mnoZin a {@ (y)}r-1 postupnost funkcit defino-
vangch na Y a meratelnijch na (Y, T). Potom funkcia f(x, y) = ¢, (y) pre x€ i,
je meratelnd nae (X x YV, 8 x T).

Lemma. Nech (X, S), (V,T) si dva meratelné priestory. Nech {E v

Dokaz: Nech BC(-- oo, 0o) je borelovska mnozina.

fUB) =GO B, X ¢-'(B). teda [-(B)eS xT.

7 =1

Predpokladajme v dalsom, Zze (X, 5, o) je separabilny metricky meratelny
priestor taky, ze 8§ obsahuje v8etky otvorené mnoziny z (X, o). Priestor (Y, T)
nech je meratelny priestor. Funkeia f(x, y) na (X x Y, § X T) nech je taka, 7e
kazdy jej x-rex je meratelna funkecia na (Y, 7).

K funkeii f(r, y) skondtruujeme najprv istd postupnost funkeii a potom si
vsimneme niektoré vlastnosti tej postupnosti.

Priestor (X, o) je separabilny, existuje teda spocitatelnd mnozina I

.

s{ay, wy, 0w, L) husta vonom,

it
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K danému d&islu ¢ kladnému utvorme mnoziny £, == Q(x,. <} = (. o(x,, x)<
el
i l!)” = X.

< ey pre m = 1,2, ... Zrejme plati
n=-

Pomocou tychto mnozin utvorme mnoziny:

Q=0 {0,y ...

!); = ‘Q2 o {'/L':H Lys - '}7

,
_— . P N
02, =0, —{x,, 1,2, 5, ...}

Mnoziny £,, » = 1, 2, ... maji tieto vlastnosti:
o P — ¢ . 3
1° Pren=1,2, ... 2z,€ 4,
@« el
2°u R, =uR, =X,
n=1 n=1
3° Su to meratelné mnoziny.
Vlastnosti 1° a 2° sa lahko dokéazu. Meratelnost mnozin vyplyva z meratel-

nosti otvorenych mnozin a z toho, zZe jednobodové mnoZiny si meratelné.
(Meratelnost jednobodovych mnoZin vyplyva totiz z toho, Ze ich mozno dostat

. , " 1
ako prenik otvorenych mnozin typu £ (x, - ) 2)
n
Utvorme teraz mnoziny:
0] = 9,
Q2 =0, - 0,

m—1

i 'Y

- QU Q.
il

{

Q)

Mnoziny ) st disjunktné a meratelné. Pre n = 1,2, ... je », € Q). Dis-
junktnost a meratelnost vyplyva priamo z konstrukeie tych mnozin. Ukazeme,
zepren=1,2 ... jex, € 2. Pre kazdé n je x,€ Q. Aviak pre m < n plati

a1
x, € £, ako to vidiet z definicie mnoziny £/ . Teda x,€¢ Q), — v O] = Q.

Takto sme ziskali disjunktny systém mmozZin, ktoré majii okrem toho ti
o
vlastnost, ze u Q) = X.
n=1

Je zrejmé z konstrukcie, Ze mnoziny £, modzeme skonstrnovat tak, aby
mali priemer mens§i ako dané &islo 9.

V dalsich tivahach budeme vynechavat kvoli jednoduchosti znak *, budeme
visak mat na mysli mnoziny £, ktoré sme skounstruovali vyssie uvedenym spo-
sobom.

K postupnosti [ moézeme skonstruovat postupnost systémov {217,

l/\ ‘A 1
k=1,2,... ¢ tymito viastnostami:
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1" Pre b =1,2. ... U= X.

’ =1
2° Pre k=1, 2, ... QFsi disjunktné mnoziny, t.j. 25 N Q== o ak p 4 q.
37 a, e Q! pre n = 1.2, ... pri kazdom k.
, 1 . R ‘. :

40 A < p pre = 1.2, ..., priom d(£F) znadl priemer mnoziny 2.

Neeh & je privodzené ¢islo. Definujme funkcie f (%, ¥) na X X Y takto:

Nech (v, ) € X x Y. PretoZe x € X existuje prirodzend ¢islo n% == n tak, ze
x €% Mnozina QF obsahuje prvok x, € H. Polozime f(x, y) = f(x,, y).

Plati tdto veta: Pre kaZdé k= 1,2,38, ... je funkeia f(x, y) meratelni
na (X x Y, 8 xT).

Tvrdenie tejto vety vyplyva z lemmy dokazanej v 2. Casti. Staci za mnoziny
{7, brat mnoziny % a za funkcie ¢, funkcie j(x,, ¥).

n

4

Predpokladajme teraz okrem meratelnosti a-rezov funkcie f(x, y) aj spoji-
tost jej y- rezov na metrickom priestore (X, o).

Potom mozno vyslovit tato vetu:

Veta. Postupnost funkcit {f (x, ¥)}i-1 konverguje k funkeis f(z, y).

Dokaz. Nech (x, y) € X x Y. Zvolme & > ). Pretoze kazdy y-rez funkcie
f(x, y) je spojitd funkeia na (X, ), existuje 0 > 0 tak, ze pre vietky z; € X,
pre ktoré oy, @) << 8, je | f(x, y) — Hx, y) | < e. Zvolme k, tak, aby pla-
tilo ;— << 0. Pre kazdé k = k, existuje prirodzené &islo n tak, ze x € QF a d(£2%) <

L0

R |
SRS
a, €08 je o(x,, x) < 0 a teda

< 6. Podla definicie je fi(x, y) = j(x,, y), pricom z, € Q. Pretoze

f(.’l?, 3/) - ](/.(T> y)l = [f (xr ,7/) - /(:L‘il, ?/)‘ < e

Teraz mozeme vyslovit vetu:

Veta, Neeh (X < Y, 8 < T) je kartézsky sulin, meratelngjch priestorov, priéom
(X, 8. 0) nech je separabilny meratelny metricky priestor, v kiorom 8 obsahuje
vdethy otvorené mnoZiny. Nech f(x, y) je funkeic definovand nae X X Y takd, %e
jej a-rezy st meratelné vzhladom na (Y, T) a jej y-rezy si spojité na metrickom
pricstore (X, o). Potom funkeia f(x, y) je meratelnd ne (X X Y, § x T).

Dokaz. Funkeia f(x, y) je limitou postupnosti meratelnych funkeii (podla
viet z casti 3 a 4) a teda je meratelna,

Poznamka. Da sa Tahko nahliadnut, Ze aj transforméciu do meratelného
topologického priestoru mozno napisat vyssie uvedenou metédou ako limitu
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postupnosti meratelnych transtormacii (ak, pravda, zachovdme predpoklady
o meratelnosti jej x-rezov a spojitosti jej y-rezov). Za postupnost tych mera-
telnych transformacii k danej transformaeii f(r, y) stadi zobrat postupnost
{filxe, y)37 1 definovant tak ako v ¢asti 3. Limita takejto postupnosti meratel-
nych transtformacit je meratelnou transtormaciou, ak ide o transformacie do
takych topologickych priestorov, v ktorych s sphené tieto podmienky:

1° Systém  vSetkych meratelnych mnozin je najmensou o-algebrou nad
svstémom otvorenych mmnozin toho priestoru.

2° Pre kazda otvorent meratelni mnozinu U existuje spojita funkecia f(.»)
taka, ze f(x) £ 0 vtedy a len vtedy, ak €U ([1], str. 28).

V [1] je tiez dokazana veta o meratelnosti transformaci priestoru (X x ),
S X T) do priestorov, ktoré maji vyssie uvedené vlastnosti, za toho predpo-
kladu, Ze X je interval (0, 1> a § systém borelovskych mnoZin na intervale
0, 1). Veta je tam dokazana za predpokladu, Ze y-rezy, si spojité sprava
na intervale (0, 1> a x-rezy s meratelné funkcie na (¥, T).

»)

Vysledky ziskané pre meratelnost funkeie f(x, y) na priestore (X x V.
§ X T) sa dajt privodzene preniest na funkcie n premennych definované na
n-rozmernom euklidovskom priestore £,. Dostavame tak tato vetu:

Yeta. Nech f(xy, ,, ..., x,) je funkcia definovand na euklidovskom i-rozmer-
nom priestore B,. Nech 1 < L << n a pre kaZdi skupinw éisiel (2, 2), ..., ;)
je funkcia f(x), ..., 2, Ty, ..., x,) lebesquovsky meratelna ko junkcia n —k
premennyjch. Nech pre kaZdic skupinu n-k Eisiel (x),,, ..., 2)) je funkeia f(r,
ceey Xpy TRy, - X)) SPOJUtA funkcia k premennijch v k rozmernom euklidovskom

priestore. Potom funkcia f(x,, ..., x,) je lebesquovsky meratelnd v K,

Doékaz. Priestor ¥, mozno povazovat za kartézsky sadéin priestorov £, X
X E,_. Pritom robime zvy¢ajni dohodu, Ze nerozlisujeme prvky (ay, ...,
2,) a (@, o @) (T, -, ) ]

Na priestore K, uvazujeme o systéme vsetkych lebesguovsky meratelnych
mnozin Sg,. Na priestore ,_, zase o systéme vSetkych lebesguovsky meratel-
nych mnozin Sg,_,. Podla vety zo 4. ¢asti je funkcia f(x,, ..., x,) meratelna
na priestore (B, X E,_;, Sg, X Sg,,). Systém Sg, X Sp,_, je vSak podsysté-
mom systému § vSetkych lebesguovsky meratelnych mnozin v K, . Teda
funkecia f meratelnd vzhladom na podsystém je tym skor meratelna vzhladom

na systém S.
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H3MEPIMOCTL HEKOTOPHBIX OYHEIUN B JIEKAPTOBbLIX
OPOUSBEIEHNAX

THBOP HEMBPYIHH
BuiBoLn

B3 oroil cratLi joKaseBacTes cacayiomas reopeMa (ofosuadeuds Kak B [2]).

Ilycrs X — cenapaGesnnoe MeTpHUecKOe IIPOCTPAHCTBO M S — o-anirebpa IOIMHOMKECTs
siiosecTBa X cojepskamas Bee OTKpbIThie MHOMecTBA B X . [IyeTr ¥ — abeTpaKrioe Muo-
meerBo M T — o-airebpa nojMuokectB Muoxkcecrsa Y. Ilyers f(x, y) nmeiicrBHTesIBHASsM
¢yurnmst onpejenennas ga X X Y Takasy, 4To IS BCAKOTO QUKCHAIOBAHHOIO ¥ € Y Pynk-
wist f7(x) = f(w, y) wenpepoiBua Ha X u gns gurcrposannoro x € X Pyurmus f.(y) = f(=, y)
saMepuma B npocrpancree (Y, T).

Horom ¢yvurmmsa f(x, y) uaMepuMa B jiekaproBoM npoumspegenan (X x Y, S x T).

MEASURABILITY OF CERTAIN FUNCTIONS
ON CARTESIAN PRODUCTS

TIBOR NEUBRUNN

Summary

1n this paper the following theorem is proved (used notations according to [2]):

Let X be separable metric space and S o-algebra of subsets of X containing all open
sets in X. Let Y be abstract set and T o-algebra of subsets of Y. Let f(x, y) be real function
defined on X X Y such that for every fixed y € Y the function f/(z) = f(x, y)is continuous
on X and for fixed @ € X the function f,(y) = f(%, ¥) is measurable in (Y, T).

Then the function f(r, ¥) is measurable in the space (X < Y, § x T).
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