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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VI CISLO 2

O KONVERGENCITI V LINEARNYCH
PRIESTOROCH

JAN JAKUBIK

Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie Vysokej skoly techunicke] v Kosiciach

Vyrazom linedarny priestor budeme oznatovat konvergenény linedrny
priestor, t. j. modul nad okruhom realnych éisel, v ktorom je definovand kon-
vergencia postupnosti, majica uréité vlastnosti (pozri 1.4). Nech P je linedrny
priestor, nech (£) je modul (uvazovany bez konvergencie) prislusny k linedr-
nemu priestoru P. Nech 8 je mnozina vSetkych linearnych priestorov P,, pre
ktoré plati (P;) = (P). Ak P, P, € R a ak kazda postupnost { x, }, ktora v linear-
nom priestore P; konverguje k prvku x, konverguje aj v linearnom priestore P,
k prvku 2, budeme pisat P, < P,. Tym je na mnozine *§ definované ¢iastocéné
usporiadanie. V ¢lanku st odvodené niektoré vlastnosti ¢iastoéne usporiadancj
mnoziny R. Dalej sa vysetruji niektoré | patologické vlastnosti konver-
gencice v linedrnych priestoroch.

1.

Najprv pripomenieme zakladné pojmy, ktoré su v dalSom potrebné. £, znaci
v dalSom mmnozinu vSetkych redlnych ¢isel, grécke pismena oznaduja prvky
mnoziny I,.

L.1. Nech M je neprdzdna mnoZina (jej proky oznacujeme malymi latinskijmi
plsmenami), nech pre ubovolné a, b a lubovol'né x je definovaniy sidet a + b € M
a ndasobok ~xa € M tak, Ze plati

(A) (@ + b) + ¢ = a + (b + ¢), a4+ b=1>b-4 a,
¢ t+r=a-ty => x=y,
(B) (xpla = x(pa), «(a + b) = xa + xb
(v + p) a = xa + pa, la = a.
Poton mnoZinu M nazgvame modulom.

Z vlastnosti (A), (B) vyplyva, Ze modul M obsahuje nulovy prvok o, pre
ktory a 40 = a, xo = o pre kazdé a € M, x € ;.
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1.2, Mnofina B C M je algebraickow bdzow modulu M, al sa kafdy preok
a <M, a==o0 ddvyjadrit, a to jedingm spisobom v tvare

a=uob + ... +x0b €B,x, . b, F0,1=1,...,m b0, pre i &=k)
(pre rézne a mézZe byt n rézne ) (Pozri [4].)

1.3. KaZdyg modul md algebraickd bdzu.

Dokaz je jednoduchy (transfinitnou indukeiou; pouzivame axiému vyberu).
Ak modul M mé (aspon jednu) koneént bazu, hovorime, Ze M ma konecny
pocet dimenzii; v opaénom pripade hovorime, ze M ma nekone¢ny pocet di-
menzii.

1.3.1. Nech B je badza v M, nech B md nekoneéne mnoho prekov, nech viethy
proky prostej postupnosti {x,} patria do B. Utvorme postupnost {y,} takto: y,
= a,, Y, = &, — x, pren > 1. Potom existuje bdza B" v M takd, Ze viethy ¢lewu
postupnosti {y,} patria do B’.

Dokaz je jednoduchy.

1.4. (Pozri[1].) Nech M je modul. Nech je v M definovand konvergencia pos-
tupmostt (v oznadent x, > x). pre ktord plati

1) x, =& = &,& — xa.

2) a

n

— X = XX, —> XX

3) X, =X, Y = Y =X, - Yo — X + Y.

4) Ak postupnost {x,} konverquje k proku x, potom kaZdd jej ¢iastoénd postup-
nost konverguje k proku .

5) Postupnost nemdZe konvergovat k dvom réznym prvkom.

Modul M s takouto konvergenciouw budeme volat linedrnym priestorom a ozna-
covat znakom P (pripadne s indexmi). Piseme (P) = M.

Postupnost {x,} je nulova v linedrnom priestore P, ak x, —» 0. Zrejme x, -> ¢
= x, — x — 0. Z toho plynie, Ze konvergencia v P je jednoznacne urcena, ak je
dand mnozina vSetkych postupnesti, ktoré si v linedrnom priestore P nulové.
Ak 4 = {a,}, B = {b,}, oznatime vyrazom x4 + B postupnost, ktorej vse-
obecny clen je xa, + pb,. Znakom A’ budeme oznadovat ¢iastoéni postupnost
postupnosti A. Vyraz x, —» « znadi konvergenciu v linedrnom priestore P,. Ak
(P,) = (Py) a plati #, 5 @ <, x, 2> x, povazujeme linearne priestory P, P, za
totozné. Pojem izomorfizmu dvoch linearnych priestorov je jasny.

1.5. Nech Py, Py sii linedrne priestory, nech Py je mnoZina véetkijch dvojic (v, y).
x €L,y €L, pre ktoré je definované séitanie rovnicow (v, y) + (x,y.) = (& +
“+ @y, ¥y 4 y.) a ndsobok redlnym Eislom rovnicou x(x, y) = (v, ay). Definujme
v Py konvergenciu takto: (x,, 1,) > (, y) < &, <> x, y, —> Y. Iy nazgjvame pric-
mym sicinom priestorov Py, Py a oznalujeme Py x Py. Zrejme je P, linedarny
priestor.



2.

2.1, Nech (P) = (P,), nech x, 2> x = x, 2> x. Potom piseimne Py < Py alcho
VY

Budeme povazovat za zname zakladné pojmy a vety z tedrie ¢iastoéne uspo-
riadanyeh mnozin (pozri [2]). Nech P je pevne zvoleny linedrny priestor, nech {8
je mnozina vsetkych linearnych priestorov P,, pre ktoré plati (P,) = (I’).
Lahko sa zisti, ze relicia <, definovand 2.1, urduje é&iasto¢né usporiadanic
mnoziny B; vSade dalej uvazujeme mnozinu s tymto ¢iastoénym usporiada-
nim.

2.2 Nech ‘R, je neprdzdna podmnoZina mnoZiny V. V éiastocne usporiadanom
systéme B existuje prvok Py = inf 1N .

Dokaz. Poloime x, -2 x (1) vtedy a len vtedy, ked pre kazdé P, € 13, plati
x, = x. Lahko sa preveri, Ze konvergencia, definovana vyrazom (1), ma vlast-
nosti, ziadané definiciou 1.4; nech P, je prislusny linedrny priestor. Zrejme je
P, <= P, pre kazdé P, € ‘|},. Ak P < P, pre vsetky P, € §,, potom z podmienky
2, > avlinedrnom priestore P vyplyva «, - x v kazdom P, € ‘3, teda 2, > «,
P =p,. ‘

Dosledok. MnoZina B md najmensi prook; oznacéime ho znakom P
P, zdvisi len od modulu (P).

Naskytuje sa otazka, ¢i sa dd konstruktivnym spésobom definovat konver-
geneia v P, Ak prislusny modul ma koneény pocet dimenzii, je riesenic jed-

. Zrejme

m

noduché:

2.3, Nech B = {b,, ..., b} je bdza modulu (P). Nech

k

k
— A

X, = Z xb,, = Z xh;.
i1

n in

@

PoloZme x, 2> x (1) vtedy a len viedy, ked ~,, —~, (i = 1, ..., k). Nonvergencia
(1) md vilastnosti Ziadané v 1.4 a prislusny linedrny priestor je rovnyj P,

Dokaz je zrejmy.

2.4, Nech (P)= M wid nekoneényy pocet dimenzii. PoloZme x, 2> x (1) vtedy
a len viedy, ked existuje ciastoényy modul M, modulu M tak, Ze plati 1) M, mdi
konecnap pobet dimenzii, 2) x € My, x, € My, n = 1,2, ..., 3) ak B, je manoZina
vletlyjeh linedrnyoh priestorov P, (P,) = M, a P, je najmens{ prvok mnoziny B, ,
potone ., -> x v linedrnom priestore P). Potom konvergencia (1) vyhovuje pod-
mienkam definicie 1.4 a prislusng linedrny priestor je rovny P,

Postup dékazu je zrejmy.

2.5. Nech R, je retazecv P. Potom v &lastoéne usporiadanom systéme 8 existuje
prook Py == sup B, .

Dokaz. Polozme 2z, <> x (1) vtedy a len vtedy, ked existuje I, € 3, taky, ze
plati a, - @. Lahko sa preveri, Ze konvergencia, definovand vztahom (1), vy-



hovuje podmienkam definicie 1.4; prislusny linedrny priestor oznaéme I’,.
Lahko sa zisti, ze plati P, = sup ;.

2.6. Cliastoine usporiadanij systém N obsahuje maxindlny prook.

Dokaz plynie z 2.5 a z Zornovej vety (pouzivame teda axiému vyberu). Pritom
maximalny prvek nemusi byt najvacésim prvkom v I (pozri [2]).

Naskytuje sa otazka (analogickd k otdzke vyslovenej pred 2.3). ako defi-
novat maximalny linearny priestor ,,vniitornym spésobom (t. j. v terminoch
konvergencie v tomto linedrnom priestore, bez toho, aby sme museli uvazovat
vietky linearne priestory svstému ‘).

2.7. Nutnd a postatujica podmienka, aby linedrny priestor P bol maximdalny.
je: v linedrnom priesiore P necexistuje postupnost s nasledujicon vlastnostou:
(Y1) postupnost {x,} je v lincdrnom priestore P divergentnd;

2) kazdd lincdrna kombindcia koneéného poctu éiastoinych postupnosti postip-
noste {x,} je v linedrnom pricstore P alebo divergentnd alebo nulovd.

Doékaz. a) Nech linearny priestor P nie je maximalay, t. j. existuje linedarny-
priestor P, € §, P << P;. Podla poznamky za 1.4 existuje postupnost {r, !
ktord je nulova v P, a divergentna v P. Ak {y,} je lincarna kombindcia ¢iastoc-
nych postupnosti postupnosti {z,} a ak v P plati y, — », musi platit zdroven
Yo —> Y, ¥, —>o0, teda y = o. Vyslovena podmienka je postac¢ujiica pre maxi-
malnost linedrneho priestoru P.

b) Nech v linearnom priestore P existuje postupnost {z,}, ktord ma vlastnost
(C). Polozme y, -y (1) vtedy a len vtedy, ked {y,} = 4 + B (2). pricom
postupnost 4 konverguje v linedrnom priestore P k prvku y a B je linedrna
kombindcia ¢iastoénych postupnosti postupnosti {x,}. Modul (P) s konvergen-
ciou (1) ozna¢me P;. Konvergenciu v P oznaéme znakom -». Konvergencia (1)
md zrejme vlastnosti 1—4 z definicie 1.4. Zostiva dokazat jednoznacnost.

Najprv dokazeme: Ak z, ~o,z, 2 2(3), potom z = 0. Zo vztahu (3) totiz
vyplyva

z, =2, - x,

kde {x} je linearna kombinacia é&iastotnych postupnosti postupnosti ju,}

a z, —z. Potom by platilo

1
Vo S
£, =2, — 2l — oz

Podla predpokladu o postupnosti {z,} musi byt z = o.

Predpokladajme dalej, Ze okrem rovnice (2) plati ziroven {y,} = 4, + B,.
nech postupnost 4, konverguje v P k prvku y , nech postupnost B je linedr-
nou kombindciou ¢iastoénych postupnosti postupnosti {a,}. Potom postupnost

(A+B)— (A + B)=(A—4) +(B—-1B)

ma vietky ¢leny rovné o, teda je nulova v P, a zarovei v konvergencii (1) kon-
verguje k prvku y — y_. Musi teda byt y = y,. Konvergencia (1) spliuje teda
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vietky vilastnosti ziadané definicou 1.4. a P| je linedrny priestor. Zrejme P = ;.

Kedze @, 2> o, plati > < P, teda priestor P je nie maximalny.
2.8, Neeh P &P, nech P(P) je mnofina vlethkiych P, € B, pre ktoré plati
P.= P, Mnofina R(P) je dplngj sviz.
Dokaz. Nech B, € B(P). nech I, je neprazdna mnozina. Podla 2.2 existuje
v dlastocne usporiadanom systéme B(P) prvok inf P,. Nech &, je mnozina
vietkych P?; € R(P). pre ktoré P, € R, = P, < P,. Mnozina ¥, je neprazdna,
kedze 2 € ,. Existuje teda v P(P) prvok P, = inf B,. Zo zdkladnych vlast-
nosti ¢lastoéne usporiadanych systémov vyplyva, ze P, = sup 8 .
Konstrukeiu linearneho priestoru P, = sup P, médzeme vykonat nasledovne
(oznatenia st rovnaké ako v predoslom):
2.9 V linedrnom priestore P, = sup ‘B, plati x, > o viedy a len vtedy. ked
cxistujii linedrne priestory P, ..., P, € W, také, Ze sa postupnost {x,} dd
k
vyjadrit v tvare {x,} — ZA,- (1), kde postupnost A, je nulovd v priestore P,
i1
(I == 1. ... k). (Pre rézne postupnosti {x,} mdZu byl prislusné éisla k rézne.)
Dokaz.
a) Nech je splnena podmienka (1). Potom zrejme x, %, o.
b) Polozme y, % y vtedy a len vtedy, ked postupnost {r} = {y, — y} sa
dd vyjadrit v tvare (1). Podmienky 1—4 z definicie 1.4 st zrejme splnené. Jed-
noznacnost zistime takto: Nech v, 5 v, v, 5 y’. Postupnosti {y, — v}, {y., —
— y'} sa daja vyjadrit v tvare (1). Kedze P, € B, = P, < P,, v linedrnom
priestore P, plati y, — y —o0,¥y, — y —o, teda y = y'. Linedrny priestor,
prislusny ku konvergencii v, = y ozna¢me P,. Zrejme je Py < P, P, = P,,
P, e . teda Py = P,.
V inej formulacii mozeme tvrdenie 2.9 vyslovit takto (s pridanim analo-
gického tvrdenia pre prenik):
2.10 Oznacéme znakom O(P) mnoZinu véetkijch nulovich postupnosti linedrneho
priestoru P, nech B, je neprdzdna podmnofina éiastoéne usporiadaného systému *P.
a) O(inf R,) = n O (P,) (P, ¢ B)).
b) ak mnoZina B, je zhora ohraniend v systéme B (t.§. existuje P & B tak,
2P, €W == P, =< P), potom O(sup B,) je mnoZina véetkijch postupnosti, ktoré sa
n

dajit vyjudrit v tva,re§1 A,, kde A, je nulovd postupnost v niektorom lincdrnom
)

priestore P, P, € 33,.

Dokaz vyplyva z 2.8 a 2.9.

Viastnost (C), zavedend v 2.7, da sa zov8eobecnit takto: (C,) Mnozina postup-
nosti 9 = {A} ma v lincarnom priestore P vlastnost (C',), ked plati:

1) kazdd postupnost A, je divergentnd v P,
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2) kazda linearna kombindcia Ciastoénych postupnosti postupnosti z mno-
ziny ¥ je alebo divergentna, alebo nulova v P.

2.11 Nech neprdzdna mnoZina postupnosti A md v Linedrnom priestore P vlust-
nost (). Potom existuje jedinij linedrny priestor P, > L, pre ktoryj plati: O(P.)
je mmoZina vetkiych postupnosti, ktoré sa daji vyjadrit v tvare 4 -+ B. kds
A €O0O(P) a B je linedrna kombindcia &iastocnijch postupnosti postupnrosti = mno-
Zny .

Dokaz existencie linearneho priestoru P, s uvedenou vlastnostou sa vykon:i
rovnakou kongtrukciou ako v dokaze 2.7, ). Jednozna¢nost je zrejma. Linedrny
priestor I, budeme oznacovat tiez znakom P(3().

2.12 Nech P, > P, nech N = OP,) — OF). MnoZina N md viastnost ('
v linedrnom. priestore P a plati PQ) == ..

Prvé tvrdenie plynie priamo z podmienky P < ;. Dokaz druhého tvrdenia
vyplyva jednoduchym postupom z predoslych viet.

2.12.1. Nech U, je mnoZina postupnosti z modulu M. Nutnd « postacujica
podmienka, aby existoval lincdrny priestor P, pre ktorg plati () = M, O(P) -
= ,, je:

D oo, = 0= {x, 2} €, 2) A€V, = A€,

3) A, B,€, = A + BeV, 4) A€, > A €.

SHa,=xFomn=12 ...)={x}c.

2.13. Nech modul (P) md nekoneénij polet dimenzii, nech B = a), | jr
algebraickd bdza modulw (P), nech P, je minimdlny prvok v K. Postupnost {x)
md vlastnost (C') v linedrnom priestore P,,.
Dékaz. a) Nech postupnost 4 = {a,} je linedrnou kombindciou ¢asto¢ny-ch
n. .
I
postupnosti postupnosti {z,}. Potom sa «, dd vyjadrit v tvare «, A\ X,
71
kde {r(n, ?)} je (pri pevnom ¢, ¢ = 1, ..., k) rastiica postupnost prirodzenych
¢isel. Teda k lubovolnému prirodzenému &islu N, existuje také prirodzend
¢islo N,, Ze pre n > N, plati r(n, i) > N, (¢ = 1. ..., k).

b) Nech postupnost 4 = {«} je konvergentna v P, . Potom existuje pri-
v

N7 v ’ N -1 . v’ r ’ .7 ’

rodzené éislo N tak, ze plati a, = Z/)’,w,.. Pritom ¢islo N nezavisi od n a a st
i

prvky bazy B (pozri 2.4).

¢) Nech postupnost 4 =: {,} je konvergentna v °,, a ziroveil lineariou
kombindciou ¢iastoénych postupnosti postupnosti {z,}. Nech N ma vyznam
ako v b). Zvolme si éislo N, >~ N a najdime prisluiné N, podla a). Pre n > N,
musi platit podla a) a b) a, = ¢, teda «, 5> 0. Tym je tvrdenie dokazané.
Linearny priestor, zostrojeny z linearncho priestoru P, pomocou postup-

nosti {x,} rovnakou konstiukciou ako v 2.7 b, oznatme P, .
2.13.1. Konstrukeia z predoslého odseku sa dd pouzit doslovne len vtedy.
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ked modul (£) ma spocitatelni bazu. Pre moduly nespliiujice tento pred-
poklad mézeme predosly postup zovseobecnit takto:

Neeh modul (P) md nekoneényy polet dimenzii, nech B je jeho bdza, nech
A= {x) je prostd postupnost, ktorej Cleny patria do B. Postupnost A, md
o linedrnom priestore P, vlastnost (().

Dokaz: Nech 4, je mnozina vietkych prvkov bazy B, ktoré nie s ¢lenmi
postupnosti 4,. Ak mnozina 4, je prazdna, je dokaz vykonany v 2.13. Pred-
pokladajme, ze mnozina A, je neprazdna. Nech @, (€,) Je mnozina vSetkych
prvkov modulu (P), ktoré sa daji vyjadrit ako linearne kombinécie niektorych
¢lenov postupnosti A, (prvkov mnoziny A4,). Zrejme ¢, @, st moduly a kazdy
prvok z € P sa dd jednoziacne vyjadrit v tvare z, + z,,2, € Q . 2, € @,. Utvorme
linedarny priestor (). & linedrny priestor (@ ), konstrukciou ako v 2.13 (po-
mocou postupnosti 4.). Polozme z, 2> z (1) vtedy a len vtedy, ked

PO P B
2, = 2, -+ z :

2 o~ P
2%,z =2 4 2%

Lahko sa zisti. ze podmienky 1--5 z definicie 1.4 s splnené [a ze prisluiny
lincarny priestor je izomorfny s linearnym priestorom (€ ), X (@,).]. 7 toho
viplvva. Ze postupnost 4, md v linedrnom priestore P, vlastnost ().

214, Nech modul (P) mda nekoneényj poéet dimenzii. Potom pocet maximdl-
nych prekov Castoéne wsporiadaného systému R je vitsi alebo rovny ako c.

Dokaz:

a) Predpokladajme, 7Ze modul (P) md spoéitatelnd bazu {z,}. Zvolme
si Tubovolné cislo v - 0 a polozme ) = va,, ¢ =2, pre n = 2, 3, ...;
potom {a'} je zrejme tiez baza modulu (P). Uvazujme postupnost {y,}, zo-
strojent z postupnosti {'} konstrukeiou podla 1.3.1. Podla 2.13 postupnost
Ly, ma viastnost (C) v linedrnom priestore P,. Utvorme linedrny priestor
P .=r

« "

. v ktorom y, ~o. Kedze pre n =2y, = a, — ~, = x, — xx,, plati

v linedrnom priestore P, v, -~ va,.
b) Ak biza modulu () je nekonetnd a nie je spoditatelna, pouzijeme k do-
kazu analogicky postup opierajuei sa o tvrdenie 2.13.1.

215, Nedz B(P) je moduldrny.

Dokaz. Predpokladajme, ze by navzajom rozne prvky P, € W(P)(i =1, ....5)
boli ¢iastoéne usporiadané tak, ze
Ponl =P, nP, =P, P,ulP, =P, uP, =P, P, <P
Oznacme znakom A4, postupnost, ktord je nulova v P, (¢ =1, ..., 5). Podla
2.0 kazdda postuprost A, sa da vyjadrit v tvare A; = A, + 4, (1) a zai-

rovelt v tvare A; = A4, + A (2). (A opacne, kazda postupnost, ktord sa di
vivjadrit v tvare Ay 4- A, alebo v tvare A, + A,, je nulova v P;.) Z toho
plynic Ay = A4, + (47 — A4,) (3). Nech Y, je mnozina vSetkych postupnosti
A AL A, kde A A, vyhovuja rovniciam 1,2 pre vhodné 4,, 4,, A;.
Ak kazdd postupnost A7 patri do O (2 ), potom podla rovnice (3) P, = P,,
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¢o je spor s predpokladom. Predpokladajme, Ze nie vSetky postupnosti A*
patria do O (P,). Lahko sa zisti, Ze mnoZzina 9(, ma vlastnosti Ziadané v 2.12.1:
oznaéme Py = P (9,). Zrejme je potom P, << Py =< P,.Z rovnice 43 — 4, = A~
vyplyva [kedZe lava strana patri do O (P;)] Py < P;, teda Py n Py, = Py > P,.
¢o je spor s predpokladom.

2.16. Na prikladoch sa dd dokdzat, Ze sviz R (P) je nie distributivny.

3.

V tomto odseku vySetrime niektoré . patologické* vlastnosti konvergencie
definovanej v 1.4, t. j. také vlastnosti, ktoré sa nevyskytuja pri konvergencii
v E,. Uvazujme o platnosti nasledujucich vyrokov o konvergencii v linedrnom
priestore P:

6) x, >x, &, — & > X2, XX

7) x F 0, XX ->NT X, - =X,

8) Ak 2, -z, y, — 2 a ak kazdy ¢len postupnosti {z,} je ¢lenem postup-
nosti {.,} alebo {v,}, potom z, — .

3.1. Nech P, md rovnaky vijznam ako v 2.13. Nech {x.} je prostd nulovd po-
stupnost. Postupnost {x,x,} je divergentni v P,.

Dokaz. Nepriamo. Predpokladajme, Ze by sa tato postupnost dala vyjadrit
v tvare

vt = A, + A,

kde 4, je konvergentna postupnost v P, a 4 jelinedrna kombindcia ¢iasto¢nych
postupnosti postupnosti {x,}. Myslime si ¢leny lavej i pravej strany vyjadrené
pomocou bazy B. Podla 2.4 existuje také prirodzené cislo N, ze vsetky ¢leny
postupnosti 4, st linearne kombinacie prvkov z_, ..., z,. Mnozina koeficientov
prvkov z,, ,, ... napravej strane rovnice je koneéna; mnozina tychto koeficien-
tov prvkov na lavej strane je nekoneénd, ¢im sme dospeli k sporu a tvrdenic
je dokazané.

3.2. Predosly priklad ukazuje, Ze podmienka 6 vo vieobecnosti pre linedrne
priestory neplati. Lahko sa zisti, Ze podmienka 6 plati pre normované linedarne
priestory. V praci [3] je dokazané, ze podmienka 6 plati aj pre vSeobecnejsiu
triedu linearnych priestorov, oznadovani v citovanej praci ako priestory B,.

3.3 Nech x je redlne &islo, x > 1, nech N je koneénd mnoZina redlnych &isel.
0 e N, nech k je prirodzené &islo. Nech {a,} je postupnost, ktorej kaZdy clen su
dd vyjadrit v tvare

a, == 3 x" g (1
pricom sumacné znamienko sa vzlahuje na @ = 1. ...k a plati:

DaeN@=1,....k n =12 ...),

] )
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2) {r (n, i) 1 je rastica postupnost privodzensjch ¢isel (i = 1, ..., k). Potom
postupnost {a,} je alebo divergentnd, alebo nulovd.

Doékaz. Pre b = 1 je spravnost tvrdenia zrejma. Predpokladajme, ze nase
tvrdenie je dokazané pre 1, ..., k — 1. Predpokladajme, Ze postupnost {a,}
je konvergentna. Skupiny c¢lenov za sumadénym znamienkom v rovnici (1),
ktoré sa navzajom rusia, vynechajme.

a) Ak po vynechani dostavame nekoneéne mnoho indexov n, pre ktoré je
za, sumacnym znamienkom menej ako & ¢lenov, Tahko sa zisti, Ze podla in-
-0,

b) V opacénom pripade sa da z postupnosti (1) vybrat éiastoéna postupnost

dukcného predpokladu musi byt a,

tak ze wa nijaké skupiny ¢lenov za sumadénymi znamienkami nerusia. Dalej
vysetrujeme thato c¢iastoén postupnost. Oznacéme

W o=miny (nod) (@ =1, ..., k), r(n, 1) — n' = m (n,1). (2)

Potom
”nx nl — ‘\_w‘ x(i»/) xw(u,.‘) ‘[4 :‘X',!) _> (). (3)

kde sumacia sa vztahuje na ¢leny, pre ktoré m (n, ¢) > 0 a «, je sacet tych koe-
ficientov x{" pre ktoré w (n, ¢) = 0. Nech £, je najmensie celé nezaporné ¢islo,

v
pre ktoré plati: z postupnosti (3) sa da vybrat ¢iastoénd postupnost, v ktorej
kazd¢ sumadné znamienko zahriuje presne £, nenulovych séitancov. V dalsom
uvazujeme o takymto sposobom vybranej ¢iastocnej postupnosti a ponechi-
vame pre nu oznadenie (3). Z tejto postupnosti vyberame dalsie ¢iastocné
postupnosti nasledovne:

1) Ak je postupnost m (n, 1) ohrani¢end (neohrani¢end), vyberieme z postup-
nosti (3) ¢lastoéna postupnost tak, aby prislusna ¢iastoénd postupnost postup-
nosti m (n, 1) bola stacionarna (rastica), 2) v ziskanej postupnosti vykoname
to isté pre m (n, 2), ..., k) v ziskanej postupnosti vykoname to isté pre
m (n. k). Dostavame postupnost tvaru

‘\_: ‘,Yv(iu) ‘,L.vmu,[) _‘7 /:)l” —> U (4)

v ktorej sumacéné znamienko zahriuje £, ¢lenov, 0 << k, < k, < £k — 1 a plati
1) ak ¢ =1, ... ky, potom m (n,7) -» oo, 2) mnozina vsetkych ¢isel f, je
konednid a neobsahuje nulu (ak 8, = 0, nicktoré éleny za sumaénym znamicn-
kom v povodnej postupnosti by sa rusili, ¢o je spor s predpokladom). Z postup-
nosti (4) vyberme ¢iastoéna postupnost tak, aby prislusna ¢iastoéna postup-
. bola stacionarna: f, = f. Podla predoslého je f # 0. Ak &, = 0,
dostavame ff, = p = 0, 5, -> 0, ¢o je nie mozné. Ak &, > 0, vyplyva zo (4)

nost {p

)-w‘ x([m xmm.[) [ /)7 :F O,

pricom sumac¢né znamienko na lavej strane zahriiuje k, ¢lenov, k, < k a pri-
slusnd postupnost vyhovuje predpokladom dokazovanej vety. Podla induké-
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ného predpokladu musi byt g = 0, ¢im sme dospeli ku sporu. Pripad b) teda
nemoze nastat. Tym je dokaz vykonany.

Oznadéme znakom P mmnozinu vsetkych linearnych priestorov P,, pre ktoré
platt (P,) = E,; konvergenciu v P, ozna¢me z, >z, .,obvykla* konvergen-
ciu v K, znakom w, — x; prislusny linearny priestor s takouto (oby¢ajnou)
konvergenciou oznaéme P,. Zrejme plati:

3.4, Linedrny priestor P, je minimdlny v K.

3.5. Linedrny priestor P, je nie maximdilny v ‘R

Dokarz. Nech x € P,. x> 1. Postupnost {2} ma v P, podla 3.3 vlastnost (.
Tym je podla 2.6 tvrdenie dokazané.

Nech P, je prislusny linearny priestor, v ktorom x"» 0, zostrojeny podla 2.7
(dokaz, ¢ast b) z linedarneho priestoru P, pomocou postupnosti {a"}.

3.6. Viastnost 7 vo vSeobecnosti pre linedrne priestory neplat! (ani pie pric-
story, ktorijch modul mda koneény pocet dimenzii).

Dokaz. Uvazujme priestor P definovany v 3.5. Plati a* .12 0.1. ne-
plati viak a" - 0.

3.7. Viastnost 7 vyplijva = vlastnosti 6.

Dékaz. Nech linearny priestor P (s konvergenciou. oznacovanou x, — )

nema vlastnost 7. Existuje teda postupnost {x,} a prvok @ € P, v = 0 taky. ze
v, @ — va a neplati v, -» x. Oznacme f, = x

n

. — x. Je teda g0 >0, a neplati
B, 0. Z postupnosti {5} sa dd vybrat alebo ¢iastoéna postupnost {s}.
f, — ¢ == 0, alebo diastoéna postupnost {f}. [, | -»oco. V prvom pripade

”

n

plati flx —cx F o, ¢o je spor s predpokladom. V druhom pripade plati
() 10, ffix —>o0,ale postupnost () ' p,a = x je nie nulova, teda linedarny
priestor £ nespliiuje vlastnost 6.

Liahko sa dokaze spravnost tvrdenia:

3.8, Minimdalny linedrny priestor P, md vlastnost 6) a 7). Maximdalny linedrny
priestor nemd vlastnost 7).

3.9. Nech P, md rovnaky vyznam ako v 2.13.Postupnost @, @;. @y, 2y, 2y,
Xy, ... (1) je divergentna v ).

Doékaz. Predpokladajme, Ze postupnost (1) je konvergentna v P,;. Oznac¢me
jej vieobecny ¢len znakom y,. Potom plati

Y, = x, + 2, (2)

kde {x!} je konvergentnd postupnost v I, a {27} je linearna kombindcia ¢iastoc-
nych postupnosti postupnosti {x,}. Myslime si pravi i lava stranu rovaice (2)
vyjadrentt pomocou bazy B - {x,}. lixistuje prirodzené éislo NV, tak, Ze vietky
¢leny postupnosti {z,} st lincirne kombinacie prvkov 2, ..., xy,. Vo vyjad-
reni prvku & pomocou prvkov bazy B vystupuja len ¢leny a;, ¢ = n. Zvolme
si ¢islo n > N .
V rovniei
Yor = @1, + @,



je Tavd strana rovnd a,, prava strana je linedrnou kombinaciou prvkov
@y, ...,y (N < n) a niektorych prvkov w;, ¢ = 2n, ¢im sme dospeli ku
sporu.

Dosledok. Vlastnost 8 vo vSeobecnosti pre linearne priestory neplati.
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O CXOJIUMOCTHU B JIUHEVWHDBIX TTPOCTPAHCTBAX
dH GKYBUK
BroiBoaw

[Tycrs E; — KoJbUo BCCX BCILECTBEHHBIX uliced, nyeTh M — Mojyab (JnHeiiHas cuerema)
HaL Koabiom 13y, JInHeHHOC nHpocTpaHeTBO Mbl onpeaeniiMit kak B kuire [1]. Ecnn P — anneii-
HOC TIPOCTPAHCTBO, COOTBCTCTBYIOULYIO JIHIEHHYI0 CHCTCMY (B KOTOPOH He paccMaTpliBacics
exonmMoceth) Mbl oGosnauum ueped (P). IMycetn B — MHOXKCCTBO BCCX JIMHCHHBIX NPOCTPAHCTIS
P, nas koropuix umeer mecro (P) = M. Ecan Py, Py € B 1 ecan xaxaasi nociaejioBarelin-
HOCTL {',), KOTOpast B JIHHCHHOM NpocTpaHcTBe Py CXOMITCSI K 9JACMCHTY X, B JUHCHHOM HPO-
crpaiictse Py ToxKe cXomHTCst K vieMenty x, Mbl nuiieM Py Po. DTHM Mbl onipegesia ua-
CTHUHOC yriopsiouenHe Mioxeersa . B paGore 10Ka3blBalOTCsi HEKOTOPbIE CBOHCTBA UACTIUHO
YUCPSLOUCHHOTO MHOXKeCTBA ‘K jlajice pacecMaTpHBAIOTCST HEKOTOPLIC ,,1ATOJMOTHUCCKIIC CBOIi-
CTBA CXONHMOCTH B JIIHCHHBIX NpocTpancTBax. Hekoropbie pesynabraTtol:

MuoxeceTtso B coiepXKiT HaUMEHLIWHH 3JeMeHT P, 11 (XOTh 0jiIH) MaKCHMAaJLHBIH 3Je-
mMeut P, Hdano 1 Godee KOHCTPYKTHBHOC ONpeleJeHHC JHHeHHbIX NpoctpaHcts Py, [1°,.
Fean monyan M oiiMeer GeCKOHEUHYIO Pa3MCPHOCTb, TOMJA MHOMXCCTBO BCEX MaKCHMAaJbLHBIN
saemenrtos P, B W nMeer MoiHocTh GOJLIIYIO VI PABHYIO ¢ (C — MOLIHOCTL KOHTIHHY-
yma). Ecan P e B, Mpt o6o3nauiim uepes B (P) muoxecrso secex P, e "B, aaa xoropnix
P < P.Torna B (P) siBusierces pejickuuiaoBoi ctpykrypoit. Ilyers x, 2, ¢ M, «, «, € E.
Ha npumepax poxaseiBactest: Ecann 2, —> @, £, —> 0, MOXKET CJAYUHTLCS, UTO TOCHACA0OBATC/L-
HOCTL { V.0, ) pacxojirrest. Ecait X He siBASIeTCsT HYJCBBIM 3JeMeHTOM B M H eCan Y, —= Y,
MOACT CAYUHTLCS, UTO HC UIMCCT MeCTO a,—>n. Eciu &y, &2, X3... — CXOAAMLASCS 110CJACL0-
BATCIBLIOCTL, MOKET CHAYUHTBLCS, UTO NMOCAELOBATCABHOCTb &y, Xy, L2, Lo, X3, L3 ... PACXOLNTCA.



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T11:25:31+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




