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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S 
KOČIN Í K V I Č í S L O 2 

O K O N V E R G E N C I I V L I N E Á R N Y C H 
P R I E S T O R O C H 

J Á N J A K U B Í K 
Katedra matematiky a deskriptívnej geometrie Vysokej školy technickej v Košiciach 

Výrazom lineárny priestor budeme označovat konvergenčný lineárny 
priestor, t. j . modul nad okruhom reálných čísel, v ktorom je definovaná kon-
vergencia ])ostupností, majúca určité vlastnosti (pozři 1.4). Nech P je lineárny 
priestor, nech (P) je modul (uvažovaný bez konvergencie) příslušný k lineár-
nemu priestoru P . Nech ^ je množina všetkých lineárnych priestorov P, , pre 
ktoré platí (P,) = (P). Ak P . , P 2 6

 s^ a ak každá postupnost { xn}, ktorá v lineár-
nom ])riestore Pj konverguje k prvku x, konverguje aj v lineárnom priestoreP 2 

k ])rvku x, budeme písať Px fg P 2 . Tým je na množině % definované čiastočné 
usporiadanie. V článku sú odvodené niektoré vlastnosti čiastočné usporiadanej 
množiny s ŝ. Ďalej sa vyšetřujú niektoré ,,patologické" vlastnosti konver­
gencie v lineárnych priestoroch. 

1. 

Najprv pripomenieme základné pojmy, ktoré sú v dalšom potřebné. E1 značí 
v ďalsom množinu všetkých reálných čísel, grécke písmena označujú prvky 
množiny Ex. 

l .L Nech M je neprázdná množina (jej prvky označujeme malými latinskými 
písmenami), nech pre TubovoTné a, b a Tuhovolne x je definovaný súčet a + b € M 
a násobok xa € M tak, ze platí 

(A) (a + b) + c = a + (b + c), a + b = b + a, 

a + x = a + y ^> x = y, 

(B) (xfi)a = x((Ja), x(a + b) = xa + xb 

(x + P) a = xa + /3a, la = a. 

Potom množinu M nazýváme modulom. 
Z vlastností (A), (B) vyplývá, že modul M obsahuje nulový prvok o, pre 

ktorý a + o = a, xo = o pre každé a 6 M, x € EL. 



1.2. Množina B C M je algebraickou bázou modulu M, eih sa hazdý prvoh 
ei G M, a + O dá vyjádři f, a to jediným spósobom, v tvare 

a = xfii + . . . + xnbn(bt € B, xĚ .b, + o, i = l,. . ., n, b^+ b7, p r e i + h) 

(pre rózne a móze byt n rózne).(Pozři [4].) 
1.3. Kazdy modul má algebraická bázu. 
D ó k a z je j e d n o d u c h ý ( t r a n s h n i t n o u i n d u k c i o u ; p o u ž í v á m e a x i ó m u vyberu) . 

Ak m o d u l M m á (aspoň jednu) k o n e č n ú bázu, hovoř íme, že M m á k o n e č n ý 
počet d imenzi í ; v opačnom p ř í p a d e hovoříme, že M m á n e k o n e č n ý počet di-
menzií . 

1.3. V Nech B je báza v M, necji B má nekonečné mnoho prvhov, nech vsethy 
prvky prostej postupnosti {xn} patria do B. Utvořme postupnost {yu} takto: y{ = 
= xx, yn = xn — x} pre n > 1. Potom existuje báza B' v M tahá, ze vsethy clenu 
postujmosti {yn} patria do B'. 

D ó k a z je j e d n o d u c h ý . 
1.4. (Pozri[ l ] .) Nech M je modul. Nech je v M definovaná honvergenciei pos­

tupností (v označení xn ---> x), pre htorá platí 

1) xn -> x => xnx —> XX. 

2) xn —> x => ocxn -> xx. 

3) xn —> x, yn —> y => xn + yn —> x + y. 

4) Ah postupnost {xn} konverguje k prvku x, potom každá jej ciastocná postup­
nost konverguje h prvku x. 

5) Postupnost nemóze konvergovat h dvom róznym prvkom. 
Modul M s takouto konvergenciou budeme volat lineárnym priestorom a ozna­

čovat znakom P (připadne s indexmi). Píšeme (P) = M. 
P o s t u p n o s t {xn} je nu lová v l ineárnom pr ies tore P, ak xn ~> o. Zre jme xn -> x 

<=> xn — x -> o. Z t o h o plynie, že konvergencia v P je j e d n o z n a č n é určená, ak je 
d a n á m n o ž i n a v š e t k ý c h p o s t u p n o s t í , k t o r é sú v l i n e á r n o m pr ies tore P nulové. 
Ak A = {an}, B = {bn}, označíme v ý r a z o m xA. + (ÍB p o s t u p n o s t , k tore j vše­
obecný člen je xan + fibn. Z n a k o m A' b u d e m e o z n a č o v a t č ias točnú p o s t u p n o s t 
p o s t u p n o s t i A. Výraz xn —>- x značí konvergenciu v l i n e á r n o m pr ies tore P , . Ak 
( P J = (P 2 ) a p la t í xn -V x < > xn - V x, považujeme l ineárně p r i e s t o r y P j , P.2 za 
t o t o ž n é . P o j e m izomorfizmu dvoch l ineárnych pr ies torov je jasný. 

1.5. NechPj, P 2 sú lineárně priestory, nech P 3 je množina všetkých dvojíc (x, //), 
x € P 3 , y € P 2 , pre ktoré je de/inovaně scítanie rovnicou (x, y) + (xl,yi) = (x -p 
+ xi> V + y) a násobok reálným číslom rovnicou x(x, y) = (KX, ccy). Definujtne 
v P 3 konvergenciu takto: (xn, yn) — • (x, y) <-> xn -V x, yn - V y. P 3 nazýváme pria-
mym súcinom priestorov Pl3 P 2 a označujeme P} X P 2 - Zrejme je P 3 lineárny 
priestor. 
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2. V Nech (PJ = (P2), nech xn ~V ,r ^> xn —>- #. Potom píšeme Pr fg P 2 abbO 

Budeme považovat za známe základné pojmy a vety z teorie čiastočne uspo-
riadaných množin (pozři [2]). N e c h P je pevné zvolený lineárny priestor, nech ty 
je množina všetkých lineámych priestorov P ř , pre ktoré platí (P,) = (P). 
Cahko sa zistí, že relácia fg, definovaná 2.1, určuje čiastocné usporiadanie 
množiny ty; všade dalej uvažujeme množinu ^ s týmto ciastočným usporiada-
ním. 

2.2 Nech ty. je neprázdná podmnožina množiny ty. V čiastocné uspořiadanom 
systetne ty existuje prvok P ( ) = inf ty . 

D o k a z. Položme xn -V x (1) vtedy a len vtedy, ked pre každé Pi G sls, plat í 
xn _v x. Lahko sa ])reverí, že konvergencia, definovaná výrazom (1), má vlast­
nosti, žiadané definíciou 1.4; nech P ( ) je příslušný lineárny priestor. Zrejme je 
P 0 ĝ PÍ ]>re každé P, € ty,. Ak P ^ Pi ])re všetky P: € tyv, potom z podmienky 
xn > .T v lineárnom priestore P vyplývá #,, -V x v každom P,. £ ty, teda xn -V x, 
P < F 

D osle dok. Množina ty má najmenší prvok; označíme ho znakom P m . Zrejme 
P„, závisí len od modulu (P). 

Naskytuje sa otázka, či sa dá konstruktivným spósobom definovat konver­
gencia v Pm. Ak příslušný modul má konečný počet dimenzií, je riešenie jed­
noduché: 

2.3. Nech B = {bj, . . ., bj je báza modulu (P). Nech 

k k 

xn = > xhlbi, x = y iXjbj. 

i--l i \ 

lyoloz))ie xn -V x (1) vtedy a len vtedy, keď (\hl -> rv.f (i = 1, . . ., k). Konvergencia 
(1) má vlastnosti ziadané v 1.4 a příslušný lineárny priestor je rovný Pm. 

Dókaz je zřejmý. 
2.4. Nech (P) = M má, nekonečný počet dimenzií. Položme xn -V x (1) vtedy 

a len vtedy, keď existuje čiastočný modul Ml modulu M tak, ze platí 1) Ml má 
konečný počet dimenzií, 2) x £ Mx, xn 6 Mx, n = 1,2, . . ., 3) ak ty} je množina 
všetkých lineárny oh priestorov P{, (P{) = Mí a PI je najmenší prvok množiny tyt, 
potom xn -~> x v lineárnom priestore P,L,. Potom konvergencia (1) vyhovuje pod-
)nienka)n definície 1.4 a příslušný lineárny priestor je rovný Pm. 

Postu]) dókazu je zřejmý. 
2.5. Nech ty{ je retázec v ty. Potom v čiastočne usporiadanom systéme ty existuje 

j)rvok PA = sup tyL. 
D ó k a z . Položme xn-+ x (1) vtedy a len vtedy,keď existuje P, € tyL taký, že 

platí xn —>- x. Lahko sa preverí, že konvergencia, definovaná vzťahom (1), vy-



hovuje podmienkam definicie 1.4; příslušný lineárny priestor označme I\ . 
Eahko sa zistí, že platí Px — sup *p.. 

2.6. Čiastocne usporiadaný systém ^ obsahuje maximálny prvok. 
Dókaz plynie z 2.5 a z Zornovej vety (])oužívame teda axiómu vyberu). Přitom 

maximálny prvok nemusí byť najváčším prvkom v s|? (pozři [2]). 
Naskytuje sa otázka (analogická k otázke vyslovcnej ])red 2.3), ako deH-

novať maximálny7 lineárny priestor ..vnútorným" spósobom (t. j . v termínoch 
konvergencie v tomto lineárnom priestore, bez toho, aby sme museli uvažovat 
všetky lineárně priestory systému s ^). 

2.7. Nutná a postačuj ú ca podmienka, aby lineárny priestor P bol maximáln-y. 
je: v lineárnom priestore P neexistuje postupnost s následujúcou vlastnosťou: 
(C)l) postupnosť {xn} je v lineárnom priestore P divergentná; 

2) každá Hneárna kombinácia, konečného poctu Čiastočných postupností postup­
nosti {xn} je v lineárnom priestore P alebo divergentná, alebo nulová. 

D ó k a z . a) Nech lineárny priestor P nie je maximálny, t. j . existuje lineárny-
priestor P x € ^ , P < P 3 . Podlá poznámky za 1.4 existuje postupnosť {xn } 
ktorá je nulová v P x a divergentná v P . Ak. {//„} je Hneárna kombinácia čiastoc-
ných postupností postupnosti {xn} a ak v P platí //„ -> y, musí platit zároveň 
yn-+yi ynJ±o, teda y = o. Vyslovená podmienka je postačujúca pre maxi-
málnost lineárneho priestoru P . 

b) Nech v lineárnom priestore P existuje postupnost {xn}, ktorá má vlastnost 
(C). Položme yn—^y (]) vtcdy a len vtedy, ked {//„} = A + B (2). pričom 
postupnosť A konverguje v lineárnom priestore P k prvku // a B je Hneárna 
kombinácia čiastočných postupností postupnosti {xn}. Modul (P) s konvergen-
ciou (1) označme Pj . Konvergenciu v P označme znakom ->. Konvergencia (1) 
má zrejme vlastnosti 1 — 4 z definície 1.4. Zostáva dokázat jednoznačnost. 

Najprv dokážeme: Ak zn >o, zn _Vz(3), potom z = o. Zo vztahu (3) totiž 
vyplývá 

zn = z] + x'n , 

kde {x[} je Hneárna kombinácia čiastočných postupností postupnosti {xn} 
a z\ ~> z. Potom by platilo 

Podlá předpokladu o postupnosti {xn} musí byť z = o. 
Predpokladajme dalej, že okrem rovnice (2) platí zároveň {y„} = AL + Bl. 

nech postupnost A} konverguje v P k prvku // , nech ])ostupnosť B3 je lineár-
nou kombináciou čiastočných postupností postupnosti {xn}. Potom postupnosť 

(A + B) - (AL + B}) = (A~ A,) + (B - B ) 

má všetky členy rovné O, teda je nulová v P, a zároveň v konvergencii (1) kon­
verguje k prvku y — y . Musí teda byť // = yL. Konvergencia (1) splňuje teda 
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vsetky vlastnosti žiadané definícou 1.4. a P x je lineárny priestor. ZrejmeP ^ P j . 
Kedze xn -V O, pJatí P < P J , teda priestor P je nie maximáin}^. 

2.8. Xech P c s}>, nech ^?(P) /C množina vsetkých P, 6 ^ , /fre ldO/r -platí 
F, < P . Množina %(P) je úplný svaz. 

D ó k a z . Nech ^ C ^ ( P ) . nech ^ je neprázdná množina. Podlá 2.2 existuje 
v čiastočne usporiadanom systéme ^ ( P ) prvok inf Xi- Nech s}?2 je množina 
vsetkých P. £ "^(P), pre ktoré P,- € ^ -=> P, íg P y . Množina sl?2 je neprázdná, 
kedze P e %. Existuje teda v %s(P) prvok P s = inf %. Zo základných vlast­
ností čiastočne usporiadai^ch systémov vyplývá, že P, — sup s}s . 

Konštrukciu lineárneho priestoru P s — sup ^ móžeme vykonat následovně 
(označenia sú rovnaké ako v predošlom): 

2.9 V lineárnom, priestore Ps, = sup s^?1 platí xn -V o vtedy a len vtedy, ked 
existuj ú lineárně priestory P{, . . ., Pk £ ^i také, ze sa postupnosť {xn} dá 

k 

vyjadriť v tvare {xn} —- y -4/(1), kde postupnosť Ai je nulová, v priestorc P. 
/ i 

(/ :•-- j . . . .. k). (Pre rozne postupnosti {x„} mozu byť příslušné čísla k roznc.) 

I) ó k a z . 
a) Nech je splněná podmienka (1). Potom zrejme xn JL^ o. 

b) Položme yn _V y vtedy a len vtedy, keď postupnost {xn} = {yn — y} sa 
dá vyjadriť v tvare (1). Podmienky 1 — 4 z defínície 1.4 sú zrejme splněné. Jed­
noznačnost zistíme takto: Nech yn J+ y, yn JL^ y'. Postupnosti {yn — y}, {yn — 
— y'} sa dajú vyjádřit v tvare (1). Kedze P^ Xi => P, ^ Ps, v lineárnom 
priestore P, platí yn — y -> o, yn — y' -> o, teda y = y'. Lineárny priestor, 
příslušný ku konvergencii yn _ ^ y označme Ps. Zrejme je Ps <̂  P s , Ps ^> P , , 
P, e X^, teda Ps =P„. 

V inej formulácii móžeme tvrdenie 2.9 vyslovit takto (s přidáním analo­
gického tvrdenia pre prenik): 

2.H) Označme znakom O(P) množinu vsetkých nulových postupností lineárneho 
priestoru P, nech ^ je neprázdná podmnožina čiastočne usporiadaného systému s$. 

a) o(inf %) = n o (P,) (P, G %), 
b) ak množina s^. je zhora ohraničená v systéme X (t- j- existuje P <E s^ tak, 

Z" P, € Xi r > l~*i á P) ^ potom O(sup X\) j e množina vsetkých postupností, ktoré sa 
n 

dajú vyjadriť v tvare\ A{, kde AL je nulová postupnosť v niektorom lineárnom 
^ i 

priestore P,, P, 6 ^ . 

Dókaz vyplývá z 2.8 a 2.9. 
Mastnost (C), zavedená v 2.7, dá sa zovšeobecniť takto: (CJ Množina postup­

ností í( — {4,-} má v lineárnom priestore P vlastnost (OJ, ked platí: 
1) každá postupnosť A; je divergentná v P, 
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2) každá lineárna kombinácia čiastočnych postupností postupností z mno­
žiny 9( je alebo divergentná, alebo nulová v P . 

2.H Nech neprázdná množina postupností S}( má v lineárnom j)riestore P vlast -
nosf (C ). Potom existuje jediný lineárny priestor P, > P, pre ktorý platí: 0(P-.) 
je množina všetkých postupností, ktoré sa dajú vyjádři f v tvare A + B, kde 
A € 0(P) a B je lineárna kombinácia Čiastočnych postupností postupností z mno­
žiny ?(. 

Dókaz existencie lineárneho priestoru Pí s uvedenou vlastnosťou sa vykoná 
rovnakou konštrukciou ako v dókaze 2.7, 1)). Jednoznačnost je zřejmá. Lineárny 
priestor Pk budeme označovat tiež znakom P(?(). 

2A2 Nech P1> P, nech W = O(P) — O(P). Množina ?( má vlastnost' (\ 
v lineárnom priestore P a platí P(íl) — P . . 

Prvé tvrdenie plynie priamo z podmienky P < P { . Dókaz druJiého tvrdenia 
vyplývá jednoduchým postu porn z predošlýeh viet. 

2.12.L Nech 9(0 je množina postupností z modulu M. Nutná a postačujúca 
podmienka, aby existoval lineárny priestor P, pre ktorý platí (P) = JI, 0(P) -----
= %,je: 

1) an -> 0 => {xn x} e %)9 2) A Z % ^ v A £ %, 
3) A, B, e % -=> A + Be %,, 4) A € íf0 => A' € íí0, 
5) xn = x + o (n = 1,2, . . . ) = > {xn} £ í(0. 

2.13. Nech m,odul (P) má nekonečný počet dimenzií. nech B = (.v,,}/,' i je 
algebraická báza modulu (P), nech Pm je minimálny prvok v ^ . Postupnost' {x,} 
má vlastnost (C) v lineárnom priestore Pm. 

D ó k a z . a) Nech postupnost A = {an} je lineárnou kombináciou čiastočnych 

i - 1 

kde {r(n, i)} je (pri pevnom i, i =• 1 ; . . ., k) rastúca postivpnosť prirodzenýcli 
čísel. Teda k libovolnému ])rirodzenému číslu N1 existuje také ])rirodzené 
číslo N2, že pre n > N2 platí r(n, i) > N1 (i = V . . ., k). 

b) Nech postupnost A = {an} je konvergentná v Pm. Potom existuje pri-
V 

)'odzené číslo N tak, že platí an = \ /j,.^.. Přitom číslo N nezávisí od /? a x, sú 
i l 

])rvky bázy B (pozři 2.4). 
c) Nech postupnost A = {a,} je konvergentná v Pm a zároveň lineárnou 

kombináciou čiastočnych postupností postupnosti {xn}. Necli AT má význam 
ako v b). Zvolme si číslo N2 > N a nájdime příslušné N2 podlá a). Pre n > N2 

musí platiť podlá a) a b) an = o, teda etn—Vo. Tým je tvrdenie dokázané. 
Lineárny priestor, zostrojený z lineárneho priestoru P,„ pomocou postup­
nosti {xn} rovnakou konštrukciou ako v 2.7 b, označme P 7 . 

2.13.L Konštrukcia z predošlého odseku sa dá použit doslovné len vtedy. 
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k e d m o d u l (P) m á s p o č í t a t e l n ú bázu. Pre m o d u l y nesplňujúce t e n t o před­
poklad móžeme predoš lý ])ostup zovšeobecniť t a k t o : 

NecJi modul (P) má neJconecný počet dimenzií, necJi B je jeJw bdza, necti 
A{ -— {xn} je prostá postupnost', Jctorej ctěny patria do B. Postupnost Ax má 
v lincárnom priestore Pnl vlastnost (C). 

D o k a ž : Nech A2 je m n o ž i n a v š e t k ý c h p r v k o v b á z y B, k t o r é nie sú členmi 
p o s t u p n o s t i A,. Ak m n o ž i n a A2 je p r á z d n a , je dókaz v y k o n a n ý v 2.13. P r e d -
pokladajme, že m n o ž i n a A2 je n e p r á z d n á . N e c h Ql (Q2) je m n o ž i n a v š e t k ý c h 
p r v k o v m o d u l u (P), k t o r é sa clajú vyjadriť a k o l ineárně k o m b i n á c i e n i e k t o r ý c h 
členov p o s t u p n o s t i Av (])rvkov m n o ž i n y A2). Zre jme Q^, Q2 sú m o d u l y a k a ž d ý 
p r v o k z e P sa dá j e d n o z n a č n é vyjadriť v t v a r e zk -f- z2, zLG Q ,z2č Q2. U t v o ř m e 
l ineárny ])riestor (Q2) . a l ineárny })riestor (Q)j konš t rukc iou ako v 2.13 (po-
mocou p o s t u p n o s t i A-,). Položme ztl—^z(\) v t e d y a len v t e d y , k e d 

zn - z\ -f z:, z\ X z\ z':=l z\ z = zx + z\ 

Kaliko sa zistí. že podmienky 1—5 z deíinície 1.4 sú splněné [a že př ís lušný 
l ineárny pr ies tor je izomorfný s l i n e á r n y m ])riestorom (Q )y X (Q2),J- Z tolio 
vyplývá, že p o s t u p n o s t A, m á v l ineárnom pr ies tore P/(, v las tnos t (C). 

2.14. NecJi modul (P) má neJconecný počet dimenzií. Potom počet maximál-
uych prvJcov ciastocne usporiadanéJio systému ty je vácší alebo rovný ako c. 

I) 6 k a z : 
a) P r e d p o k l a d a j m e , že m o d u l (V) m á s p o č í t a t e l n ú bázu {x.n}. ZvoFme 

si rubovoFné číslo v 4 0 a položme x\ = •yx1, x, = xn p r e n = 2, 3, . . . ; 
p o t o m {;*:,} je zrejme tiež báza m o d u l u (P). U v a ž u j m e p o s t u p n o s t {y,,}, zo­
stří >jenú z pos tupnos t i {x/} konš t rukc iou p o d l á 1.3.1. P o d l á 2.13 p o s t u p n o s t 
{//„} má v lastnost (C) v l ineárnom pr ies tore Pm. U t v o ř m e l ineárny pr ies tor 

Pu > P,„. v k t o r o m yn > o. K e d ž e pre n >: 2 yn = x, — :\ = xn — xxx, p la t í 
v l ineárnom priestore Pa xn -> \xL. 

b) Ak báza m o d u l u (P) je n e k o n e č n á a nie je spočítateFná, použi jeme k do­
kážu analogický postu]) opierajúci sa o t v r d e n i e 2.13.F 

2.15. Svaz ty(P) je modulárny. 
. D ó k a z . PredpokLuia jme, že by navzájom rózne p r v k y P , č ty(P) (i = V — 5) 

holi č iastočne uspor iadané t a k , že 

1\ nl\ = 1\ n P4 = P-, P2 u P4 = P3 u P4 = 1\, 1\ < P,. 

O z n a č m e z n a k o m A, p o s t u p n o s t , k t o r á je n u l o v á v P, (i = \, . . ., 5). P o d l á 
2.!) k a ž d á p o s t u p n o s t ATi sa d á vyjadriť v t v a r e A-0 = A3 -\- Ax (1) a zá­
roveň v t v a r e A7) = A2 -f- A\ (2). (A o p a č n é , k a ž d á p o s t u p n o s t , k t o r á sa dá 
vyjadriť v t v a r e A% -\~ Ax a lebo v t v a r e A 2

J
r A i , je n u l o v á v P 5 . ) Z t o h o 

plynie A:) = A2 -)- (A\ — A4) (3). N e c h í í 0 je m n o ž i n a v š e t k ý c h p o s t u p n o s t í 
A] A\ — A,, k d e A\, A{ v y h o v u j ú rovnic iam 1,2 p r e v h o d n é A2, A:i, Afi. 
Ak k a ž d á postu])nosť Á\ p a t ř í do O (P ) , p o t o m p o d l á rovnice (3) P2 = Pu 
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co je spor s predpokladom. Predpokladajme, že nie všetky^ postupnosti A[ 
patria do O (P l ). Eahko sa zistí, že množina 9(0 má vlastnosti žiadané v 2A2.F, 
označme P 6 = P (9Í0). Zrejme je potom P Í < P 6 g P 4 . Z rovnice A3 — A2 = A 
vyplývá [keďže 1'avá strana patří do O (P3)] P 6 Ŝ P 3 , teda P3 n P± ^ P 6 > P x , 
čo je spor s predpokladom. 

2.16. Na príkladoch sa dá dokázat, ze svaz ^ (P) je nie distributívny. 

:). 

V tomto odseku vyšetříme niektoré , .patologické" vlastnosti konvergencie 
definovanej v 1.4, t. j . také vlastnosti, ktoré sa nevyskytujú ]>ri konvergencii 
v Ei. Uvažujme o platnosti nasledujúcich výrokov o konvergencii v lineárnom 
priestore P : 

6) ocn -> v, xn —> x => anxn - > ocx. 

7) x 4= o, (xnx —>• (xx => i%n - - x. 
8) Ak xn -> x, yn ->ÍC a ak každý člen postupnosti {z,} je členem postup­

nosti {.~J alebo {Í/,,}, potom zn -+x. 
3.L Nech, Pj má rovnaký význam oko v 2.13. Nech {%,} je prostá nulová po­

stupnost. Postupnost {ocnx,} je divergentná v P 7 . 
D ó k a z . Nepriamo. Predpokladajme, že by sa táto postupnost dala vyjadriť 

v tvare 
{xnx,} = A0 + A, 

kde A0 je konvergentná postupnosť v Pm a A jelineámakombiiiáciačiastočných 
postupností postupnosti {xn}. Myslíme si členy 1'avej i právej strany vyjádřené 
pomocou bázy B. Podlá 2.4 existuje také prirodzené číslo N, že všetky členy 
postupnosti A0 sú lineárně kombinácie prvkov x_, . . ., xN . Množina koeficientov 
prvkov xN.vl, . .. na právej straně rovnice je konečná; množina týchto koeficien­
tov prvkov na 1'avej straně je nekonečná, čím sme dospěli k sporu a tvrdenie 
je dokázané. 

3.2. Predošlý příklad ukazuje, že podmienka 6 vo všeobecnosti pre lineárně 
priestory neplatí. Lahko sa zistí, že podmienka 6 platí pre normované lineárně 
priestory. V práci [3] je dokázané, že podmienka 6 platí aj pre všeobecnejšiu 
triedu lineárnych priestorov, označovánu v citovanej práci ako priestory B{). 

3.3 Nech x je reálné číslo, x > 1, nech N je konečná množina reálných Čísel. 
0 £ N, nech k je prirodzené Číslo. Nech {a,} je postupnost, ktorej každý clen sa­
da vyjádřit v tvare 

an = S (x{:n xr^'l), (1) 

pričom, sumaČné znamienko sa vztahuje na, i = 1, . . ., k a platí: 
1) (x{;'] e N (i = 1, . . ., k, n - 1. 2, . . . ) , 
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2) {r (n, i)}™ i je rastů ca postupnosf prirodzených čísel (i = 1, . . ., k). Potom 
postupnosf {an} je alebo divergentná, alebo nulová. 

I)oka z. Pre k = I je správnost tvrdenia zřejmá. Predpokladajme, že naše 
tvrdenie je dokázané pre 1, . . ., k — 1. Predpokladajme, že postupnost {an} 
je konvergentná. Skupiny členov za sumačným znamienkom v rovnici (1), 
ktoré sa navzájom rušia, vynechajme. 

a) Ak po vynechaní dostáváme nekonečné mnoho indexov n, pre ktoré je 
za sumačným znamienkom menej ako k členov, 1'ahko sa zistí, že podlá in-
dukčného předpokladu musí byť an ->í). 

b) V o])ačnom případe sa dá z postupnosti (1) vybrať čiastočná postupnost 
tak že sa nijaké skupiny členov za sumačnými znamienkami nerušia. Ďalej 
vyšetřujeme tuto čiastočnú postupnost. Označme 

nf = min /• (w, i) (i — V . . ., k), r (n, i) — n' — m (n, i). (2) 

Potom 
aHx '" = (2 vl'0 <&"'<"-''> + xn) -> 0, (3) 

kde sumácia sa vztahuje na členy, pre ktore m (n, i) > 0 a xn je súčet tých koe-
íicientov x)"\ pre ktoré m (n, i) = 0. Nech kL je najmenšie celé nezáporné číslo, 
pre ktoré platí: z postupnosti (3) sa dá vybrať čiastočná postupnost, v ktorej 
každé sumačně znamienko zahrnuje presne k2 nenulových sčítancov. V ďalsom 
uvažujeme o takýmto spósobom vybranej čiastočnej postupnosti a ponechá­
váme pre nu označenie (3). Z tejto postupnosti vyberáme ďalšie čiastočná 
])ostu])nosti následovně: 

1) Ak je postupnost ni (?i, 1) ohraničená (neohraniČená), vyberieme z postup­
nosti (3) čiastočnú postupnost tak, aby příslušná čiastočná postupnost postup­
nosti m (n, 1) bola stacionárna (rastúca), 2) v získanej postupnosti vykonáme 
to isté pre m (n, 2), ...,kA) v získanej postupnosti vykonáme to isté pre 
n} (/?, k\). Dostáváme postupnost tvaru 

v d " ) x»<»><) + {jn _+0 (4) 

v ktorej sumačně znamienko zahrnuje k2 členov, 0 :g k2 :g kL rgk — 1 a platí 
1) ak i — l, ...,k2, ])otom m (n,i) ->oo, 2) množina všetkých čísel fin je 
konečná a neobsahuje nulu (ak fin — 0, niektoré členy za sumačným znamien­
kom v póvodnej postupnosti by sa rušili, čo je spor s predpokladom). Z postup­
nosti (4) vyberme čiastočnú postupnost tak, aby příslušná čiastočná postup­
nost {/-)„} bola stacionárna: ftn = /]. Podlá predošlého je /3 =}= 0. Ak k2 = 0, 
dostáváme /in = /i 4= ̂  fí» ~> 0, čo je nie možné. Ak k2 > 0, vyplývá zo (4) 

V ^ xM*,i) _> „ p + Q 

pričom sumačně znamienko na lávej straně zahrnuje k2 členov, k2 < k a pří­
slušná postupnost vyhovuje predpokladom dokazovanej vety. Podlá indukč-

r. Matemalicko-fyzikálny časopis SAV, VI, 2 — 1950 ()f) 



n é h o p ř e d p o k l a d u musí byť ji = 0, čím sme dospěli ku sporu. P ř í p a d b) t e d a 
n e m ó ž e n a s t a ť . T ý m je dókaz v y k o n a n ý . 

O z n a č m e z n a k o m ^ m n o ž i n u vše tkých l ineárnych ])riestorov P , , pre ktoré* 
p l a t í (P,) — E],; konvergenciu v P , označme xn-^x, ,,obvyklú*' konvergen-
ciu v E1 z n a k o m xn -> x; př ís lušný l ineárny pr iestor s t a k o u t o (obyčajnou) 
konvergenciou označme P ( ) . Zřejmé p l a t í : 

3.4. Lineárny priestor P 0 je minimálny v s^. 
3.5. Lineárny priestor P 0 jv nie maximálny v ^ . 
D ó k a z . N e c h x £ P 0 , x > I. Postu])nosť {x"} m á v P 0 p o d l á 3.3 v las tnost f ' . 

T ý m je p o d l á 2.6 tv rdenie dokázané . 
N e c h P j je př í s lušný l ineárny priestor, v k t o r o m #"-V0, zostrojený p o d l á 2.7 

(dókaz, časť b) z l ineárneho priestoru P ( ) pomocou p o s t u p n o s t i {x"}. 
3.6. Vlastnost' 7 vo všeobecnosti pre lineárně priestory neplatí (ani pre prie­

stor y, klových modul má konečný počet dimenzií). 
D ó k a z . U v a ž u j m e pr ies tor P1 def inovaný v 3.5. P l a t í x" . 1 - V 0 . 1 . ne­

plat í však xn -> 0. 

3.7. Vlastnost 7 vyplývá z vlastnosti (i. 
D ó k a z . N e c h l ineárny pr ies tor P (s konvergenciou, o z n a č o v a n o u xn -> x) 

n e m á v las tnost 7. Exi s tu je t e d a p o s t u p n o s t {xn} a prvok x G P , x 4= ^ t a k ý . že 
xitx -> xx a ne])latí xn -> x. O z n a č m e ftn = xn — x. J e t e d a jjnx >O, a nep la t í 
ftn -> 0. Z ])ostupnost i {/?J sa dá v y b r a t alebo č ias točná p o s t u p n o s t {/i,'}, 
fi'n —> c =H 0, alebo č iastočná p o s t u p n o s t {/>,?}, | / ? , " | - ^ o o . V prvom p ř í p a d e 
p la t í (í'nx -> cx ^ o, čo je spor s p r e d p o k l a d o m . V d r u h o m ])rípade p la t í 
(ftl) 1 ~> 0, [í"„x ->o, ale p o s t u p n o s t (/?,',)~ l fi"„x = x je nie nulová, t e d a l ineárny 
pr ies tor P nesplňuje v las tnost 6. 

E a h k o sa dokáže správnos t t v r d e n i a : 
3.8. Minimálny lineárny priestor Pm má vlastnost' 6) a 7). Maximálny lineárny 

priestor nemá vlastnost' 7). 
3.9. N e c h Pj m á r o v n a k ý význam ako v 2A 3 .Postupnost xl7 x^. x2. x2. x:]. 

;r3, . . . (1) je d i v e r g e n t n á v F,. 
D ó k a z . P r e d p o k l a d a j m e , že p o s t u p n o s t (1) je k o n v e r g e n t n á v P[. O z n a č m e 

jej všeobecný člen z n a k o m yn. P o t o m pla t í 

yn = < + xU (-'-) 

kde {x)} je k o n v e r g e n t n á p o s t u p n o s t v i } „ a {xf} je Hneárna k o m b i n á c i a čiastoč-
n ý c h p o s t u p n o s t í p o s t u p n o s t i {x,}. Myslíme si p r a v ú i l'avú s t r a n u rovnice (2) 
vy jádřenu p o m o c o u bázy B {xn}. Ex i s tu je pr i rodzené číslo Nl t a k , že v š e t k y 
členy p o s t u p n o s t i {#,,} sú lineárně kombinác ie ])rvkov xY, . . . , xXi. Vo vyjád­
ření p r v k u x'i pomocou prvko v bázy B v y s t u p u j ú len členy x;, i g/ n. Zvol ine 
si číslo n > N±. 

V rovnici 
i i '2 

y.lv = x2n + x:ln 
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je lává strana rovná xn, pravá strana je lineárnou kombináciou prvkov 
xl9 . . ., xNí (N! < n) a niektorých prvkov x-t, i ^ 2n, čím sme dospěli ku 
sporu. 

D ó s l e d o k . Vlastnost 8 vo všeobecnosti pre lineárně priestory neplatí. 
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О С Х О Д И М О С Т И В Л И Н Е Й Н Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В А Х 

Я Н Я К У Б И К 

В ы в о д ы 

Пусть V! — кольцо всех вещественных чисел, пусть М — модуль (линейная система) 

над кольцом Е ь Линейное пространство мы определпми как в Книге [1]. Если Р — линей­

ное пространство, соответствующую линейную систему (в которой не рассматривается 

сходимость) мы обозначим через ( Р ) . Пусть ^ — множество всех линейных пространств 

Р,, для которых имеет место (Р.) = М. Если Р ь Р 2 е ^ и если каждая последователь­

ность {.г,,}, которая в линейном пространстве Р. сходится к элементу х, в линейном про­

странстве Р 2 тоже сходится к элементу х; мы пишем Р1 ̂  Р 2 . Этим мы определили ча­

стичное упорядочение множества ^ . В работе доказываются некоторые свойства частично 

упорядоченного множества ^ ; далее рассматриваются некоторые „патологические" свой­

ства сходимости в линейных пространствах. Некоторые результаты: 

Множество ^ содержит наименьший элемент Р„ и (хоть один) максимальный эле­

мент Р„.. Дано и более конструктивное определение линейных пространств Р 0 , Рт. 

Ел* л и модуль М имеет бесконечную размерность, тогда множество всех максимальных 

элементов Р,„ в ^ имеет мощность большую пли равную с (с — мощность контину­

ума). Если Р е Ч>, мы обозначим через ^ (Р) множество всех Р, е '}>, для которых 

1\ < Р. Тогда ц}> (Р) является дедекиндовой структурой. Пусть х, хп е М, а, а„ е Е.. 

На примерах доказывается: Если а„—>~а.,хп—>-х, может случиться, что последователь­

ность {\„.*-'.!} расходится. Если х не является нулевым элементом в М и если ч п а;—• \х, 

можег случиться, что не имеет место а,4—>-(\. Если х\, х2, хз. . . — сходящаяся последо­

вательность, может случиться, что последовательность х\, Х\. х2, х<2, хз, Хз. . . расходится. 
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