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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. VI. { — 1136

O OBRATENYCH ULOHACH STURMOVHO TYPL

JAN HORVATH

Katedra matematiky Slovenskej vvsokej fkoly techinickej v Bratislave

§1. Cvod

V" poslednych rokoch vznikol cely rad novyeh prac v suvislosti = istou tdohou
teorie kmitov Sturmovyeh svstémov a Glohami bezprostredne na nu nad
viizujaeimi. Tedria kmitov Sturmovyeh systémov vznikla este v minulom
storo¢i. Vvehadzalo sa pri nej z jednoduchej fyzikalnej ilohy - kmitania nite
2 konednym poctom hmotnych bodov. Matematické vysetrovanie tejto tlohy
zmamenalo objavenie celého radu vyznacényeh faktov. Napr. dokaz redlnosti
korenov sekularnej rovnice symetrickej matice. vypracovanie tedrie Jakobiho
foriem, ako aj tedrin redukeie kvadratickej formy na kinonicky tvar. Ostatne
to bola prvd oha na vyvdetrovanic malyveh kmitov svstému s » stupinami vol-
nosti. Ulohou sa zaoberali mnohi vyznacni matematici ako napr. d’Alembert.
D. Bernoulli. Lagrange a ini.

Sam (. Sturm, podla ktorého bola neskor teoria nazvana. objavil pri vy
Setrovani tejto wohy celyv vad visledkov 7z vvadej algebry a tedrie diferencidl
nyveh rovnie.

Ako sa ukdzalo neskor. tedria Sturmovyceh systémov mala hohat¢ aplikdcie
tak v roznyeh oblastiach mechaniky (teoria pozdiznyveh a torznyeh kmitoy
najroznejsich mechanizmov. teoria plynov a kvapalin v potrubiach). ako ]
v elektrotechnike (tedria elektrickych filtrov).

Bezprostrednym  zovicobeenovanim  tejto tlohy boli problémy. ktord
vznikli v pripade spojite rozlozenyceh parametrov svstému -- kmitanie stran.
tvet, pruzin, membran. dosick. torznveh kmitov hriadelov. kmitanie vzduchu
v orezonatoroch i tedria elektrickyeh kmitov vo vedeniach.

Vietky tieto tilohy. ako sa ukdzalo. viedli v podstate k Sturm — Liouvillove]
(lohe urdéenia charakteristickyveh hodnot a funkeii.

Z matematického hladiska islo v prvom pripade o riesenie systému obyeaj-
nyceh diferencidlnych  rovnic s prislusnymi - pociatocnymi - podmienkami.
Vo druhom pripade islo o riesenie parcialnej diferencidilnej rovnice = hraniec-
nymi a podiatoénymi podmienkami. Pri tomto rieseni slo vzdy o urcenic
frekvencii vlastnych kmitov prislusného svstému na zaklade danyeh diferen
cialnyeh rovnic a podmienok.
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Na aplne novy typ @oh narazime. ak sa pokisime poslednt alohu obrtit.
Uvazujme napr. isty  tvp skleronémneho  konzervativineho mechanického
svstému. xehopného konat malé kmity okolo rovnovdznej polohy. Nech je
dand postupnost kladnyeh ¢siel:

Pre Do Py P

konecna alebo i nekoneénd. Voposlednom pripade budeme navyie o tejto
postupnosti predpokladat. ze jej asvmptotické chovanie nie je Tubovolné. ale
splnuje isté vhodné podmienky. zavislé od typu mechanick¢ho  systému
(struna. membrana atd.). Uloha znie: Treba najst taky svstém daného typu.
ktorého viastné frekvencie budi tvorit prave tato postupnost.

Prave tak ako klasicka tedria kmitoyv Sturmovyeh systémov vivsla z fyzikal-
nej problematiky aj obridfend Gloha sa objavila pri rieseni roznyveh aloh
7. klasickej 1 kvantovej fyziky. V onasledujicom odseku sa preto pokisime dat
kratky prehlad o tyehto dlohdch a pre tie najjednoduchiie otazky podat
priamo tvzikalne pozadice problému.

Zmyslom celej prace je podat jednak uceleny a sebestacny prehlad o do
sinhnutyeh vvsledkoeh. jednak spresnit formulaciu radu znamych vysledkoy.
Metoda podania je na niektorveh miestach nova. Vopredlozenej - pryej
casti prace  vystacime  ozhruba povedand s algebraickymi pomockami.
Problémy vyzadujiuee pomocky z funkcionalnej analyvzy buda predmetom

dalsej price.

§ 2. Fryzikialna problematika vediaea k ohratenej dlohe

Prvé prace. v ktorveh bola formulovanad obratena toha. vivsla z klasickej me-
chaniky. Voprvom rade islo o alohu malyeh priecnyveh kimitov struny. Takto
provieat postavil dlohu VoA Ambarcumjan |, hoei uz predtym mozno
ndjst nabehy k podobnému formulovaniu problému v pracach 1. 1. Tneehof 2|
ZoMavkovica 3] aj W. Mothwurta |[4].

Riczenim obratenej alohy pre linedrne pruzné kontinuun sa zaoberal vy -
nacny 2ovietsky matematik M. G Krejn v celom rade prac |5 —=[10]. v kto
rveh dosiahol pozoruhodndé vvsledky.

KNEsickds mechanika. ako sme uviedli. nebola jedinym vychodiskom pre
obratent alohu. Ty rade problémoy kvantovej mechaniky mozno dojst k obra-
tenej tlohe. Ako je zndune. spektralna analyza diferencidlnyeh operatorov je
zakladnym matematickym apardatom pri rieseni mnohyceh dloh 7z kvantovej
mechaniky. Preto je velmi privodzend postavit i tu obratenn dlohu - 7 da-
ncho spektra viastnyveh hodnot wréit viastnosti prislusného diferenciddneho
operdtora. Pritom treba poznamenat. ze takto formulovana (loha nadobida
votejto oblasti zviAastny vyznam, a to tvm. ze obvykle je najpristupnejsic
experimentilnemu vysetrovanin prislusné spektrum dancého objektu. Ako pri-
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klad mozno uviest vysetrovanie charakteru jadrovyeh < z daného spektya
energetickyeh hladin. alebo Glohy spojené s vysetrovanim viastnosti krvstalo-
vej mriezky 7z prislusného encrgetického spektra.

7 tohto vsetkého vysvita. Ze mozno formulovat viacero roznyveh tyvpov
obratenveh tloh. Poktsime sa preto v dalsom podat formuliciu niektorveh
jednoduchych fyzikilnyeh Gloh. ¢o poskyvtne dost ndzorny prehlad o voznyveh
druhoch obratenyeh uloh.

Najjednoduchsi tyvp obratenej dlohy dostaneme. ak budeme uvazovat do-
konale ohybna pruzni nit. nesticu » hmotnyeh bodov.

Uloha 1. Nech je dand dokonale ohyvbna pruznd nit. nestcea » hmotnyveh
hodov. Sposob upevnenia koncov nite je dany. Zndima je aj dizka nite 1. ako aj
sila T, ktorou je nit roztahovand. Pre tato nif je dand postupnost » kladnyeh
Cisiel:

0 P S P, -

Treba najst velkoxt jednotlivyeh hmotnyeh bodov. ako aj ich rozlozenie tak.
abyv frekvencie vlastnyveh malveh prieényveh kmitov nite tvorili uvedenn
postupnost. V pripade. ze tloha nemd jednoznacné riesenie. treba ndajst pod-
mienky zarucujuce jednoznacnost.

Poznamka: Pri formulacii uvedenej tlohy sme predpokladali. Ze v pripade
systému pozostavajiuceho z o hmotnyeh bodov s » stupnami volnosti ma
spektrum jeho vlastnyeh kmitov n frekvencii. » navzijom roznyeh kladnych
¢isiel. To, pravda, nemusi vady platit. Ako je zname. napr. dloha o malych
torznych kmitoch n zotrvacénikov ulozenych na pruznom hriadeli. ktory ma
zanedbatelne mali hmotu o pritom je na oboch koncoch volny. ddava len
n-1 frekvencii (navzajom roznych kladnych disiel). Okrem toho sme pred-
pokladali, Ze systém, ktorého spektrum pozostava z n frekvencii. obsahuje
n diskrétne rozloZzenych hmaot. Ani to nemusi vzdy platit. ako plynie uz z uve-
deného prikladu malych torznych kmitov hriadela so zotrvacnikmi.

Na podobnt tlohu ako tGloha I narazime. ak miesto nite - jednorozimer-
ného utvaru — budeme uvazovat dvojrozmerny — dokonale ohybna pruznn
membranu o zanedbatelnej hmote s bodove rozlozenou hmotou,

Uloha 2. Dand je dokonale ohybni. pruznia membrana o zanedbateine]
hmote, nestica » hmotnych bodov. Tvar membrany. ako aj sposob upevnenia
okraja je znamy. Napitic 7' je dané. Okrem toho je dand postupnost » klad
nych disiel:

N

Ulohou je ndjst velkost jednotlivyeh hmotnyveh bodov. ich rozlozenie na
membrane. tak aby frekvencie viastnyveh malych priecnyeh kmitov holi rovne
danej postupnosti kladnyeh déisiel. a sudasne vizetrit podmienky pre jedno
znacnost riesenia.

V' oboch tyehto prikladoch islo o wréenie velkosti a rozlozenia v hmotnyeh
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hodov nespojite rozlozenej hmoty. Vznika. prirodzene. otdzka. ¢o sa stane.
ak namiesto koneeného poétu hmotnych bodov budeme predpokladat spocetne
mnoho hmotnyeh bodov. alebo pripadne spojité rozlozenie hmoty. vesp.
kombinaciu oboch moznosti diskrétneho i spojitého rozlozenia hmoty. Hoci
formulicia takto postavenych fyzikalnych tloh bude skoro doslovnym opako-
vanim prvych dvoch tloh. v metédach viesenia a vo visledkoch sa buda oba
pripady zasadne lisif.

Predovsetkym treba poznamenat. ze kym v prvom pripade islo o systém
= koneénym podétom stuptiov volnosti. teraz pojde o systémy s nekonecne
mnoho stupniami volnosti. Bezprostrednym dasledkom toho bude. Ze miesto
konednej postupnosti dostaneme nekonecntt postupnost frekvencii viastnych
kmitov. Na zaklade prvych dvoch tloh by sa dalo ¢akat. ze pre Tubovolne ne-
konedne rasticu postupnost kladnyceh ¢isiel hbude vidy existovat taky systém.
ktorého frekvencie viastnych kmitov tvoria uvedent postupnost. Nie je to
vsak tak. Uz v pripade spojitého rozlozenia hmoty kmitavého systému do-
kiazal Liouville pre niektoré Specidlne pripady asvmptotické vztahy pre cho-
vanie sa postupnosti frekveneii viastnych kmitov. Pozri R. Courant, D. Hil-
bert | 12]. Pretopriformuldceii vietkych dalsich aloh budeme viade najpry pred-
pokladat. Ze danda postupnost kladnych ¢isiel splinje vietky nutné pod-
mienky na to. aby mohla tvorit postupnost frekvencii viastnych kmitov
uvazovancho systému. Neskdor pri podrobnejsom rozbore jednotlivych tloh
uvedieme tieto podmienky pre kazda alohu zvlast.!

i

(5] e
0

kde 2, st okrem konstanty tmernosti frekvencie viastnych kmitov struny (konstanta
dmernosti je evehlost pricencho vinenia v strune), £ je dizka strany a o(e) je linedrna
hustota struny. Pozri R. Courant, D. Hilbert [ 12].

Uloha 3. Dand je struna o dizke [, roztahovana silow 7.« Tubovolnym
rozlozeninm hmoty (t. j. tak spojitym. ako aj diskrétnym). Sposobh upevnenia jej
koncov je zndmy. Nech

0 TN I T

v

je nekonecnd postupnost. kladnyeh éisiel. majiea uz spomenuté viastnosti.
Treba najst strunu s takym rozlozenim hmoty. aby frekvencie jej viastnych
malveh prie¢nyeh kmitov tvorili uvedent postupnost. V opripade viacznacncého
riesenia mame ndajst podmienky jednoznadnosti.

Nkoro doslovnym zopakovanim formuliacie flohy 2 dostaneme nasledujineu
alohu 4.

oAby sme ozrejmili uz teraz, o aké podmienky ide, pripomenme, ze je zndme, napr.
7o pre viastndé kmity nechomogénnej struny so spojite rozlozenou hmotou plati:
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Uloha 4. Nech je dana dokonale ohybnd pruznid membrana s Tubovolnym
rozlozenim hmoty. Tvar membrany a sposob upevnenia jej okraja je zndamy.
Napitie membrany je 7. Danad je postupnost kladnyceh céisiel:

Oy -y R
ktora sphiuje uvedené poziadavky. Ulohou je najst membranu s takym roz
lozenim hmoty. aby postupnost frekvencii jej malveh priecnyveh kmitov tvo
rila uvedentt postupnost. Treba ndjst podmienky jednoznacnosti riesenia.

Ulohy -4 boli formulované pomocou jednoduchyeh mechanickyveh ob
jektov. Prave tak dobre ich mozno formulovaf na zaklade prishisnyeh pojmaon
7 teorie torznych kmitov hrindelov. z tedrie elektrickych kmitoyv v ¢lankovyeh
vedeniach, pripadne v dIhyeh vedeniach alebo 7z tedrie pozdiznyeh kmitov pl
nov a kvapalin v potrubiach.

Napr. ak by sme cheeli alohu 1 formulovat pomocou pojmov z tedrie elek
trickyveh kmitov. stac¢ilo by zamenit hmotny bod idealnon indukenoston
a jednothivé aseky nite odpovedajtcimi kapacitami zapojenyvini tak. abyv tvo
rili retazee premosteny indukénostami,

Na rozdiel od dosial uvazovanyveh dloh. ktord =a L3l predovietkym tyn.
ze v pryvveh dvoeh islo o sistavy so ststredenyimi parametrami. kv v posled-
nyveh dvoch o sistavy = Tubovolne rozlozenymi parametrami. mozno urobit
dalsie zovieobecnovanic ohrdtenyeh dloh tak. ze budeme uvazovat syv=témy
s Tubovolne rozlozenymi parametrami vyssich typove Pod mechanickymi
svstémami vvesich typov hudeme rozumiet systémye pre ktord diferenciidina
roviicae malyeh kmitov je radu vyssicho ako druhidho. Dostaneme  takto
i obratené tlohy vyssich (y pov.

Pre jednoduchost sa opif obmedzime na formulovanie tyehto aloh na za
klade mechanickych predstav. Na to stact zamenit v poslednyeh dvoceh dlohach
strunu tyéon a miesto membrany uvazovat dosku.

Uloha 5. Dand je tenkd proznd tve konstantného pricvezn .o dizke 1= Tubo-
volnym rozlozenim hmoty, Tvar pricrezu a sposoh upevnenia koncov tyee je
namy. Nech

0 R 7 S /S
j¢ nekonedna postupnost kladnyeh ¢siel. vvhovujiiea istym spominanym pod-
mienkam. Treba ndjst tve s takyvm rozlozenim hmoty (za predpokladu. ze modul
pruznosti v fahu £ je nezavisly od prislusného rozloZenia himoty a je kon-
Stantny), aby frekvencie jej viastnyeh malyeh priccnyeh kmitov tvorili uvedenn
postupnost. Treba najst podmienky pre jednoznacnost riesenia.

Podobna Gloha pre dyvojrozmerny pripad je dloha 6.

Utoha 6. Nech je dand prozng tenka doska o kondtantnej hitibke 4. = Tubo
volnym rozlozenim hmoty. Tvar dosky, ako aj hranicné podmienky dosky =u
zname. Nech je okrem toho dana postupnost kladnyeh cisiel:

0 Py e s DL
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ktord spinuje este dalsie. uz spominané podmienky. Za predpokladu. 7e
clastické viastnosti materidlu dosky. charakterizované modulom pruznosti
v tahu £ a Poissonovou konstantou me. s nezavislé od rozlozenia hmoty a s
konstantné. treba ndjst dosku s takyvni rozlozenim hmoty. aby frekvencie jej
viastnyeh malyveh prieényeh kmitov tvorili uvedentt postupnost. Vo pripade
viaeznacnosti riesenia. treba najst podmienky zarucujice jednoznacnost.

7 tohto kriatkeho prehladu vidno. ze existuji jednak obratend alohy pre
sistavy s konednym stupnom volnosti. jednak Glohy pre ststavy s nekonecne
muoho stupniami volnosti. Ulohu patriacu k prvému drohu dloh budeme
nazyvat  obrdtenow  Sturmovow  ailohow. kym o v drahom  pripade  budeme
hovorit o obrdtenej Sturm - Liowecillovej ailohe. Pri tejto tlohe budeme rozliso-
val aj rad ulohy. pricom rad obratenej Glohy bude radom prislusného dife
rencialneho operatora. Ako vidno. mozno uvazovat jednorozmerné ioviac
rozmerné obratend Glohy. Tvm viak celkova klasifikicia obriatenyeh wloh nie
je vveerpana. Priokazdej obratenej alohe sme zvIddt zdoraznovali otdzku
Jjednoznacnosti viesenia. DA sa totiz Tahko ukdzaf. ze vietky takto formulo
vand obratené alohy wie sii jednoznacné. Pryvy nato upozornil N Lievinson | 13].
Preto v dalsich pracach sa hTadali nutné. resp. postacujice podmienky na to,
aby dloha bola jednoznacna. Ako sa ukazuje. je mozné zarucit jednoznacnost
ricsenia obratenyeh tloh viacervmi sposobmi. ¢o ma za nasledok rozne formu-
lacie tej iste] obratenej ulohy. Medzi prvymi. ktori riesili tieto otazky. treba
spomentf uz uvedeného N Levinsona. dalej V. AL Marcenka |14].
G Borga [15] Lo A Cudova [17]. ako aj uz spominaného M. G Krejna
|5, 6. 1.

Medzi obratenou Sturmovou tlohou a obrdtenou Sturm - Liouvillovou
tlohou nie je len formdalny rozdiel. ako by sa na prvy pohlad mohlo zdaf.
Tak vo vysledkoch. ako i v metddach riesenia je zasadny rvozdiel. Pryvi 7 nich
mozno riesit veelku algebraicky, kym druha z nich vyvzaduje metody funkeio-
nalnej analyvzy.

7 tohto dovodu sa budeme zaoberat v prvej ¢asti prace. ako sme uz po
znamenali. obratenou Sturmovou dlohou a v druhej casti venujeme pozornost

obratenej Sturm - Liouvillovej tlohe.
§ 3. Vseobeend formulidcia Sturmovej dlohy
Prvonez by sme prikrocili k matematickej formuliacii obratenej Sturmovej
Glohy. uvedieme =i naxledujicu definiciu:
Detinicia 3.b. Wechaniclg systém budeme wazgoal Starmovigm systénon . al
Leancticla a polencialnu energin tolilo systénae mo<no vyjadril ¢ teare

" ” 7|

/ J’ :rl,(/f 22/;,4/,(/, L
O i i

b0 (G 1.2 o0 1)
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t.j. kinetickd energia neobsahuje saéiny roznyeh zovseobecnenveh ryehlosti
a potencidlna energia je normalna Jakobiho forma.

Pozniamka 1.V definicii 3.1 sa o normalnej Jakobiho tforme pre potencialnn
energiu ni¢ viac nepredpoklada. V tejto praci budeme viak viade v dalsom
predpokladat, ze kvadraticka forma pre potencidlnu energin 7 je pozitivine
definitna.

Poznamka 2. Koeficienty «,. b, ¢; z definicie 3.1 st urcendé jednak vlast-
nostami prisluiného mechanického systému, jednak volbou zovseobecnenych
siwradnic. Odhliadnue od tejto poslednej skutoénosti st koeficienty ;. 0, zd-
vislé od formy vizieb v danom systéme. kym koeficienty ¢,
kostami hmot w; prislusnyeh hmotnyeh bodov. (Medzi ¢, o wm, plati totiz
svstém n linedrnyeh rovnic.) Co sa tyka koeficientov .. b, je situdcia pod-

i

surcéend vel-

statne zlozitejSia. pretoze st zavislé od vazieb v systéme. o teda koniee koncov
st funkciami poléh jednotlivyeh hmotnyceh bodov. Tato zavislost moze byt
velmi rozneho charakteru. V jednoduchych pripadoch mézeme pomerne Tahko
wrdéit zo znalosti «, . b, priamo polohu jednotlivyeh hmotnych bodov. V zlozi-
tvch pripadoch dostavame algebraicky. pripadne transcendentny syvstém
rovinic pre nezname stradnice. uréujiice polohu hmotnych bodov v syvstéme.
O tomto systéme budeme viade v dalsom predpokladat. Ze je viesitelny. Takto
otazku urcenia rozlozenia hmaot v Sturmovom systéme budeme povazovat za
rozriefent. ak budeme poznat koeficienty «;. b, ¢, pri danom systéme zo-
vseobecnenych suradnic. Vzhladom na tdato poznamku mozno formulovat
nasledujtcu alohu:

Obratend Sturmova Gloha. Dany je isty typ Sturmovho systému (. j.
je znama zavislost koeticientov ;. b;. ¢; z definicie 3.1 od rozlozenia hmoty
v systéme v uréitom systéme zovseobecnenych stiradnic). Nech je okrem toho
dana postupnost n kladnyceh cisiel:

0 m Po e Py D
Mame uréit rozlozenie hmot v svstéme tak, aby frekvencie viastnyveh malyveh
kmitov systému boli rovné danej postupnosti kladnyeh c¢isiel.

Poznamka 3. 8kor ako by sme skamali blizsie otazky rieditelnosti a jedno-
zhacnosti rieSenia takto formulovanej tlohy. treba uviest. 7ze doteraz bola
v literatare -— pokial je nam zname — jednoduchsia tdoha. ktord predstavuje
fpecialny pripad nami formalovanej vscobecnej obratenej tlohy. Pre spo-
minany specialny pripad potencialna energia systému 7 md tvare:

”
a3 :Zdi(’,i 1 (11')2' UM o v)
¢ -0

Lahko mozno ukdazat. ze skutocne ide o Sturmov svstém. Potencidlnu
energiu 7z definicie 3.1 mozno po malych Gpravach pisat v tviore

" v
b z(”‘ Sl b gt L\_,/'L<(1«"I URkE
S T
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Kkde

/;‘I b, 0,
Ak je specialne
N 0 thy b, = 0)

pre o208 - n-1odostaneme uvedeny tvar potenciddnej energie. pricom je

dy oy — by

d, o, b,
a

(l/. l']
preod N

Tvpickym pripadom mechanického svstému. ktory ma potencidlnu energiu
v edencho tvaru, je pruznda nit o« hmotnyveh bodoch. Obratent alohu pre
tento specialny pripad potencialnej energie Sturmovho systému budeme na-
zxvat Specidliow obrdatenou Sturmovou dilohon. Nao ziklade tejto klasifikdcie
Uloha 1 pre pruzna nit je Specialnou obriatenou Sturmovou alohou. Vo dalsom
sa. budeme zaoberat touto tlohou. Prv nez by sme prikrocili k uvedeniu
vvsledkov o tejto lohe, aby sme lepsie osvetlili problematiku. musime rozobrat
pricuwe dlobw pre pruzn nit s » hmotnymi bodmi. Potom si zavedieme rad
pojmov a odvodime niekolko viet. ktoré nam buda uzitotné pri obritenej
nlohe. Nakoniee uvedieme riesenie Specialnej obratene] Sturmovej tlohy.
ktorého autorom je M. G, Kyejn. Zaverom sa zmienime o niektorveh vieobec-
nyveh vetach, tykajacich sa Specidlnej obritenej Sturmovej tlohy.

§ 4. Riesenie priameho problému pre lohu 1

Definicia 4.1, Pod nitow budeme oSade v dalSom rozumiel kasdj jednorozimernj

maleridlny systém o zanedbatelnej vlastue) hinote.

Poznamka . Matematické vyjadrenie dokonalej ohvbnosti nite spociva
voton. ze napitia vznikajice v niti upevoenej na oboeh koncoch st pri vy-
chyleni nite z rovnovaznej polohy rovnobezné s dotyvénicami k okamzitému
profilu nite.

Pozndmka 2. Pruznost nite znadi. ze napitia v niti mozno pocital podla
Itookovho zikona.

Poznimka 3. Uvedend vilastnosti mi kazdé pruzné teleso. ktorého dizka
podstatne prevysuje ostatnd rozimery a je roztahované znacne velkou silou 7',
takze mozno napiitia vznikajice pri ohyvbe nite zanedbat voci celkovému tahu,

Vo dalzom budeme vvzetrovat iba priecne kmity nite s » hnotnymi bodmi.
t. j. budeme predpokladat, ze nit kmita v rovine a jednotiivé elementy nite
kmitaji pozdlz priamok kolmyeh na rovinoviznn polohu nite. Predpoklad
malveh kmitov sa prejavi v tom. ze budeme zanedbdivat vietky vyssie moeniny
(pocinajue druhou) relativineho pl'(‘(”i(*ni:l Fubovolnej casti nite.
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Majme teda nit uvedenyeh viastnosti. o dizke 1. rozfahovani silou 7 pricom
nit ma » hmotnyeh bodov a tieto st odislované zlava doprawva od 1 az do .
Nechich hmoty st o, ... e, o acvzdialenosti medzinami [, 0 Lo /
kde 1, 2 0 je vzdialenost prvého hmotného bodu od Tavého konea nite a /)
vzdialenost od pravého konea nite.

- )

Kmitanie nite zavisi aj od spoésobu upevnenia koncov nite. Viimnime =i iba
tri {ypy upevneni:

1. Pravy koniec nite je volny a Favy upevneny nit N .
pravy koniec nite je upevneny. Tavy je volny nit N,.

2. Oba konce nite =it pevne upevnené - nit N,

3. Oba konee nite st volné — nit N,,.

V" pripade volnych koncov nite. vee mozno realizovat tak. 7ze koniee nite
opatrime prstencom o zanedbatelnom polomere. ktory sa volne kize po doko-
nale hladkej tenkej tyveéi. kolmej na rovnovaznu polohu nite.

Voprvom a tretom pripade je mozné pripustit. Ze sa hmotné body nachadzaji
ina koncoch nite.t.j. 0, - 0./, = 0. ¢ze mozZzno uvazovat i taky model siistavy.,
kde pestenee ma konecni hmotu. Posledny pripad md za nasledok. 7z¢ pri
riesent vznikn isté komplikicie, a to najmi v trefom pripade. ked sa nit moze
pohvbovat v dosledku viastnej zotrvacnosti vojednom smere. Treba teda
rozlisovat skutoéné frekvencie od Cformalnyeh frekvencii kmitov nite.
Pozri . R.Gantmacher a M. Gl Krejn [ 18]

Zvolme za kladny smer osi ) jeden z kolmych smerov k rovnovaznej polohe
nite. Za uvedenyeh predpokladov poloha jednotlivieh hmotnyveh bodov je
udand vvehylkami o, . yo. ..oy, 7 vovnovaznej polohy.

Pre kinetickt a potencidlnu energiu tohto systému bude platit 2

Potencidlna energia nite s 0 hmotnymi hodmi je rovnad
N T
Tt
Kde 1 st predizenia jednotlivyeh asekov nite pri jej vyehyleni z rovnoviaznej polohy
a potencialnu cnergiu systému v rovnovazice] polohe sme polozili rovint nule. Podla

uvedendcho predpokladu o malyeh kmitoch, vy plyyva
Al
B NN
l;
B | /? . DR
/, /, ( . (4iy ) )
a | 1, |’~' s Wi 0i)? N I | (y7 )R (1,4 0! 2100

/;

a 7 toho

2 /;
- "
cize | A §* (4 ")*
2L, {
o
lkdhe
i ) iy, O
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o] LT )
r, Z e I 2 Z / (o = ) (1)
/ I 0

o Y 0.

ke

7 poslednych dvoch vzfahov vidno. ze uvazovany systém je Sturmovym
svstémom. Kmitanie syvstému vyjadrime Lagrangeovymi rovnicami:

ey oor 0 (I | 2 )
dt \ oy, an } S
aleho
”’/_?’// ‘ r/v (,’/i /T Uity A 0 (2)
l; l;
a Y. 0. (l. S ‘...N)

Rovnice (2) predstavuji systém linedrmyeh diferenciainych rovinic. Riesenim
tohto systému buditt viastné vyehyvlky hmotnyeh hodov vodéi rovnoviaznej
*)

polohe. Riesenie tyehto rovnice (2) budeme hladat v tvare

4
~

iy, -oAjert

A, AL, o (i == 1.20....n)
kde a2 st konstanty. Po dosadent (3) do (2) dostaneme sustavu homogén-
nveh rovnie vzhladom na konstanty ;e

’/Y ) ll' /IY /[Y
A | - A A 0, (+)
0. (7 200000

Tato =tustava homogénnyeh rovnic bude mat nenulové rviesenie len vtedy,

ked determinant ststavy (4) je rovny nule:

. ’IV ] fl' ,I'
ey /. P /
T 5o T T T
/ 1 o/, Lt N
T Py uA ‘ v T O
. VA ,
/ l, I, sy (5)
/[V ):: ) ’IV ,[V
/’/ y h A i /,t I /v,

Pritom nevyznacené prvky determinantu st rovndé nule. Determinant (5)
predstavuje pre 22 roviicu p-tého stupna. Ak v rovnici (5) zavedieme miesto

20 2o rovnicu (5) vydelime sacinom oy, oo, dostaneme sekuliarnu
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rovnicu normalnej Jakobiho matice. Ako je zndme. normalna Jakobiho matica
ma vietky svoje charakteristické ¢isla redlne a jednoduché. Pozri [18].

Naviac mozno ukazat. ze vietky x (t.j. —22) buda kladné. Aby sme to
dokazali. zavedme nové nezniame v systéme (4) vztahom

a oznacme [

]
gol3y - A, 0.
LT TV B 1, 0
S0 PEESTRT 0 S PR N 0
13, A, =1, 0 (N)
- m2rA B 0

ktory je ekvivalentny systému (4) [ pribranim systému (6)]. Nenulové viezenie
tohto systému bude existovat opit len vtedv. ak bhude platif

Y f
— | A |
f A I
IE | 0. (4
| A |
! g

kde na prazdnveh miestach st prvky rovné nule. Ak v tomto determinante
vymenime stipee za viadky. dostaneme determinant zndmy z tedrie retazovyeh
zlomkov tzv. kontinuant. Aviak konecny n-c¢lenny retazovy zlomok =a
rovnd nule vtedy. ak jeho n-tyv zblizeny citatel je rovny nule. Preto rovinicu (49)
mozno pisat v tvare

1 [ [ | | o
i - R - 0. (1)

NV s VAT

Dot
SO A2

Retazovy zlomok v () bude mat w-ty zblizeny citatel vovny polynomu
n-teho stuptia pre 22 s kladnymi koeficientmi. ako to plynie zo struktary tohto

0

zlomku. Preto musia byt vietky 220 ak maju byt kovenmi (9). ziporné. t.j.:

. (rn

~>
o

kde o je redlne.
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Rovnica (5) md teda 2n korene rydzo imaginarne pre 4. pricom vidy po
dvoch st komplexne zdruzené. Partikularne riesenie pre j-tu stradnicu bude
predstavovat harmonické kmitanie s frekvenciou o,

Ui = Aot Ay e et (jo2 1020 o oon) (12)

kde prvy index sa vztahuje na stradnicu a druhy na frekvenciu. 4, je kon-
Stanta komplexne zdruzena s 4;,. Vseobecné riesenie pre j-t stradnicu bude
superpoziciou » harmonickyeh kmitov o frekveneiach
(D1 My oo 0, 4.0, . (13)
ktoré s viastnymi frekvenciami uvazovanej sustavy
H
Y = Z (/'1_“. elwt e A ik € f"’/v'[). (|4)
Eo
Ostava uréit konstanty A ;.. vesp. 4. Pre kazdn frekvenciu o, dostaneme
dosadenim do (4) ststavu »n rovnie pre hfadané konstanty A,
| ) | I | .
A A e — - Ay 4 A o (15)
9 -1 9; ;i
Vzhladom na to. Ze ide o homogénnu ststavu rovnic. je touto sistavou
uréeny pomer vietkveh Ay, k jednému z nich. Zvolme za Tubovolni kon-
Stantu A, potom vietky ostatné A, (pri pevnom L) mozno vyjadrit pomo-
cou A, Koeficienty tmernosti medzi 4, a A,

A,

A, (Jj =12 ...0m) (16)

nazyvame preto rozdelovacimi koeficientmt amplitid. Pozri Strelkov | 19]. Po
ravedeni tyehto koeficientov do systému (4) dostaneme sastavu, ktorda pine
urdl tieto koeficienty. kedze ako sa mozno Tahko presvedéif. determinant tejto
stistavy je od nuly rozny. Vvhodnejsie bude tieto koeficienty poditat zo
ststavy rovoie (8). Zavedme preto elte pomoené koeticienty

l}f~l‘/x (- 20 0om 1)

' ; 1.}\ - . ( IT)
fi Ay (b= 12000
Tak dostaneme:
Yook 1.
Hor oy
Pt 7 Eo <L
v My Esy 1 Iy 0. (1)
T Eu el 4 Eyy 0.
My M OFE =y, e e

219



Pritom sme vypustili posledni rovnicu zo ststavy (8). pretoze tato je linearne

zavisla od ostatnyeh rovnic. Determinant ststavy (18) je rovny g, a pre

koeticienty &, (j =+ 1) dostaneme:

Yo

alebo ak presunieme (2

7 neho 1. dostaneme:

Yo !
b o3

I

mop. |

) t3 stipec na miesto druhého stipea a vvtkneme

Pouzitim Laplaceove) vety dostaneme:

% I

- 107,

| |
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Determinant (19) je opit kontinuant. a preto mozno ¢ poéitat ako posled-
ného zblizeného citatela refazea

| ( } 1 | I [ ‘ b oy
¢ + 4 bk . 2
Yo o Sy 1y} Y ) (
(j = 2.3 ....0m)

Vztahmi (19) a (20) =0 wréené vietky e,(5 == 2. 3. .. .. n) odpovedajice
frekveneii o Kedze podla (16) s ¢ podielmi komplexnych &siel a ¢;,. ako
to vidno z (20). =t redlne. je to len vtedy mozné. ked argumenty \'é’éﬁk)"(;h
A 1. 2. ... n) st rovnaké.
|
)

Ay

(0 010k (21)

! . . .
kde g je modul a g, argument rovinaky pre vietky A ;. (£ pevné). Pouzitim

rozdelovacich koeficientov mozno posledny vztah zapisat v tvare

1 )
A o (e ek

Partikulirne riesenie (12) mozno napisat takto:

Lo _ _
wh L (g (enert e ety (o k 12000 .0n)
alebo
Wi o= ey Cos (ol 4 gy) (22)
A vseobeend riesenie je:
"
" ;}4!1”,:-',-# cos (ol oq). U o200 oon) (23)

Lo

kde e, sturcend roviicami (19) a (20) a o, vztahom (10). Ostava urdéit kon-
Santy a agy pre kb o2 coone To je presné 2n konstant a tieto mozno
uréit 2 20 pociatocnyeh podmienok. Fyzikalna interpretacia ndjdendého vy-
sledku je takato: Viastné kmity kazdého hmotného bodu st zlozené z n harmo
nickveh kmitov s viastnymi frekvenciami sastavy o, pricom harmonické
kmitanie s frekvenciou o, sa deje pre kazdy hmotny bod s rovnakou alebo
s opacnou fazou. a ak je dand amplitada niektorej harmonickej zlozky o fre-
kveneti o, pre jediny hmotny bod. st tym urdené amplitidy vsetkyveh harmo-
nickyeh zloziek o rovnakej frekvencii pre vietky ostatné hmotné hody.
Treba poznamenaf. ze obvykle nemusime poznat absolatne hodnoty amplitad
a pociatocnyeh faz, Pri vvseltrovant viastayeh kmitov ma podstatnd dolezitost
poznanie viastnych frekveneit a rozdelovacich koeficientov amplitad. Z tohto
dovodu systémy rovnie (4). a najmi (8). maji zasadny vyznam. Rieseniu
svstému (8) sa venovalo vela pozornosti pre jeho délezitost pri rieSeni mnohyeh
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tloh 7z technickej praxe. V praci K. Klottera [20] je uvedenyveh 28 sposoboy
riesenia tohto systému.

Priklad 4.1. Dand je nif o dizke / = 160 em. s tromi hmotnymi bodmi
o hmotdch wm; = 2g. m, lg, wm, = 3g. pricom je roztahovana silou
7 = 10 Mdyn. Vzdialenosti jednotlivyech hmotnych bodov st [, == 20 cm,
[, = 40 cm, [, = 60 ecm, [, - 40 cm. Nit je upevnend na oboch koncoch. Treba
najst viastné frekvencie a matien rozdelovacich koeficientov nite.

Frekvencna rovnica bude zniet:

l | I I | o

24 : -+ - ' S + 0,

—2m? e T 10 I *

pricom vo zvolenej sastave fyzikalnych jednotiek vyvjde kruhova frekvencia o
v kHz. Zblizené zlomky refazového zlomku na Tave] strane rovnice si:

5 4z L1 16w | 6 160 — 10mw* + 1 960! — 7602 ~- 12
o —20)2 ’ S |17 St — 32 T 480! 26002 |
— 28808 + 2440t — 4600 | SLIB2008 4 107200 26003 — 16
— 144005 4+ S6m* — 602 ’ — 37608 - 39200 5002 1

Pre o2 dostavame teda rovnicu:

1152008 107207 1 26002 — 16 - 0.

ktord mda korene:
s = 030798, g - 0.50000. - S 076331
a teda viastné frekvencie su:
o, = 30798 Hz. oy = H00.00 Hz. oy 76531 Hz
a viastné kmitocty:
r, = 49.02 Hz. r, 79.57 Hz. I, 121.80 Hz.

Pre rozdelovacie koeficienty platia vatahy

&y |
| | |
Eay 2 . 1 (h 203
B 2 — 207 1
Ly, | . | 1
& ZooA Lo — L .
T 207 14 w6
7.0
ey L o, 3o S Eqp = A4S0} - 3SeF -8



a matica rozdelovacich koeficientov je:

1 1. i
i v
12.24 I 1.69 .
1283 —0.5 0.21

Vyehylky s teda dané vztahmi:

Uy gy o8 (end o qy) gy COS (gl 1 gy) A gy cos (ot 4 qy).
Yoo 7 2240y, cos (o4 - @) = gy €08 (opt - @y) — 1.69ay5 cos (o -+ ).
Yy 283y, cos (onl - g) — 0504, cos (gt -+ q,) - 021, cos (ol - q,).

Konstanty ayy .y, tyy. ¢ @y gy by sme urcili zo Siestich podmienok, po-
ciatocnyeh vvehyliek a ryehlosti vietkyveh troch hmotnyeh bodov.

§ 3. Zavedenie pojmov poddajnosti a tuhosti.

Uvedenému sposobu riesenia rovnic (8) mozno dat velmi nazorna fyzikdalnu
interpretaciu zavedenim niektorych jednoduchyeh pojmov. charakterizujicich
strukturn kmitavého systému. Tieto pojmy boli vyhodne pouzité aj pri riesen
obratenej wohy M. G. Krejnom. Zavedieme si nasledujice pojmy: tuhost
a poddajnost k-teho aseku nite. dynamicka tuhost izolovaného hmotncého
bodu. dynamickt tuhost viazaného hmotného bodu a dynamicka tuhost
a poddajnost nite. Poznamenajme. Ze tieto pojmy nie s v literat(ire dostatocéne
presne definovand.

Definicia 5.1, Twhostow L-leho dsekw nite e, budeme nazgval podiel:

T

oy

v
Lde 1, je dizka tohto diseka a T je sila roxtahwjica wil.

Poznamka 1. Fyzikdlny vvznam tuhosti A-teho useku nite dostaneme
nasledujicim sposobom. Uvazujme Gsek nite o povodnej dizke 1,,. Za poso-
henia sily 7" sa predizi tento sek o dizka 1, =1, — 1. Podla Hookovho
zakona plati 7" = konst /.. Vzhladom na to, ze o sile 7" sme predpokladali.

7¢ je natolko velka, aby platilo [, > 1, . je za uvedeného priblizenia konstanta
Al

amernosti rovnd .t j. tuhosti £-tého Gseku nite: ¢im kratsi je tsek nite.
pri danej konstantnej sile 7. tym je ..tuhsi.

Pozniamka 2. Poddajnostou L-tého Gseku nite g, budeme rozumiet pre-
viatent hodnotu tuhosti:

l,
9 - r[v .

Fyvzikalny viznam poddajnosti je opat ndzorny: ¢im dlhsi je tsek nite. pri
kondtantnej =ile 7. t¥m viac sa nit predlzi — nit je poddajnejsia .



Definicia 5.2, Dyncnickow tuloston izolocaného fomotyého bhodu b ktorig ko
harmonicky pohyb po priamke. voldme zdaporne vzaty podicl < vdlosti zotrracne]
sily hmotného bodw R« vijehylly tohto bodu:

R

- .
Y

Poznamka. Fyvzikdlny vyznam tohto pojmu je nasledovny:

Harmonicky pohyb o kruhovej frekveneii o, je dany roviicou

Yo ory oo
cize plati
i
I - Y = IHm?>,
Zaroven plati
N . ,
R I B r,

Y Y Mo
kde F je velkost vonkajsej. harmonicky sa s ¢asom meniacej silv. Fojej
amplitida a y, amplitada vyehviky, 7 poslednej rovnice viplyva

F,
Yo - /i =

amplitada vycehylky je imernd amplitide vonkajsej silv: z toho plynie. ze ¢im
viwcsia bude dyvnamicka tuhost izolovaného hmotného bodu. tym mensia bude
amplituda jeho vyehvlky pri danom I, Z predehadzajiceho vztahu vyplyva
aj to. ze pri velmi velkej frekvencii vonkajsej sily sila o konecnej amplitade
vivold len nepatrntt vychyiku.

Definicia 5.3, CeaZujme wil s n fonotwgind bodwi . Tubovol wijne s pisobounr i
oboch  Loncoch wpevnenii. Neeh na -ty oty bod  posobi harmonicla <ila
I sino ot Viedy dynaniclow tuhiostow T, viazaného -tého hmotuého bodn
hudeme volal podicl anedzi velkoston siciu zloZiel oSethegel silo vznilnt el
o dasledlu posobenia harmoniclej sily (1. ). zotreaén el o vizhorigel ) o poso-
hiacich v k=0 Temotwgj bod . L viclyllec tolto l<tého ot ného hodu.

Veta 5.0 1 pripade wite N, (na oboch koncoch awvpernene)) plati pre P rzial

AR A
o I I
1 Ch,

I ,
. C - / / / o0
ke . je dynamickda tuhost izolovaného L-1ého hmotného hodi P it
N 2

relazové zlomly:

i I ‘ ] 1 o

S A S

Xy [ Jr o gl Yo

D) | ‘ 1 | |

R -1 :

e fpoy D1 I, 9.



Poznamka. Pojmy dynamickej tuhosti izolovaného hmotného bodu a dy-
namickej tuhosti viazaného hmotného bodu st dva zasadne rozdielne pojmy
a ani v pripade. ze sa nit sklada z jediného hmotného bodu. nie je dyvnamicka
tuhost tohto viazaného hmotného bodu rovna dynamickej tuhosti izolovaného
hmotného bodu. V pripade nite upevnenej na oboceh koncoch totiz plati:

| |
A A
Yo i

kde 7y je dynamickd tuhost izolovaného hmotného bodu a g,. ¢, st poddajnosti
jednotlivyeh usekov nite.

Dokaz. Podla definicie plati pre dynamick® tuhost L-tého viazaného
hmotného hodu vztah:
()
Q) 2y,

kde ), je stdet zotrvadnej silv R, a g zloziek vizbovyeh sil Y, Y, | oboch
susednyveh tsekov nite: g, vvehvlka £-tého hmotného bodu nite. Pre ), teda
plati:

Q. R, Y. Y,

Vzhladom na to. ze Aty hmotny bod bude konat harmonicky pohyb s fre-
kvencion o, ktorého rovnica znie

ety o,

dostaneme:

Iy ey Gy = Hi) =il wi) o "(x)x-’)ﬂ.»- (J Loz2o o) (24
kde
"/U ” (/L 1 0
a
I j = L
un / B
’ AN} ) I

Zavedenim novyeh nezndamyeh vztahmi:
GiaX, 0 w0 oy G 20 w1

dostaneme svstém roviie uplne podobny systému (8) s tvm rozdielom. ze

tentoraz nebude svstém homogénny. Pre -t stradnicu dostaneme:

0,

Y '/)2~



kde D, je determinant z vovnice (9). staci iba v nom zamenit 2> dynamickou
tuhostou izolovaného j-teho hmotného bodu /7;. Pre determinant D, plati:

% 1 0
—1 //] ] ()

I)A' == | ‘ . (20a)

Yozvedenim tohto determinantu podla 2/£-tého stlpea a pouzitim Laplaceove]

vety dostaneme:

Dy == 00,0,
kde g, a op stt rovné:
’ Yo l : n |
—1 b1 | I I R
PBe o= e e e = L (25)
| s
| S N b,
~1 Jr ' g
Medzi @, a y, plati:
D,
i oy
Cize
D,
2 Lo (26
' 149

Rozvinme este determinant /), podla prvkov 20-tého viadku @ pouzime opat
na jednotlivé subdeterminanty Laplaceovu vetu. dostaneme:

D, Biye = hapde 0. (27)
kde

Y. ‘ S (28)



Po dosadeni a mengich ipravach dostaneme:

A’
A

AW
(2y vk
e R
(/.'

D4
Vietky determinanty .. 3. 7. 0, s kontinuanty a naviac g, a v, s 2-tym

zblizenyvm citatelom a menovatelom toho istého retazového zlomku:
‘ |

1| I Ly,

y i e ;
N : /'A“ 1 R/ i l’] . Yo
a podobne o, a =+, splnuja vztah:

1 I L IR

R i
t ‘h‘k‘j(/é

Y :
I | Yr4 My

.
ar !
Tk
Ulrnom sme dostali pre dyvnamicka tuhost viazaného A-tého hmotného bodu:

] I I I I I
He b S A T )
! g ( Ji by .«/”) + (lf//.- S o
(29)

Poznamka. Aj v tomto pripade plati ako v pripade jediného izolovancho

hmotného bodu:
.
a4 B
| H

kde A, je amplitada vyehylky £-tého hmotného bodu a Fj amplituda vonkajsej
harmonickej sily.

Veta 5.2,V pripade nite o # hmotnych bodoch. na jednom konei upevnene;j
a na druhom konei volne pohvblivej. pre dvnamicka tuhost viazaného L-tého

hmotného bodu /(P plati:
A

e, ( e b ! ),( LI DI I )
: e " Y e Yoa
pre nit Ny,
| I I | I I I
e g ( o . )L( P )
‘ ' Gi—1 Iy 78 hy " }/’/x»zl Y.

pre nit Nj.
Dokaz. Dokdazeme napr. prvy z uvedenveh vztahov pre nit N, .
druhého vztahu je iplne podobny. Majme teda nit Ny. Analogickvmi tvahami

Dokaz

ako pri dokaze vety 3.1 dostaneme nasledujiacei systém rovnic:
Yoo oyt Y Q0. ( oo

Yoo ! .’/:.'7—1)'/ R L U B A Y N 11
J{(l(‘ o - 0 Heoor = Y-

ik '.
N0 ik

[N
~I



Riesenim tohto svstému pre gy, dostaneme:

1),
Y /)/7 .
1

kde pre D, a Dy plati:

a kontinuanty v, g st dané¢ vztahmi (25). (28).
Uhrnom sme dostali pre ), :
i
o, - ( Lo /PR ) Ui
\ [, A,

a dyvnamicka tuhost 747 viazaného L-tého hmotného bodu je v tomto pripade:

o | I | ! | I
"o, ( N T . )( ¥ o ‘
Y s g0 N, 9 by I

Druhd ¢ast vety pre nit N, sa dd dokdazat Gplne podobne.

Poznamka. Ako vidno zo vztahu pre dynamicka tuhost /)7 nite N, ne-
vystupuje v nom ¢len obsahujtei g, Fyzikddne vysvetlenie tejto skutocnosti
je velmi jednoduché: tsek nite [, zostiva stdle sam k sebe rovnobezny -
kolmy na smer kmitania nite. v dosledku coho nemd nijakého vplvvu na
kmitanie nite.

Veta 5.3, 17 pripade wite s n howoti gt bodmi. nwa oboch Loncoch rolvej pre

dynamicki tuhost viazaného l-tého hinotného bodw 117 plati:

. 1 1 I | |
He o, ( i, f )
Y Sy [/ N I

; (I I o )
I/ A Y

Dokaz. 7 tvah analogickyeh ako pri dokaze lemmy 6.1 dostaneme pre

amplitidy vyehyvliek jednotlivieh hmotnyeh bodov tento svstém rovnic:

Y, gyt Y, - Qi - (/ l.o....n)
<Y g Y b 00 e 1) (B0
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pricom

Yo W . /e
a0\
-1 -
’)i/‘ e pre /
' NU ) A

Riesenim tohito systému dostaneme
D
B
Y = . Q-

kde pre Dy, oa Dy plati:
Do o,

Dy = Py 4 hfioy + oo
Kontinuanty v, g, st dané determinantmi:
hy o1 | hyood
1y, [ ‘ L !

=1y

i
| >~

Pre ), teda plati:
(@3
Y/:A 'w/:_‘
O = =4 )
). 0.
a pre dynamicka tuhost viazaného L-tého hmotného bodu 1149 dostaneme v pri-

pade N,

X 1 1] || I -] | |
S hy N S S RN B ‘—)*~( 4o ! )
! ! o e L ‘ hy, : o f [/ I,

Zavedieme teraz dalsie pojmy.
Definicia 5.%. Wajme it s 0 hanotngimi bodmi. Dynamiclkouw tihoston nite N,
budeme volal velicin:
1 I I I [ 1

VAR 1= - I S T
‘ g, I, Y | h, vy o

Dhpncmiclon Lichostow wite N7 budeme nazgoeal voliéinag

P R
Yo thy Hh U I,

Pozniambka . Preveatent hodnotu V0 vesp. /1 budeme nazyvvat dyn-
mickou poddajnostou nite Ny, resp. Ny, a znadit:
| 1

Tl (17
(i1 . J (31)

/s v \
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7 definicie (4) vplyvaji pre (77 o 67 pasledujice vzfahy:

(ot g | o | o | : 1
o b g, I, Y ’
(e oy - »l } L, R : | : .
o I 7 T

Definicia 5.5, Magme wit Ny s v lovotwagmd hodwid . Dywaniickow Cihoston it N
rehladon: wa Tarvy koniee nite budene rozumict retazee:
| [ 1 |
He s S =

I by ST I,

a dyrcomickon tihoston nite N, vzhladom we pravy Foniee wite badone rolud
retuzec:
o v L
J. h, 0 Iy

Poznamka 2. Prevratene hodnoty dynamickej tuhosti nite N, // . 1]
budeme nazvvat dyvnamickvimi podajnostami nite N, a znadit:

’," 0 /'H:,)

//"_;' - JIEDN Ay

Z definiciec 5.5 vyplyvaju pre takto zavedend veliciny refazce

o ! | | 1
(o Yo - /) o . oo ( o /
" /1 [/ l.
(10 I | 1 |
Ay : o i
o I, 0 I Iy

Pozwdamka 3. Fyzikdlny rizacm vietkyeh uvedenych pojior si ozrejmime
nasledujticon tivahou. Majme nit o {n- 1) hmotnyveh bodoch. ktora ma aspon
jeden koniec volnv. pricom na tomto konei je umiesteny jeden z hmotnyveh
hodov, Paocitajme dyvnamickn tuhost viazaného hmotného bodu, ktory je na
tomto volnom koneio Napr. pre nit N; podle lemmy 6.2 dostaneme-

| I | !

g . L : )
! RS I b, oy,

Za predpokiadu. ze hnsota tohto nultého hmotného hodu je zanedbatelne
mald. dostaneme:
T VI Z A A J AL (52

LT

Uplie podobiie by snie mohli odvodit analegicke vztahy pre nit Ny o N
Napr. v pripade nite N dostaneme vzfah:

i 10 .

el
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ktory hovori. ze I dostaneme tak. ked zoberieme nit Ny o (2 - 1) hmotnveh
bodoch a utvorime H" . za predpokiadu. ze (n = 1)-vy hmotny bod je na
volnom konei. anechame jeho hmotu v, blizit <a &k nule. Podobne pre nit N
by =me dostali:

lim HO0 = HL fien Jf5 1, (32a)
el [l

Na zaklade tyvehto vztahov mozenme teraz jednoducho interpretovat tieto
dyvnamické tuhosti niti tak. ze nepredstavujn nic iného. ako vplyy poso-
henta celej nite na kmitanie volného konea. sposobované vonkajrou harmo-
nickou silou. Napr. ak na Tavy volny koniee nite N| bude pdsobit harmonicka
sila o amplitade F . pricom Tavy koniee nesie zanedbatelne malit hmotu, bude
medzi amplitddou vvehviky Tavého konea a amplitudon silyv F) platit vztah:

4, e
v Hn
cim viesia bude dyvnamicka tuhost nite A7ty mensia bude vvehyvika volného
konea nite Ny pri danej konstantne] amplittde <iiv. Podobne mozno fyvzikalne
interpretovat aj ostatné zavedené veliciny.

Pomocou zavedenyeh pojmov mozno dat ndzornd fyvzikalnu interpretiacin
viastnyeh kmitov nite. Uvazujme nite N N[N, N,. Pre frekvencné rovnice
viastnyeh kmitov dostaneme zo svstémov (245, (30) a (30a) vztahy:

D, . pre N, a N Dy 0 pre N,. D, = 0 pre N,.

7 definicie dynamicke) tuhosti viazaného L-tého hmotného bodu. resp. 7z do-
kazov viet 51052 5.3 viplvva. ze pre vietky tr typy niti v pripade viastnyveh
kmitov plati:

HY o (¢ 1,17, 2.3) (33)

pre b Tubovoludé, Tym sme dokdazali vetu 5.4,

Veta 5.4, Nech je dana Etordakolvek < witi Ny. Ni. Noo Ny Dynamickd ehost
riazancho k-tého imolwého bodw o propade clastuipel koeitor pristuSnei wite je pre
featidé berovnda nule.

7 poznamky 3 na zaklade vety 5.4 vyplyva tato vetas:

Veta 3.5V pripade elashpael bocitor wite N, (¢ b8y e dywamicld,
Lihost wite 110 rornd wule. Pre -3 o Specidlne
J7iEE 2ET 0" (3-4)

Dokaz vety plynie zo vafahov (32) o (320) o vety 5.4

Poznamka 4. Pre pripad viastonveh kmitov nite N; (/7 o3 devnamieka
poddanost nite (/0 rastie nad kazdé medze.

Poznamka 5. Vznikad. privedzenc. otazka. preco =a v oposlednyeh vetach
nehovorilo o dynamickej poddajnostic resp. fuhosti nite N,. K tomu treba
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poznamenat len tolko. ze sa tieto pojmy. ako vidiet z poznamky 3. zaviedli len
pre nite. ktoréd mali aspoin jeden volny koniec. ¢o v pripade nite N, nie je
mozné. Na druhej strane mozno ukazat. ze tieto pojmy zavedené pre nit N,
resp. N do istej miery charakterizuji i chovanie nite N,. s tvnt istym rozloze-
nim hmoty. Majme totiz nit N, a uvolnime jeden jej koniec. neeh je to napr.

pravy takZze 7z nej dostancme nit N s roviakym rozlozenint hmoty, V-
setrujme teraz viastné kmity nite N,. Podla vety 5.4 plati pre ne:
HE o, (b= 1.2 ...
Polozme [ n, dostaneme:
1 | | I |
ol - + i "
Y 9. b, Iy n

Po jednoduchych apravach dostaneme:

1 | l | N
/P - S - .
- g bt g
Cize:
1 I | I ’ l ‘ | l . l 0
[ -~ oo - 4 — ),
f ‘ h . ‘., ) /l, i

Tvm sme dokazali vetu 5.6.
Veta 5.6. Pre olastné mity wite Ny platia vztahy:
(-, (G, (35)

kde (00 GV st dynamické poddajnosti nitl Ny a Nyo Ltoré majii rocnaled roz-
loZenie ot alo Ny, ale anayi jeden koniee volnyj.

Dosledok. V pripade viastnyeh kmitov nite N, na zaklade definicii £ a 5
bude platit, ze HV, resp. /1" bude rast nad kazdé medze.

Podobnt vlastnost ako vyslovenii vo vete 5.6 mozno najst i medzi nitou N,
resp. Ni a nitou N,. Uvazujme viastné kmity nite N7.

Na zaklade vety 5.4 plati:

1m0

pre L Tubovolné, Ak polozime L — n. bude platit:

1 I | [ !

o | I : 1 If
( L —— et e . e | i )
P e e

Cize
(l”:;’ 1),

i

¢o mozno formulovat vetou 5.

239



Veta 5.7, Pre clastné ity wite Ny, orespe Ny oplatic extaly:

() ), resp. (% 0. (36)

e 6 a (5 sit dynanciclé poddajnosts wite, Llori dostanesne = Ny, resp. Ny fjo,
o) jej opevnj koniee weolnime.

Viimnime sitevaz fyzilding egznan uvedenyeh veet. Fyzikalny vyznam
anulovania dynamicke) tuhosti Tubovolného viazaného hmotného bhodu nite
pre pripad viastnveh kmitov je ten, ze reakeia nite na posobenie vonkajsej
silv v Tubovelnom bede nite je rovnd nule. a teda stacéi nechat posobit na
ktorvkolvek hmetny bod nite Tubovolne maltt vonkajsin harmonicka silu
o frekvencit roviej viwtney frekvencii nite. aby sa hmotné body rozkmitali
= neohranicene rastiicou amplitadou. Vopripade dynamickej tuhosti nite je
situdcia rovnaka. iba s tym rozdielom. Ze Tubovolne mald harmonicka sila
posobi na volnom konei.

I'vzikadiny viznam dvoch poslednyeh viet je vodi predehadzajaeini vetiam
trocha odlisny vvijadruje totiz ind viastnost viastnyeh kmitov, Uvazujme
napr. nit N,. Nazaklade vety # plati pre nua:

(" 0.

kde N ma rovnaké rozlozenie hmot ako N, . Ak sioedte vEimneme vzoree pre
rozdelovacie koeticienty. tak vidno. ze okrem konstanty g, predstavujia ticto
parne zblizené citatele vetuzea pre (70N pripade kmitania nite N, s frekven-
ciou o udanim amplitady harmonichej zlozky o tejto frekvencii pre jediny
himotny bod s plne nréend amplitady kimitov o tej istej frekveneii pre vietky
oxtatné hmotné body. Toto rozdelenie. charakterizovand rozdefovacimi koefi-
cientmi. wreuje tvar okamzitého profilu nite pri kmitant - _formu kmitania
niteV opripade viastnyveh kmitov nite Cforma kmitania bhola urdend maticon
rozdelovacich koeficientov. Veta 5.6 tak nchovort ni¢ in¢ho. ako ze nif pri
viestnveh kmiitoch je schopnd zachovat =i formu viastnyeh kmitov. ne
zavisle od velkosti nosobiacich vonkajsich sil nech by boli tieto sily ako-
kolvek velké. Pri frekvencii rovie) viastnej frekveneit nite. nie st schopnd
znienit Cformu kmitania nite. uréent maticou rozdefovacich koeticientov,
resp. retazeom pre (407

Ziverom uvedme. 7ze zavedend pojmy pre nit mozno viecobecne zaviest pre
sv=téin o hmotnyeh bodov s linedrmymi viizbhami. Pritom treba poznamenad,
zeoticto pojmy neddavajo len nazorny viznam o fyvzikihyveh viastnostiach
svsténm, ale umoznuja aj vvhodné i prakticky dalezité vieSenie celdtho radn
techmickyeh tloh, Pozer Vo P Terskieh (210220230 24,
§ 6. Riesenie specidlnej obridenej Sturmovej tlohy — obratenej alohy 1.

\Votomto paragrafe sa hudeme zaoberat vieenii alohy TV prvom rade

= hudeme zaoberat podrobne otazkou jednoznadcnosti viesenia.
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Predovietkym treba poznamenat. ze Woha 1 v uvedenej formuldcii nediva
jednoznacné riesenie.

Uz v pripade jediného p, tloha nie je jednoznacna. Pre nit N, majacu jediny
hmotny bod m, z vety 5.6 viplyva:

S :
[ ],I . J,
¢ize
l |
I, ( - )
. i {/(r '/1
Ak este uvazime. ze plati
) l /
/]l VI fo ~ r[(" " r[lv:
dostaneme po jednoduchej tprave
T
myl S
"

kde pre [,. [, plati este dalsin podmienka:
[ I
Z tychto dvoch rovnic pre nezndme w1 viplvva. ze existuje nekonecne
mnoho trojic hodnot w1, 1. ktoré vyvhovuja obom poslednym rovnicianm.
Pre zvolené [. odpovedajtce hodnoty my a I, s
-1 .
11 !
})T /u(/ o /n)

tHy

Dokonca, aj v pripade. ze je dand celkova hmotao W= o existuji dve
rieSenia l, o, Ly o w =1 o al .

Podobne je to aj v pripade dvoch ¢isiel pya p,. Pre nezndme wey om0 10
dostaneme tieto tri rovnice

| B |
Yo . T i ST 0.
UYLl Y Sy s
| o | o
o ! . c . -0
S " TP s
Z tyehto roviic po dosadeni za g, (¢ 0.1.2) o po jednoduchyeh apravach
dostaneme:
by -0, 1,
1 K4 AR

NS RTNIT

Pz
I
el [ ol ol 1) 5o P5)
0D:
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7 tyehto rovnie je okamiite vidno, ze opiat existuje nekonecne mnoho
4 . B

riesent- Ak =i zvolime hodnoty pre [, a [,. dostaneme pre zviyiujice veliciny
roynice:
ly =1 —1, —1,
WMy = I . l_.
I e P N A i
T(E =0y ey b (01— L) (L 1) ey - )]_,%_,(]), LopE)

pricom opit pre kazdé /) a {; dostavame jediné 1, o dve rozne dvojice hodnot
'!)l'(‘ Hey & “bz.

Priklad 6.1. Nech je dana nit o dizke  — 100 em. roztahovanid silou
T 10 Mdyn. Nech st okrem toho dané ¢isla:

Py = 200, Py = B00,
,e A Y A ’ > -
Treba nidjst velkost oboch hmotnyceh bodov weya m, . ak [, 1o em./p = 50 e,

aby uvedené gisla predstavovali viastné frekvencie nite v Hz,
Ricienie: Plati:

I, - 40,
1250
Mgy - 0
APUC N iy
’ ) , 3250
Dy - 24, 4
Dostaneme dve dvojice hodndt:
ey 25,73 Q. IR N T
P , ! © aas
I 14,40 g, ey s 965 gl

Vo vieobeenosti z n hodnot pre py. po. oo p, dostaneme nalgebraickych

vovnic pre (2n A 1) neznamveh (oL oo oy . oo, om, pricom
medzi vzdialenostami [0, L, oo 01, plati este jedna roviica, totiz, ze ich

sucet musi byt rovny [0 Pomocou eliminacie dospejeme nakoniec vzdy k je-
dinej algebraickej vovnici, obsahujicej vo vieobeenosti (n -} 1) neznamych,
pricom =a da zrejme cakat, ze tato rovnica ma nekonceéne mnoho riesent.
Ostava teda jedind moznost, ako zarucit jednoznaénost. a Lo pripojit este
dalsich » rovnie pre nezname 4y, 6. oo 0, ey, ..o 0w, Toto, pravda, mozno
vvkonat wajroznej§im sposobom. I tak ostiva otvorenou otizka. ¢i dostanceme
jedingé riesenie alebo ich bude viac. Z uvedenveh prikladov totiz vvplyva. ze
aj ked sme udali dalsie podmienky — pre I. velkost hmotného bodu .
pre w20 hodnoty /) al, aj vtedy sme dostali viae rieseni. Pre n = 1 sme
dostali v podstate to isté riesenie. pretoze druhé riesenie bol iba zrkadlovy
obraz prvého: fvzikdlne islo vzdy o tista nit. Vo druhom pripade — n = 2



sme dostali nielen matematicky, ale i fyzikalne dve rozne nite. ktord rviesili
dant lohu.?

Jedna z moznosti. ako dostat iba jediné rviesenie. je tato. Nech je dana
dalsia postupnost cisiel: 0 g - gy o L ¢, . Ulohu budeme riesit < tou
dodatkovou podmienkou, ze budeme ziadat. aby frekvencie viastnyeh kmitov
nite, ktord ma to isté rozlozenie hmot ako povodnd nit. ale ma o jeden volny
koniec viac, vesp. menej. boli rovné Cislam g, (/- 1000 00, Napr. pre nit N,
bhudeme ziadat. aby frekvencie viastnych kmitov nite Ny resp. N = tvm sty
rozlozenim hmot, boli rovnd cislam postupnosti - g, a v pripade nite N,
resp. Nj naopak. Podobue 1o hude medzi nitow N resp. Njoa nitou N, Uves
denym sposobom viesil dlohu M. Gl Krejn [ 18] Pravda. toto nie je jedina
moznost zarucenie jednoznacnosti viesenia tlohy.

Pre alohu Iy jej povodnej formuldacii. naprick tomu. ze neddva jednoznaci¢
riesenie, mozno dokdzat rad viet. Pretoze obsah tyehto viet i metada ich
dokazovania spociva na visledkoch tlohy 1 (ktort doplnime tak. ze sa stare
jednoznacnon). budeme sa v pryvom rade zaoberat touto tlohou.

Uloha la. Nech je dana nit z alohy 1. Pre tato nit nech je dand postup-
nost 2n kladnveh cisiel:

0 ‘11 g 1> PN I

Treba ndjst velkost jednotlivyeh hmotnyeh bodov. ako aj ich rozlozenia
tak. aby frekvencie viastnyveh malyveh priecnyeh kmitov nite v pripade N, (oba
konce nite upevnené) boli p oy, o0 p, v pripade Np (Tavy koniee pevny.
pravy volny) ¢ ¢a. oo g,

Poznamka. Vznikd. privodzene. otdzka. ¢i nvedend rozlozenie c¢isiel poa g
(7 1,2, .00 je jedine mozné. aby Gloha mala zmy=el. Mozno ukazat. e
vekutku je to jediné rozlozenie Cisiel. pri ktorom @oha ma riezenie. Dékaz
tohto tvrdenia vyplyvnie z nasledujiecho.

Pri vieseni tlohy Ta s vvhodeu pouzijeme pojem kladnd dvojica mnoho
Clenove, zavedeny  Stieltjesom pri vysetrovani fukciondinyveh  refazovyeh
zlomkov.

Detinicia G.0. Dva spnohocleny rovnalého stupiia v -0
1(7) 1,2 VAR {, 7 A
By B B B, 15

dend v arciton poradic teoria ladwi dvojica A () B2 stupia n. ale ik
moino vyjad il e teir

R 102 e T B I VA ) VAN S VT

1

ALK predpiseme hodnony /oo 000 o000, ostdva e tovnie e e nezncdima e

By e e, N tomto pripade sacdds cakat, ze bude ja2cobeenes konecny pocer

rieseni. Maternaticky bezehybny rozbor vicetky ch moznosti zdad <o viak komplikovany .
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Joele

o /u'l./um
,4“; -0 /))”' =0,

Pozniamka 1. 7 definicie vyplyva. z¢e muohocleny A (2). 1 (2) kladnej
dvojice maji vietky koeficienty kladné a korene tychto mnohodlenov xi
jednoduché a zaporné. pricom sa striedaja v naznadenom poradi.

Pozndmka 2. Pojem kladnej dvojice w-tého stupia mozno rozsivit i na
pripad v 0.V tomto pripade kladnd dvojica znaci. ze ¢isla A, . 0, =0 kladné.

Pre takto definovany pojem plati nasledujica lemma. pochadzajiuea od
Stieltjesa.

Lemma G Pre baldi Pladwi dvojicu [ A(A), B(AY stapite w1 caishijo

. . . oA
iedon o len jeden rozeoj podielu ,,;(,), v konwednap velazee Toaru
: : : B(2) '
1(2) P L I ! |
o B - R
3(2) b7 ", b, 4" by 2 ",
a v dondo rozrofi s eidya, 0,
o; = 0, b, = 0. (i 1.2 .. n).
Dokaz tejto vety pozri Gantmacher - Krejn | 18].
Stieltjes dokdzal i obratent vetu.
Lemma 6.20 Neehoa; 00 b7 - 00a, 0 (7 bo2ooooon) saoprelky Loned

nwiho reluzen

| I L b
o - — ! I !

~ P P o A
/)’,/v (, 4 l),/ W/ ‘I)1/~ i a,

clody Edutel amenovatel postedicho 2bliZeného Zlomkae A (2. B (2) Leoria lelad i
dvojica wmnchoclenor n-tého stwpiia. :

Dokuaz: Nech je dany vefazec

A(2) I o ! "
- o, S S [ o . BhY!
D7) b2 S, by (ty
Kkde o R R N T .20 .0 n). Mame dokazat. ze mnohocleny

A0 8 (2) tvoria kladnG dyvojicu mnohodclenov a-tého stupna. Miesto toho.
aby sme pocitali moaohocleny A(4). B(2) 7 retazea (38). bude vyhodneé najpry
vikonat transtormdacin tohto rvetazea o potom wedéit A(Z). B(4). Urobme
7. (38) kontrakeiu, €0 j. zostrojme refazec. ktory bude mat zblizend zlomky
rovie parnvm zblizenym zlomkoin refazea (38)0 dostaneme (pozri [25]):

1(2) “, o,
13(7.) i o, b2 R T S BT BT
’l»/ l’{: 3 L ,(Q'IU (:;(.)
T S A (B (- it 2y bay g



Posledny vztah prepiseme este tak, Ze najdeme retazec. ktory je ekvi-
valentny k retazcu (39) [t. j. retazec, ktory bude mat rovinaky sudet ako
retazec (39)]:

4

Qo2
Ay o e I o
I))(;> ! ‘ , 1/',4/"“ AIL 1 | ”’;Lﬁ* 1 ({m -2 /)u »]Z -+ , -+ =
i
3 “,
o, o o,
— i w2 - . _ _— .. ‘ : . (_]_())
(0, o, 30, oA+ a, o+, , ityb oSy
a, o “,

Vyjadrime teraz A (1). B (Z) ako kontinuanty retazea (40): pouzitim znanej
vlastnosti kontinuantov. totiz ich invariantnosti voéi preklopeniu okolo vedlaj-
sej diagonaly, po mengich upravach dostaneme:

L] . I) 1 s I
N L -
ay, oyl by 40,
1 ( 1 f l) 1 P |
b, YN oA .,
AR) 72 Ay v
I ( 1 1 I . |
N ].. ) - i)
@, b, 5 \et, , " w, Ih, Ty
1 ( | l ) | .
, b,y N, a1 ’
(-+1)
1 _{ .I) 1 . |
(u,, ay | b, ! b,
| 1
By — By | Wb,
| I R
o, b, o, b o

kde A, @, B, = a, 11wb,” 0. pretoze a; -0, b, ~0 pre vietky ¢ st kladnd,
!
7 toho plynie i to. ze 5, 0.
Poznamenajme, ze sa determinanty lisia iba poslednym prykom v hlavie]

diagonale. Pretoze A,. B, st kladné. staci dokizat pre to. aby A (2 a 13 (4)
fep 0 0 .
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tvorili kladna dvojicw mnohoélenov n-tého stupnia. ze 4 (1) a B (4) maju
njednoduchyeh zapornyeh koretiov. ktoré vvhovuji vztahom

N, L, X, - A I S oo (+2
kde
A(x;) 0 Bp) - 0. (=12, ....n)
Zavedme do vztahov (41) nova premennt - vztahom - = — 4. Potom mozno

visetrovanie korenov polyvnomov A (£). B(S) previest na urdéenie korenov
charakteristickyeh rvovnic normalnych Jacobiho matic. O tvehto. ako je
name. plati. ze ich korene st realne a jednoduché. Naviac z povodného
refazea (38) vyplvva. 7e 4 (2). a B (2) st mnohoéleny s kladnymi koeficientmi.
t. j. mozu mat za realne korene iba zaporné disla.

Pre korene mnohodclenov A (2). B (2) teda plati:

L R N S BRI
Do lv s P P

Ostava dokdazat vztah (42). Rozviime oba determinanty z (41) podila
prvkoyv posledného stlpea. Dostaneme:

[ 1y 1 | .
WL P =D, (D) — D, o).
P ,,(”.L 0 ”;z) b, ,/" i) W bbh, " 2{-)
. 1 A, 1 -
) (Z — N )., o(<).
D) ,(”” ) , D)y Des©)
kde D, Yoo O o D] gy = D0y o () Lo o) ST charakteristickd

mnohocleny prislngnych normdlnyeh Jacobiho matie. Pre j -7 n plati

D, - D)

i ;e
a preto odeéitanim oboceh rovnie dostaneme:

. L I .
D2y — D) D, 4(2). (43)
«,b,
Pre 20 v a 2o=vy (0 = 1o oo 1) je v (43) prvy élen rovny nule
a pravi strana je od nuly rézna a ma pre ticto hodnoty rézne znamicnka.
kedze vointervale (. voy) lezi jeden a len jeden koreid 1), 4 () (pozri | 18]).
7 toho plynic. ze 0 D,(0) ma v tomto intervale aspont jeden korveri, pre ktory

plati:

Zotvelistyeh dovodoy (D7 D) plati. ze v ointervale (8. g ) lezi aspon
jeden koren /1) (2):
; Ay /)', 1-



Ukazme. ze pre korene 5, plati:

X, - (L oo w)

t.j. D) nema v intervale  “~x, o) koren. Nao zdaklade zndniej vety 18]
je D, (2) v tomto intervale od nuly rdzne a toho istého znamienka. Pretoze
plati. ze pri prechode O cez koven rovnice 1) (;‘) O saéin D 1, | meni zna-
micnko z 0 ona - Lvyplyva v tohoo Ze i D (2) je v tomto intervale opadného
rmamienka ako D, (2). 7 (13) plynic. ze D) ) ¢ v tomio intervale vady

).

od nuly rozne. a teda ), v, I. W .\|)r)|(mm vietkyeh rroch ne

rovnosti dostaneme:
0 i AT ¢ P R /7, v,

bolo treba dokazat.
Pomocou prave dokdzanc) vety Tahko ukdzene. ze dloha Tamaclen veda

zmyvsel, ak cisla p, aoq, (0 Fooon) spnuja nerovinost
0 I M S P

Uvazujme nit N,. 7 vety 5.6 viplvva. ze pre frekvencie nite N, plati frek
vencnda rovnica, ktori zapiseme v tvare

(7
(i '.) 0. Chd)
W(7)
kde 2 m? o (P(2) je dynamickd poddajnost nite Nyo Frekvencie nite N,
musia teda splhiovat rovnicu
Py

Uvazujme teraz nit Ny 7 vety 5.0 dostanenme. ze trekvencie nite Ny vivhovagn
Fovniel:

o,

Na zaklade vztahu (31) pre 110 plati:

| ()7
0 ' /({) o
GY P
kde opit 2+ —e* o frekvencie nite N vvhovuji teda rovinic
() 0, Ny

Pouzitim lemmy 6.2 na retazee pre G0 dostaneme. ze (7)o (Q(2) tvoria
kladnt dvojicu, a teda pre frekvencie {o ff nite N, a frekvencie (27 nite N,

plati:

i

S

(8] %'I—' 'p)'l—' <X

0 on

\,
2
N
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Ak teda Sisla {pedys (g maji byt frekvenciami niti N,. Nj, musia nutne

sphitovat posledny vztah, ¢ize:
O Ty oo e Y

V' opacnom pripade neexistuje taka nit N, ktora by mala v pripade N} a N,
wvedendé postupnosti za frekvencie. Uloha la v pripade iného rozdelenia
gy nemoze byt riesitelnd.

Prikvocme teraz k rieeniu vlastnej dilohy. Ulohu la vozriesime. ak urcime
himoty o, a dizky tsekov nite 1, na zaklade &siel p; a g, (1 == 1.2, ... n).
Miesto toho. aby sme hladali tieto veli¢iny bude vyhodné poéitat s dyvnamickou
tuhostou izolovanyeh hmotnyeh bodov Ay a poddajnostou jednotlivveh fisekov
nite ¢, . pre ktoré platia vztahy:

kde o je kruhova frekvencia a 7' sila roztahujica nit. Zadanim hmot o,

a dlzok /; je jednoznacne uréend dynamicka poddajnost (/t nite N, a naopak,
udanim (" ako racionalnej lomenej funkcie premennej 2 -= —m? st podla
lemmy 6.1 jednoznacéne uréené hmoty . ako aj dlzkv [, (== 1. .. .. n). kedze

citatel 1 menovatel tejto racionalne lomenej funkcie nutne vzdy tvoria kladna
dvojicu mnohod¢lenov n-tého stupna. Uloha teda presla na urdenie (11 7z ¢isiel ),
Wy 1. .. .on). Privieseni tejto lohy podstatne pouzijeme oboch prave
uvedenyeh okolosti, totiz ze

P(

Q(

kde P2 (2). @ (2) tvoria kladnd dvojicu mnohodélenov n-tého stupna.

)

PO
=

(PR =0,
7 danych postupnosti zostrojme kladon dvojicu mnohoélenov A (1), 13 (4):

n

A A G ), By B - ¢).
| I

>

pricom .1, B, s Tubovolné zvolend konstanty. Vo dalsom ukazeme, ze tito
fubovolnost nevedie. ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat. k nejednoznac-
nosti riesenia tlohy. Kedze cisla p, maju byt frekvenciami nite N, a cisla ¢
nite Ny (¢ - Looooon)s musi nutne platif

CAG) o
TB() Q)

~
N

kde o je isty kladny, zatial neurdeny faktor. Tento wréime z podmienky . 7e

911



sucet cisiel 7, (¢ = 0. ... ) je vrovny L Podla lemmy 6.1 mozno jednoznacne

rozvinnt 1%(/') v refazec:
B(2)

B
A7) | | |
RN - -
B(7) h,? by “,
. ) L . A(2) .
V' opripade. ze ide o podiel o . dostaneme podla znamej very o retaz-
N /)(/») ' !
caoch [25] na zdklade posledncho retazea rozvoj:
A7) S | !
0y T o o .
b ])(A) b, . o, /;] . et
ol o
3 ’
) i)

Vzhladom na to, Ze dva vetazee st vtedy a len viedy rovind ked majo

vietky prviky rovnaké. plati

b
I
W, . ok 2o
0 (46
l; -~ oTu, ( b

Cinitel o je jednoznacne urceny podmienkou
"

AN

¢ 0

kde 1 je celkova dlzka nite. Dosadenim za 7; 7 (46) dostaneme:

1 [
{_) - ) . ’I'
S,
i0
a riesenie dlohy la bude mat tvar
“; .
[ - ”’ . (v (RN DT (47
S,
Vi "
T .
i, b, " (1 AN (4,
/ a
oo

Treba sa edte vivrovnat s otizkou, ¢ skutocne niozno volit Tubovoelneé Jf 072
hez toho, Ze by sa narusila jednoznacnost viesenia tlohy. Magnie teda dve

kladné dvojice mnohodclenoy

A AV o pi). 1) I Y g3
’ i

ARy ARG ) By Bl g
oo
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7). (4%).

pryvi kladnt dvojicu je riesenie Glohy la dané vztabmi (4
ze i druha kladnd dvojica dava to isté riefenie. Plati totiz:

L A2(2) (49)

Nech pre

Ukazeme,
Af,”W. !)’}E’ A"-"(it) )
Y By

0 4‘{’(;) 0 e *
‘ v/))'])(/:) = j))[(ll) . A,lf):f) 7/))(2»()»)

kde o je rovné:
D32
o o AVBE
O = Zopn
AP B
. . AV(4 A4 .
Na zaklade lemmy 6.1 oba podiely » ,1(— ) a0 ) mozno jednoznadne
‘ S Bv2y T BP(A) '
rozvinut do vefazeov tvaru (38). Z rovnosti (49) viak vyplyva:
o'V o'al, (O N S
b(l) b(:i)
! s
o TR (1. ... .n)

0O 0

Na zaklade vztahov (46) dostaneme. ze druhd dvojica diva to isté viesenie.
Vzhladom na to. ze konstanty A, B, moZzno volit F'ubovolne, pokusme sa
ich volit tak. aby riesenie (47), (48) malo formalne najjednoduchsi tvar, Pretoze

rozvoj (38) pre 4 0 poskytuje vztah

-

ty ‘1 (ty “!" by =
B (2). bude vvhodné

{,. B3, st absolGtne ¢leny mnohoclenov A (4)

kde
volit A,. B, tak. aby
A, =B, -1
Na to staci voht A, B, nasledovne:
" »”
I I
By ==,
gy

|

i1 1'_

a teda muohocleny pre A (2) a B (2) budi mat tvar
(H0)

" / /.\ " g
i\ Pi i1\ o

Dokazali sme dhrmom vetu 6.1,
Saoistuge Jedno o len jedino ricsenie ilohy Ta. Moré ndjdeme takio:
qiti kladwii dvojica snnohoélenov (50)

\Veta 6.1,
Zostrojime e zdllade postagpmosti {pif. o
doreluzea (38). Potom Wladané viefenie znie:

o tideme roLrol N
: T ()
/ o], (7

Ide o, bosiprelay reluzea (38).
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Uplne podobne mozno riesit aj nasledujiacu alohu:
Uloha th. Dand je nif z lohy 1. Pre tato nit je dand postupnost 2 klud-
nyveh ¢isiel:
I N A T P %

Treba ndjst velkost jednothivyeh himotnyeh hodov. ako aj ich rozlozenie tak.
aby frekvencie viastnyeh malveh priecnyeh kmitov nite v pripade Nj (Tavy
koniec volny. pravy upevneny) boli py. py. oo oop, a v pripade N, (oba koncee
volné) boli ¢, qs. .. .. ¢, Pritom predpokladiame. ze jeden z himotnyeh bodov
je umiesteny na favom konei.

Poznamka. Oproti predoslej tlohe ligi sa tato aloha jednak tymoze [, 0.
jednak tym. ze ¢, 0. Co xa tyka vzfahu ¢, = 0. treba poznamenat. e ak
Gloha ma mat zmysel postupnost musi nutne zacinat nulou.

Ak totiz napiseme rovnice pre amplitady vyehyliek jednotlivyeh hmotnyeh
bodov y, dostaneme:

Yoo b hay X0, (i .20 00

B

kde veliciny Y, (0 = 1o oo o0n) sphinji vztahy

Yioa A gy o
L Y, = 0.

"

Pritom £, st dynamické tuhosti izolovanych hmotnyveh bodov a g, poddajnosti
jednotlivych tsekov nite. Pre

Yo=Y, = .. Y, 0. dze oy eou g o iy,
dostaneme z tychto rovnic
h; 0 (/ | i)
a teda
m; 0,

Fvzikalne mozno vysvetlit uvedent okolnost tym. ze na oboch koncoch
volna nit je nestabilnd. Ak totiz napiseme vztahy pre kineticka a potencidlnu
energiu tejto nite, dostaneme:

" 1 i
AN TS )
1 ) >—‘ ",y ] ) Z “/ .
i i

7 poslednych vztahov ithned vvplyva, ze systém je nestabilny . lebo kvadra-
ticka forma pre potencidlnu energin 17 nie je kladnd. ale iba nezaporna. Pre-

mennych je n a stvorcov vo vyraze pre Imiba (e — ya I7 = 0aj priy, =y, =
= ... =, 0. Priama tyzikilna interpreticia nulove] frekvencie spodiva

v tom, ze na oboch koncoch volna nit sa moze pohybovat ako celok v dosledion
viastne] zotrvacnosti vojednom smere.
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K drahému predpokladu 7, == 0 treba uviest zatial len tolko, Ze je to posta-
cujiuei predpoklad pre jednoznacnost riesenia tlohy. V dalsom ukazeme. 7e
mozno uvazit i pripad /; 1 00 aviak aj v tomto pripade musi byt /) vopred
dané.

Prave tak. ako sme pri riesent tohy L uzili pojem [ kladnd dvojica mnoho-
Clenov w-tého stupna®, pouzijeme pri rviecseni alohy Ih pojem Cnezdporni
dvojica mnohoclenoy w-tého stupna,

Definicia 6.2, Deaannohodleny rovnalého shiopive o >0

1(7) VAR R VAL [ YA
13(7) B2 By LB, L7
dind v tondo poradi. deoric nezdporii deajica LAY BOAY stipda w alk ich
moino f"//j/l«/)'f/' o teare
" "
1(7) (2 2 By Bz )
P P
kde
0 Ty o H, L/,

A pritom
0
Pozunamka 1. Z definicie 6.2 opif vyplvva. ze mnohocleny (1(2). B(2) ne-
zapornej dvojice maji vady vietky koelicienty kladné, okreme 3, ktory je
roviny nule. Opat vietky korene tyehto noloclenoy s vinimkou jediného
ay st jednoduché azapornd, pricom sa striedaju podla uvedenej nerovnosti.
Poznambka 2. Pojem nezdpornej dvojicr w-teho stupna mozno rozsivit i na
pripad o 00 Ntedy A2) A, B2y 0.
Prive tak ako bolu dokizand veta 6.1 mozno dokiazat femmu 6.3,
Lemma 630 Pre Laidin yezdporiad deojico LA B stupia wexistuje jeden

4 . A v
a dow joden rozeol podieln ™ 27 Lowedn g orelazes Lrar
’ ’ D(2) '
[(/) IR | |
L. o, - b ..
D7) Iy, 7. o, b,/ by 7.
Dokaz tejto vety =sa opicra o lemmu 6.4,
Lemma 6% Nesdpornej deojici sapi v (e o V) olporedajine jedind Lo
ool g s W Taled s
A |
- oo -
13(7.) R Dz
1y .
A
Kle 0V BV s malofleiy s wp v meeSicho axo e peiéom jo e Ty o,
h Ot pnohofleny AV BUL) prl vho Do wormorand Lroria Lie s e zd pocni
drajica winohodleior (i VY predho sticpii.



Dékaz lemmy je podobny ako pri lemme 6.1.
VzhTadom na lemmu 6.3 plati i obratend lemma 6.5,

Lemma 6.5, Neeha,” 0.0 0@ L2, ) ~i /[u‘/‘/.'// Lonecndho rotuwea
| (. I | o -
o .f - R - B (Hh)
b7 ", b, (7 ‘o, 0y 7.

Potom citatel 1 menovatel posledné¢ho ziomku A (Z), (7)) tyvoria nezdiporni
dvojicu mnohoclenov n-t¢ho stupna.

Dokaz femmy 6.5 je anadogicky dokazu lemmy 6.2 okrem malyeh formalnych
odehylok.

Na zaklade tyehto lemim mozno teraz ukazat. ze Oloha Th maoze maft riesenie

iha vtedy, ak cisla p, . ¢; vvhovajie nerovnosti:
N e T RIS

Frekvencie nite NJ. ako to vvplyva z vety 5.7. vvhovuji rovnici:

(I fi(7) 0
S(7)
kde 69 je dvnamicka poddajnost nite N,y vzhladom na pravy koniec a 2 0,

Pre frekvencie nite Ny dostaneme z vety 5.5 vovnicu:

|
(G- -
II - ('v(:;s b,
Zo vztahu pre (9 - (3la) a oz lemmy 6.5 viplyva. ze R(2). S(2) tvoria
nezapornit dvojicn mnohoc¢lenov n-tého stupna. Z definicie nezapornej dvojice
vyplvva. ze zaporne vzaté korene tvehto mnohodlenoy sphiuji nerovnost

Oy Ay H, L,

VzhJadom na to. ze korene rovnice R(x) = 0. st rovnd stvorcom frekvencii
nite Nj: —x, = A= opi (1 I....,m) a korene rovnice S(m) = 0 st rovné
stvorcom frekvencii nite Ny o o= g o= =i (4 I. ... ) plati tato ne-
rovnost:

L N A N VA
7 toho

0 n M s q.. P
o bolo treba dokazad.

Po tychto pripravoyeh tvahdach prikrocme koriesenio vlustuej alohy. Py
rieseni budeme postupovat tak ako v predoslom pripade. totiz miesto
adg (=1 o) (0 001 oo budeme hiadat veliciny /o, a g0 Tvmito
velicinami je jednoznacne uréend dyvnamickd poddajnost nite (49 Naopak.
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7 60(7) ako racionddne lomenej funkeie premennel 2 ~-m? mozno jedno-
nacne urcit vietky m, af, okvem /L kedZe toto vobee nevvstupuje v rozvoji
pre (C).

Poznamka., Mohlo by =a zdat. 7¢ = tito nejednoznacnost v ourceni /[,
zapricinila uvedenow metddou viedenia. Aviale 2z frekvenényeh rovnice pre
nite NN, vvplvvas Ze ticto = nezavisie od g, vespe ol L, g ked /) je

fubovolné kladné déislo frekvencie nitl <a nezimenia, Pri viastnyeh kmitoch

nith No o Ny asek /paov pripade nite N1 dsek 1) budia stade vovnobezné so
svajou rovnovaznou polohon o kolmd na <imer kinitania nite. ¢o sa prejayi
votom. ze frekvencie viasinyeh kmitovo od e nezavisias by
ostabe jednoznacnad treba hodnotu /) udat vopred.

Privicsent danej alohy péjde o to. ako wiecit (700 7 cisiel pL g (00 1o oo n).
Dyvnamickt poddajnost nite G0 wecime. alke ureime mnolio®leny R(2). a S(4).

Tieto mnohodcleny okrem multiplilkativie] Kondtanty = rovné mnoho-
Clenom:

woha 1Th

Coy LG . DUy Do ), (52)
i
0).

Fieto mnohocleny tvoria nezaporni dvojicu. a preto existuje jediny rozvoj

(7) .
~ do refazea.
D(7)
(4 L 1 | | )
. & L N )y
. D(2) d,7 c, “ Y
pPricom
. (4
(1 2) 1" (_: .
vy
kde 00 Ostava urédt konstantu g 'Fato weehme 2z podmienky. ze scet
asekov nite je dané ¢islo totiz dizka nite:
S (54)
T
, S C(7) , TR
Pre rozvoj refazea u D7) dostaneme prave tak ako pri viedeni tlohy Ta
/. ‘
VASHIE
C(2) L 1 | I
o ue, ‘
1(7) d, . e e, d; .
7. : ' - /.
A "

Pretoze vefazee pre G o postedny retazec

ravsii =i byt identicky rovnd,
dostaneme:

(. e, " "



Dosadenim do podmienky (54) dostaneme.

/
i
! "
'/':/t,
o
a hladané riesenice je:
- NG .
/) ) /. ", oo e L2000 00 (O
NG / b
Y
Lol

Ostava este otizka. ako je to s volbou konstant (') a D, Prave tak ako
v predoglej tdohe mozno sice volit konstanty (')« D, Tubovolne. co. pravda.
ma za nasledok zmenu faktora . Avsak neceh uz volime ) a D, akokolvek.

VVIAZN e, zostavaj bezo zmeny. Tvim sme dokazali vetu 6.2
u

Veta 6.2, Kuistuje vdy jediné viesenic alohy Vb, klord wdjdene al zosteojin

we zdllade postwpnosic p,ty o gy nwezdporwd deojicn mioloclenor o ndjde

|

jej rozeof do retazea (53). Viedy Wladund riesenic: (H2)
. / )
h l. " d e, (1 [
N b
. (”r
. I

kde coad, sioprekey relazea (O,
Poznamka. Tomuto rieseniu by bolo mozné dat jednoduchsi tvar. ak by
miesto celkovej dizky nite 7 hol dany stcet vietkyveh hmotnyeh bodov nite:

Pre mmohodleny ('(2). 2(7) by sme dostali analogickeé vzoree ako pri tlohe ta
pre A(2). B(2).

Na zaver uvedme si numericky priklad na viesenie alohy Ta.

Priklad 6.3, Dand je nit o dizke 7 100 e avozfahovana silow 10 Mdyi

Dand je postupnost kladinvel cisiel

Treba ndgst velkost jednethyyelh himotayeh bodove ako w) el rozlozenic na
niti tak. aby frekvencie viastaveh madyeh priccnveh kmitov v opripade oboch
upevinenyeh konceov holi

| ) | } .
I ~ kM7 2 sts e s 200 0k 7.
: )
!
I L kHzoasnsia m I kH~ toan Hy
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v pripade Tavého peviného konea a pravého volného:
I _ l e
" B kH~ 125.0 Hz. /s p kHvz 166.6 Hz.
¢ )
| _ | .
s N kHz - 250.0 Hz. n , kHz 500 Hz.
Predovietkym zostrojime mnohoc¢leny A(2) a0 B(72):

. (A , . e -
Ay = T - ) PoboS42 1 197472 0 12016723 L 102571,

N /. N R . A
HUAREEE Bl R ) Sl 1207 0 43682 1 52 48073 S- 147 45621,

! a
, . , . A7) . .
Rozvinutim podielu 70 do retazea tvaru (38) dostaneme:
/)(/.)
A4(2) 0.075 : i l : :
T L R . _ R
13(7) 163952 0353 4720472 0 0402
‘ l o , | o
COOSNZAL T 0053 T 2a80.0297 T 0017

7 tohto retazea dostaneme pomocoun vzahov 7z vety 6.1 hladané veliciny
Lgr 00 o) oy (b | I

/, T.oem. /, 35.3 em. L, 402 cem 15.3 ¢m, l, - 1.7 cem,

ney o bbb s o, 0 AT2 00 gy FOSS ooy 258,99 o,

§ 7. Daldie vieoheend visledky
V' opredoslom paragrafe pri rieseni obritenc) lohy 1 sme ukazali. ze vo
svojej povodnej formuldcii nie je jednoznaénd. Napriek tomu mozno dokazat
rad viet i pre tato alohu. Vo dalsom struene nacrtneme vysledky. ktoré dosiahol
votomto smere M. Gl Krejn.
7 viesenia jednoznacne] obratenej vlohy Tac vesp. 1h vaplvva, ze velkosti
himotnyeh bodov nite oy, =i funkceiami oboch  postupmosti Cisiel p, a0 g,

(i 1. on). Vodosledku toho bude platif to sté aj o sacte vietkyeh hmot-
nyeh bodov nite — t.j. o celkovej hmote nite L/
Wi My poepye oo Py Yo e 4.

Ale ak je dand niektord z postupnosti ip, i1, vesp. g, 17, 7 nerovnosti
O e Y
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viplyva. Ze ¢isla druhe] poxtupnosti < zadanim pryvej zhora i zdola ohranicend
a opacne. Napr. pri danej postupnosti fpi11 . jednalk Cisla ¢, mozu nadobudat
hodnoty 7z intervalov . ¢ p, (7 4o oo on). kde p, o= 00 jednak
celtkova hmota I nite je funkciou iba cisiel ¢,. Vznika. privodzene, otdzka.
ako sa bude chovat I ako funkeia cisiel ¢, Pri vySetrovani tejto otazky sua
prave M. G. Krejnovi podarilo dokazat rad viet. kde okrem iného nasiel dolni
hranicu pre celkova hmotu nite J7 pre pripad nite Nj. N,0 N, ak je predpisani
postupnost frekvencii jej viastnych kmitov. Vodalsom sa preto obmedzime iha
na uvedenie prislusnych viel hez dokazov. odkazajiue na spomenutt pracu | T,
Prv ovsak nez by sme nviedl tieto very, uvedme este nasledujtice pomoend

vety:
Lemma 7.0 Cellovd loota Wowile o hootwjel hodocl jo danda vzlufion:
T 1
R . o .
D Laq! =g P
' 1
kde
. : ey
0 ) . :
d7 1, )
pricom (L) a Q(2) je Rladwd drojica wnoiodlsnor w-Laf DI ag ETtad el o e 100

vatel dyncmicle] poddajuos (0
7 tejto lemmy mozno Tahko dokazad nasledujien Temmu:
Lemma 7.20 Cellord anotse Moiile o w oot gel bodoch jo rori

AT S
Al/ ] ( \ P : uy \> . > v )
VLl O pry 0 gf) La 7 Ld

‘ o/ |
) )
e !u;.l,- L

a eijznine jedotlicgel el je rornalig ako e done 7.
Na ziklade tycehto vztahov pre cetkovie hmotu 7 nite mozno vyvkonat

kde

vysetrovanie I/ ako funkeic parvametrov opoovesp. g (0 o). Po
prislusnyeh dvahach dostancme vetn:
Veta 7.4 Neeh g, .. q. g0 Tuborolndg postapnost Llad el fisicl.

vtedy Cislo

kde Q2 je amnohodlen



ditva nejmensiu moZni hodnolu pre cellovi hunotw vsethgele niti Ny. llord i
[relevencie vlastnijeh  kanitor rovné  postupnosti Eisiel g, qo. oo, Pritom
cxistuje jeding lakd nit, Ktord md wvedené spektram frekvencii o md cellcori
fomotw M rovni I, . Tdato nil je wréend dynamickon poddajnosion (21(2):

mw

m

| |
/;rl',( Z , N3 N
| M Lag QG q) (24 g

n
oo

~
N

Pre tilo wil je l, - 0,
7 vety 7.0 vyvplyvae ze dolnd hranica celkovej hmoty nite Ny je funkeis

frekvencit viastnveh kmitov g g, o000,
A Tl o e o)
kele
Doy Ty q.
a

. \ | . "’ /.
[T/ Z y 0/ (/;f)) , ()(2) /;{ l] (I - (/}, ) .

Mozno Tahko dokdizaf nasledujien lemmu:
Lemma 7.3, Pri pernons . Q. oG,y je Junkeia fos vasticin g, slile Llosa
jica. pricom plali:

LTI S 77 AP 730 B PR/ N/ PR Y §

"
7 tejto pomocenej vety vvplyva nasledujica veta:
Veta 7.2. Pre Fubovol ni wit N7 o wlowotwjeh bodoch . leloyid and collori rwotu I

dfrelrencio gy gy oo, platic
L I A U B W (/7 PR B U

Dosledok. Z poslednej vety viplyva, ze ak je danyeh prvyeh £ frekvenct
a celkova hmota nite. mozno ndajst dolntt hranicu pre (4 = D-va frekvenciu,
Lktord bude funkeion celkovej hmoty 7 o pryvyeh £ frekvencii. Napr. pre prvt

frekvenciu plati:

ol
( - ’ .
I M
Podobnynu sposobom mozno na zaklade vztahu pre celkovi himota
7 lemmy 7.2 dokazat pre nit N, nasledujaee vetly:
Veta 7.3 Neeh opy Tps ooy je Tubovol nd postcpwost Llad ijele éisicl.
Lotom ¢islo
it 1y
T O |
J 4 .
l 1’»4_’: ll.l)/\"/'z/ 1)



kde 1’(2) [’1 (1 - /‘_,)
kol P

;
je e jmensia moZnd hodnota pre celkoed ot 3 v&ethgeh witt Noo Flord wagi
freleencic vlastu gel bwitov rovnd Eslam p; . (1 L2 oo Spowiedzi v3cd ek
it Ny ktoré i frefvencic clastwgjeh kodtor rocné Eislane p; . (0 Lo,
caistuje iha jedind. Ltorda mda symeiricly rozloZenid himotu r<biladon o strod wite.
Tato « len tato nil med cellori ot M rovwi M

Vo vete 7.3 sa o niti. pre ktora 3 @0 nic¢ blizsicho nehovori o vozlozeni
a velkosti hmotnyeh bodov. okrem toho. 7ze tieto veliciny =t rozlozené sv
metricky vzhTadom na stred nite, Pre jednoznaéné uréenie nite je nevvhnutnd
poznat tieto veli¢iny. O tom hovori veta:

Veta 7. Neeh N, je nit o cclkorej hinote M pricom frelveneic jej rlasti ich
kmitor sic pyopy. oooop, Viedy dywaomiclda Gihost wite Np o rornaleec hol
a s rovnal e rozloZenim haotn jei hodor je:

"

N /,"/[v
T i
117 7 e
(2) / Iz ya l’f I)r( 1,/.—) (2 /;/.-)
o

Na zdklade vysledkov 7 § 6 mozno pomerne jednoducho wrcit polohu /,
a velkost o, jednotlivieh hmotnyeh bodov na niti. Posledné veliciny  polohu
a velkost hmotnyeh bodoy mozno urcit i trochu indeé a jednoduchsie,
Budeme pritom vychadzat z tej skutocnosti. ze nit N, o minimalnej hmote 3/'7
je svmetrickd. Ako mozno Tahko ukazat. z dévodoy symetrie bude nit pri
harmonickom kmitani o frekveneii py, . (£ Lo e DY mat v ostrede
nite kmitinu a pri harmonickom kmitani o frekvencii g, . (& I. ... bude
mat v strede uzol. Z toho vy plyva. Ze ak by sme nit rozrezali v poloviei a uva-
zovali napr. prava polovieu s Tavym koncom volne pohyblivym. budd v pripade
nepdarncho poétu hmotnveh hodov frekvencie viastnyceh kmitov tejto polo-
vicep Py, vpripade parneho poctuhmotnych bodov buditto cisla py o pyooo
Pritom v prvam pripade bide na Tavom konei hmotny bod o himote roviej
polovicke hmoty. ktord povadne lezala v strede nite. Z uvedeného vyplyyva
nasledujiica veta:

Veta 7.5, Pre dynamicki poddainost GV wile rorne) poloviel porodpe ) il N,
o celleore] Tonote M2 platia ticto vztahy:

: /o
. ll(l':f )
1 Sk Vi

[T o ; pre  » 2
(e )
o Py
sl )
1 -
EBK 7' /l l}( ' l’::/) . ) i
; o) ; pre /




Poznamka. Uréenie velicin ne,. a [, 7 tychto vztahov je ovela jednoduchzie,
kedze prislusné refazee st o polovicu kratsie.

Podobne ako v pripade nite N; mozno dokdzat tito lemmu
Lemma 7.4 Pri pevnom p, .

P de funkeia g, .
D Pos o p) MY
s rasticim p, stale Rlesajiea. pricom plati:
g, (pr- pae oo )
Iy

Soalprs o
7 toho plynie veta 7.6

P )
Veta 7.6, Pre fubovoliii il Ny o n oot ijele hodocl « celleove fomote 3. pricon
frelveneic vlastgeh badtov s roomé p; (v - 1

‘ s o), plati:
D) ey ps) s Pes

pL) T M.
Pre prvi frekvenciu pp dostaneme 7 tejto vely odhad
2
Py
M
a pre druha frekvenciu
o | M
Ps= PT - '

Posledné nerovnosti velmi tizko sGvisia s nerovnostami N

N. £, Zukovského.
ktoré odvodil pri hTadani podmienok ohrani¢enosti vieseni  diferenciilnej
rovnice

Pozri [26]. Porovianim viet 7.2 a 7.6 mozno odvodit cely rad zaujimavych
vztahov, z ktorveh uvedme aspon jeden:

Veta 7.7, Pie funkeie f. o g.. (v

Slo20 o)y wopripade nite Ny s wlasin g
frelrencicmi py.p, o, plati:
o ,
iy P oo o) 4 Gorl Vs Pov oo os Por 1) (r 2.

Zaverom treba este poznamenat. ze pre nit Ny mozno odvodit analogicki
vetu ako vety 7o a0 7.3 pre Nja N,. Je to veta 7.8
Veta 7.8. Neeh vy vy

ey e Tubovolnd postuwpnost Rladw el fisiel.
vlody vclicinag

fede
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je dolrnow hrawicow celkovygeh hwot I oSetlegeh awiti Ny kloré waji jrolroneie
vlastngjeh kmitov rovné Eislam vryory, oo v, o Spomedzi tgehlo nili cvistafi
iba jedina nit takd, Korda i symetrické rozloZenie hnoty (o do vellosti @ o do
polohy ) vzhladom na stred wile, pricon na oboch Loncoch nite Lo Zic hmotnd hodyy.
Tdato « len tato wil mda hanoln roviii MY

no*
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