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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIiS SAV, XII, 4, 1962

O RACIONALNYCH FUNKCIACH
OPERATORA DIFERENCOVANIA

JOZEF ELIAS, Bratislava

V praci [1] bola uvedena operatorova metoda rieSenia diferenénych rovnic. Pri
praktickych vypoctoch bolo potrebné zistif, aké funkcie odpovedaji operatorom
tvaru:

1 1 s
- [+ pT -+ g
kde o, f # O su Cisla a k prirodzené Cislo. V tejto praci zavedieme pojem algebraicke;j
derivacie, pomocou ktorého sa tato tuloha velmi Tahko rieSi. VSetky oznacenia
a definicie budu rovnaké ako v praci [1].
Nech {a(n)} je funkcia z K. Polozme

Dia(m)} = {f(n)},
kde f(0) =0 a f(n) = —na(n — 1), pre n =1,2, ...
Lemma 1. Nech a, b su funkcie z K. Potom plati:
a) D[a + b] = DA + Db; b) Dl[ab] = [Da] b + a[Db).

Dokaz. Pocitajme pre n = 1,2, ...

a) Dla+ b) = {—nla + bJ(n — 1)} = {—na(n — 1) + (=n)b(n — 1)} =
= {—na(n — 1)} + {—nb(n — 1)} = Da + Db.

b) Dlab] = {—nlab] (n — 1)} = {—n"ijla(n —i— Dbl — 1)} =

={Y —(m—i)yaln —i—1).b(i — 1) +"Za(n—i— D@ b — 1D} =
i=1 i=1
'S aln — i — 1) [DBG)) =

i=1

= (Y. (atn — iNbG = 1) +
i=1
_ {i [Da(n — N b — 1) — [Da(0)] b(n — 1) +

n—1

+ Y aln =) [Db(j = D] = atn = 1) [DBOY]} =

n—1 n—1

= { X [Datn — Db — 1) + ¥ aln — 1) [Db(j — D]} =
i=1 i=1

= [Da] b + a[Db}.
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Pre n = 0 st tvrdenia vety zrejmé.

Nasledujtica lemma dava vztah medzi operaciou D a sa¢tom radu funkcii (pozri [2],
str. 288).

Lemma 2. Nech o, sit komplexné cisla a a_ si funkcie = K, pre i = 1,2, .... Nech

.
rad Y o a, konverguje. Potom plati:
i=1

Dokaz. Pre n = 1.2, ... plati

o

D[Zda 1) = {=n[Y xal(mn—1) = {—nia‘_a‘_(n - D} =

i=1 . i=1 i=1
) on

a[—na(nm — 1]} icx Da(m)]} =Y o [Da].

1 i=1

M &

- f
l

Pre n = 0 je dokazana rovnost tieZ zrejma.

Rozsirme definiciu operacie D na TubovoIné operatory tvaru a = p/q, kde p
a g % 0 su funkcie z K. takto:

ol 2|~ [Prid = pidg]
q qz

Tato definicia je nezavisla od vyjadrenia operatora ako podielu dvoch funkeii.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech p, ¢, p,, ¢, st funkcie z K rozne od nuly. Nech je
plq = pilq,, potom pg, = gp,. Ak na posledni rovnost pouZijeme operaciu D

a urobime upravu, dostanemec:

Dp Dy Dp,  Dg,

p q Py qy

Ked vynasobime Tavia stranu poslednej rovnosti s p/g a pravi stranu s p,/q, ., dosta-
neme:
[Dpla — p[Dq] _ [Dpi]a, — a:1[Dgy]
q’ qi ’

Veta 1. Nech je fe K. Potom Df = Df.

Dokaz. Nech f, p, ¢ + 0 sa funkcie z K a / = p/q; mame dokazaf, Ze Df =
= D [p/q]. Podla predpokladu p = fq. Ak na tGto rovnost pouZijeme operaciu D,
dostaneme:

Dp = [Df1q + f[Dq].

Odtial vyplyva: g[Dp] = [Df]q* + fq[Dg] = [Df1q9” + p[Dq. Z poslednej rovnosti

dostavame:
X — piD
Df ‘I[D/’J,,Z!’L q] _D[Z] b/,
q
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V dalsom v dosledku dokazanej vety bez obav z nedorozumenia budeme namiesto D
pisat D.

Operacia D ma podobné vlastnosti ako derivacia. Budeme ju preto nazyvat
algebraickou derivaciou.

Veta 2. Nech o, [} su ciselné operdtory. Nech a, b su operdtory. Potom plati:

a) Da = 0;

b) Dlab] = a[Db] + b[Dal;

¢) Dlaa + fb] = a[Da] + p[Db];

d) D[i:l: [Dalb — a[Db] ’ ak b+ 0.

b bh?

Dokaz. a) Ciselny operator « sa d4 napisal v tvare o = {a}/{1}. Potom podla

definicic
e - p 1 _ DU — @D _ =) 1} = () (=} _
i () {1

n

{—a Y m—i)+a) (i—1) m
i=1 — 05

_ i=1

ay ay
b) Poloime a = p/q, b = p,/q,, kde p. p;, ¢ £ 0, ¢; + 0 su funkcie z K. Po-
éitajme:
pfab] = p| 2P| = p| PP | — (PPl a4 ;2,1?111,[9@@)1 _
q qi a4, q°q;
_ [Drladqipy + pagi[Dp,] — priqi[Dq] — ppia[Dg,] _
a’qi
_ [Pplg —plDg] py | 1 -
q2 qy q qf
=p| 2| Py Pp| Pl o iDa]b + a[Db] = a[Db] + b[Dal.
q | 41 q q1
¢) Najskor si vS§imnime, Ze z a) a b) ihned vyplyva, Ze pre [ubovolny operator a
a kazdy Ciselny operator o je D[oa] = aDa. Staci teda dokazat, Ze D[a + b] = Da + Db
pre Tubovolné dva operatory a, b. Nech a = pg, b =p,/q,, kde p. p,, g +0, ¢, +0
su funkcic z K. Pocitajme:

Dla+ b] = D[ll P :D[wi _
q q: aq,
_ [D(pay + pra)laas — [pay + pia]Dlaa,] _

a’q,
_ [Prlagi + [Dpi]a*as = pailD4] — pia’[D4.]
- 2 2
q 4,
D — p|D D — Dgq,j
_ [Prla—plbal  [opdas = pilPaid _ ), [ﬁ} N D[_m_] — Da + Db,
q qi 1

265



b) Nech r = a/b, kde a, b + 0 st operatory, t. j. a = rb. Potom podla b) plati:
Da = [Dr]b + r[Db].
Odtial vyplyva: Da — r[Db] = [Dr] b.
Z poslednej rovnosti dostavame:
a 4
pa — oo} P 5P pagh — appb)

Dr = b b bh?

Vsimnime si, ze DI = {—n}, kde / = {1}. Odtial podla predoslej vety dostavame:

S R I
! I? {n}

V praci [1] sme zaviedli polyném operatora s. Prvou derivaciou polyndmu ope-
ratora s P(s) = ay + a;s + ... + as* nazyvame polynom P'(s) = a, + 2a,s +
+ ... + ka,s*~'. Analogicky zaviddzame druht derivaciu polynému s ako prvu
derivaciu z prvej derivacie. Podobne definujeme vysSie derivacie. Na zaklade uve-
denych viet mozeme tvrdif, Ze DP(s) = P'(s), kde P'(s) je derivacia podIla s.

Ak F(s) = P(s)/O(s). kde Q(s) je nenulovy polyném operatora s, potom plati:

_ [DP(s)] Q(s) — P(s)[DQ(s)] _ P'(5)Qs) — P(s) Q'(s)
DF(s) = === TR = S e
Q%(s) Q%(s)
V praci [2] na str. 292 je dokazané, Ze kaZdy operator pe T(k) sa da napisaf
v tvare p Y, o', kde «, su komplexné &isla a v je celé Eislo. Nasledujuca veta dava
vyjadrenie pre Dp, ak operator p je napisany v takomto tvare.
Veta 3. Ak jep = Z al', kde o si komplexné Cisla, v je celé ¢islo, potom

Dp = =) i’

0 s}

Dokaz. Poloime p = p; + p,, kdep, = ) al'ap, = ) ol Podla predoslych

i=v i=1

poznamok
0 (4]

0 0
Dp, =D[Y ol =D[Y as ] =Y —ios "= =Y io I

i=vy i=v

Podla [2] rad ) /' konverguje pre Tubovolné &isla ay, a,, ..., preto podla

lemmy 2

Dp, = D[Z1 al] =Y o [DI'] = Z o [Ds™ ] = =Y iogs "= =Y da i
i= i=1 i=1 i=1 s
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Podla c) vety 2 dostavame dokazané tvrdenie.
UkaZeme priklady na pouZitie dokazanych tvrdeni.
Priklad 1. Pre prirodzené &islo k a komplexné Cislo o = — 1 plati:

oo Al ey

DokaZeme to indukciou. Pre k = | tvrdenie plati podla [1], str.213. Predpokla-
dajme, Ze tvrdenie je spravne pre k = [ — 1, kde / > 1, t. j. Ze plati:

el (L

Dokazeme, Ze tvrdenie plati i pre k = /. Pocitajme:

1 1 1 1 n -
I _—_‘_*D R __—_D o + 1 n 14.‘2} _
(s — ) (=1 (s—a)! (=1 {(l—2>( )

= {—‘(‘[il)(-—il)(’; :;)(a + i)"'Hl} = {(l ﬁ ]>(o< + l)""“}.

Vysledok sa zhoduje s tvrdenim vety 5.3 v [1], str. 213.

Priklad 2. Pomocou algebraickej derivacie Tahko odvodime vzorce pre mocniny
operatora 1/(s* + f?). Totiz

LT iy S A N
S2+ /’3’2 (sz+ /);2)2 - (Sz+ ﬂz)z 52+ /)72 :
Odtial
i 1 1 s
R Tt = + D s
(Sz+ ﬂz)z 2ﬁ2 [52—}- /32 s2+ ﬁz]
alebo

52 .\ Py ‘z% {% (1 + B sinng + D[(T + B cos "“’]} )

R Y P ! Ty
_2F3 \/]+/3)smn(p————2‘B?n(\/1+ﬁ? cos(n — 1) o,

pricom ¢ je argument komplexného &isla 1 + pi. Vysledok sa zhoduje so vzorcom
Ky(a, B, 5) v [1], str. 216 pre o = 0.

K tomu, aby sme odvodili vzorce pre vy$Sie mocniny operatora 1/(s*+ f?),
pocitajme:

ey L RNl

_ 22k - 1)(k—1) _ 4B%k(k — 1)
(52 + ﬁZ)k (s2+ ﬁl)k+1 :

e
[=7]
]



Odtial vyplyva, zZe ,
B € | R R I
(s*+ ! 282 (P4 B ARGk~ 1) (P )
pre k =2,3,4, ...
Pre k = 2 dostaneme:
2 3 1 ., 1 j 3
el N S, = D == (N4 BHY'sinng —
(2 T A Ul o o L A A R () Y
71(\"T+ B2 teos (n—1)¢p — g/l))—x n(n — I)(V"’l‘ + B sin(n — 2) (p}.

C

4

o | W

8

Pre k = 3 dostaneme: »
s
Gemr e e ey

o, B

j 22\n 5 / 2\n—1
={—— (N1 + f)'smnnp — —m(NT 4+ 7)Y " eos(n — 1) o —
{16/;’ 165° By cos(n =)o
ey nn — l)(\/l”+ /32)"_25i11 (n—2)p +
op°
——n(n = 1) (n — 2)(\”1 + B3 P eos (n — 3) }

e )( £) ( )@
Vzorce sa zhoduju so vzorcami Ky(x, ff, s) a K,(«, f3, ) v [1], str. 216 pre o = 0.*
Poznamka. Pomocou predchadzajucich vzorcov a algebraickej derivacie od-

vodime vzorce pre operator s/(s*> + %) k = 2.3, ...

Pocitajme: D i =2k —=1)s
(5_2+ ﬁzjk—l (SZ + ﬁz)k ’
Odtial vyplyva: s o i L opre k=23
(s2+ p2) Ak =1) (2 + p2)
Pre k = 3 z predchadzajiceho vzorca dostavame:
B _ LD ) _
(,\'2-1- /;2)_’5 4 (SZ+ /;2)3
i i .
= {—2—0[2};3 (v 1+ /,‘2)"sin np — 2/£2 n(vi+ /;2)" lcos(n . 1)(/,]} =

i —1 . i ) 2

J L, (VI + B2 sin(n — 1) @ — , (i = (VT + B2 Zeos(n — 2)(/)}.
| 8p Y ,

* Vo vzorcoch pre K, i, s) a K (u, [, 5) v [1] nastr. 216 su viak chyby. Vo vzorci pre K;(a, f3, s)

koeficient pre sin np ma byt 3/845 |a | 1", Vo vzorci pre K4la, 3, s) koeficient pri sin (1 —2) ¢
- 11n=2 4 Koeficient pri cos (1~ 3) ¢ ma byt 1/484*n(n-— 1) (n —

ma byl —1/88%n(n — 1) | a
—2) a4 13

268



Vzorce sa zhoduju so vzorcom Q4(0, 5, s) v [1], str. 219.

Priklad 3. Pomocou algebraickej derivacie sa daju odvodif aj vzorce pre ope-
rator 1/[(s — «)® + f?]), kde a, f £ 0 sti realne ¢&isla a k je prirodzené &islo. Podfa
pomocnej vety | na str. 214 z [1] plati:

1 k A, A.
: : = T = il k=1,2,3,..,
(s — ) + 21 ,-; [(x —a)y  (x-— a)’]

2%k —j — 1 1

pre | <j <k, Zj je konjugované ¢islo k 4;a a = o + f,; o, f + 0 st realne &isla.
Ak pouzijeme vysledky prikladu 1, dostaneme:

1 n n i G el
s — @) + BT = {j; <‘]__ ]>[Aj(a + 1) + Afa + 1) ]} _

- {é <1£ l)zRe[A.,(u + 1)"‘1'“]}.

Pre k = 2 posledny vzorec ma tvar:

[ - a)lz PP {; (1—” 1>2Re [Afa + l)""'“]} -

. {2 Re A (u + 1)"+<’1'>2ReA2(a + 1)”*1} —

pricom

1 i
={ _Ja+1{"sinng — — |a+1]["""cos(n—1)op,
25 237

kde ¢ je argument komplexného ¢Cisla a + 1 a |a + 1| jeho absolutna hodnota.
Vzorec sa zhoduje so vzorcom K,(a«, f3, s) v [l], str. 216.

Poznamka. Podobnym spdsobom sa daju odvodit vzorce aj pre operator tvaru
s/[(s + a)? + B2)), kde a. ff + 0 st realne ¢isla a k je prirodzené &islo.
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O PAUUOHAJIBHBIX ®YHKILHUAX ONMEPATOPA AUDGEPEHLUMNPOBAHUI
Hozed Daunawm
Pestone

B paGote [I] onpeneiieHo nodie onepatopos 7(K) kak moJie orHowenuid Haj kojabuom K Beex
KOMIUIEKCHBIX (DYHKLIMI, OnpelesicHHbIX HA MHOKCCTBC BCEX LIEbIX HCOTPHULATCIILHBIX YUCEL.
Cnoxenue M ymHoxenue B K onpenensioresi no dopmyiam a | b {a(n) -+ b(m)}, ab =

n
=1{ Zan—i)b(i — 1)}, nnascexa,he K.
i=1

B HacToseit ctatbe BBCACHA onepattist 1 cienytoumm criocobom: Ecnn {a(n)) € K, To {Da(n)} =

Vet rae f10) 0 Owm fny  —na(nm— 1) s o 1,2, ...

Janee, ecau onepatop a - plg, nis pe K, 0 -+ ¢g& K, to nonaracm  Da D(p/2) (Dp) g —
— p(DgN/q?.

JloKa3pIBatoOTCA ClIEAyIOMINE TCOPEMbI:

Ecan a, ff ukcnosbic oncpz\Tobm W oa. b npoussonbubie ouepatopul, To Da 0, Dlab]

alDb) -+ b[Dal. Dlua + bl alDal + BIDbY. Dwajb)y - [(Da) b — a(Dh]/b2. b -} 0.

13

Mo [2] seaknii dmemenT p € T(K) MokeT ObITL HPEJCTABICH B BHIC P X lll/f, rne I {1},

iy
PE 0 - Hesnoe HHCAO Mo, §ocro e il KOMIICKCHBIC YHeta. o, -k 0. s onepatopa p
>
B 9TOM BHIe cripasciiznisa popmyna: Dp — 2 m‘./" 1
i=v
C nomouibio efepauni ;1 ruiBeAcHbl GOpmMyIbl jUist cTencheit oneparopos: (s —«a), o |- —1

P 7 B 5 Ik
KoMmmiekeHoe uncio; /(s> - B2 st 0 gk k1,2, s — 2 b P21 rne a, - 0
BCUICCTBCHHBIC YMCAA, A HATYPaJbHOE YHCIo M onepatop s /L.

ON RATIONAL FUNCTIONS OF DIFFERENCE OGPERATOR
Jozef Elias
Summary

In paper [1] the field T(K) of operators is defined as the quotient-field over the ring K of all
complex-valued functions defined on the set of all non-necgative integers. The addition and multi-

n
plication in K are defined by formulae a | b fa(n) - b(n)} and ab -~ { X aln —i)b(i — 1)}
i=1

respectively (for every a, b e K).
In this paper the operation D is defined in the following way: If a € K then Da  f, where f(0) - 0,
and f(ny  —na(n— 1), n I, 2. ... Further. ifa  plg.pe K,0+4 ge K, we put Da  D(p/q)
((Dp) g — p(Dg))/q>.
The following theorems arc proved.
If «, [ are numerical operators (numbers), and a, b arbitrary opcrators, then Da 0, D(ab)
(Da)b + a(Db), D(aa -+ [ib) - «(Da) 1- (Db), D(a/hy  ((Da)b— a(Db))/h2, b = 0.

o

According [2] every element p € T(K) may be written in the form p - X a;l', where [ - {1}, v

i=v

0

AN

is an integer and «;, i =~ v, v -1 1,..., are complex numbers, «, == 0. For aa operator p in this form

o
the formula Dp = — X ia /i is proved.
i=v

By aid of the operator D the formulae for the operators 1/(s — @), 1/(s2 I B2, s/(s2 + p2)k
1((s — a)? 4 f2)k, where a, f3 <=0 are real numbers and k& is a positive integer and s = 1// are proved
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