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KYBERNETIKA CIsLO 4, ROCNIK 1/1965
Pfevod pfenostl ze spojité Laplaceovy
transformace do transformace Z

ANTONIN TUZAR

'V &lanku je popsana metoda vypo&tu diskrétniho pienosu obvodu odpovidajiciho danému pre-
nosu v Laplaceové transformaci. Metoda vychazi ze souvislosti mezi impulsni odezvou obvodu
a rozvojem diskrétniho pfenosu viadu v zdpornych mocninéch z a je vhodna k programovéni pro
samod&inny poéitac.

" Pfi navrhovéni korekénich &lenti pro &slicovou regulaci je zapotfebi zndt pfenosy
regulovanych soustav v transformaci Z (viz napf. [1], [2]). V tomto &ldnku je ukdzd-
na jedna z moZnych metod vypoé&tu t&chto pfenost, jestlie jsou zndmy pienosy
v Laplaceové transformaci. Uvedeny postup byl zpracovdn jako program pro samo-
éinny podital URAL 1 a lze jej patrné pouZit i pro jiné potitate. Vzhledem k tomu,
Ze program byl sestaven s pohyblivou fddovou &drkou a potitaé URAL 1 pracuje
s pevnou &drkou, obsahoval program zhruba 1500 instrukci. U po&itale vybaveného
instrukcemi s pohyblivou &drkou by rozsah daného programu klesl vice neZ o polo-
vinu. Okolnost, Ze program zaujimal mnoho mista v operaéni pamdti, vedla také
k omezeni na jednoduché komplexni pdly pfenosu. Pro popisovanou metodu je
charakteristické vyuZiti skutenosti, Ze vzorky impulsni odezvy obvodu jsou rovay
koeficientlim rozvoje diskrétniho p¥enosu v zdpornych mocnindch z (srov. [3]). Ddle
se §iroce pouZivd program pro déleni polynomii a vypodet zbytku p¥i d&leni. Ostatni
odchylky od bé&Zného postupu jsou patrné z ndsledujictho podrobného popisu metody.

FORMULACE ULOHY
Je ddn pYenos spojité soustavy W(p) ve tvaru:
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kde r;, aj, Ay, 9¢ jsou redlnd, v;, m, P, Q pfirozend &isla; &isla o; pro riiznd j a dvojice 325
(lk, 9,) pro rizng k jsou riizné a pro k = 1,..., Q plati

I — 49, <0.

Predpokldddme tedy, 7e kofeny jmenovatele jsou jiz vypodteny (program na vypodet
kofenti je v knihovng standardnich programii v&tSiny samotinnych poditadi) a Ze
imagindrni kofeny, pokud se vyskytnou, jsou jednoduché. Dile je ddna perioda
vzorkovdni T > 0. Je tfeba ur€it pfenos v transformaci Z tvaru

® Fe(e) = S —

tak, aby vzorek odezvy na jednotkovy impuls u spojité soustavy byl totoZny s origi-
ndlem k obrazu (2).
MATEMATICKE ZPRACOVANI

Vypodet bude sestdvat z t&chto etap:

a) urleni vzorku spojité odezvy,

b) vypodet jmenovatele diskrétniho pienosu,
¢) vypodet itatele diskrétniho prenosu.

Nidsleduje odvozeni a popis jednotlivych etap.
a) Vypocet vzorku odezvy
Upravime nejprve vzorec (1). Zavedeme jiny zdpis kofenovych &initeltt vztahem

6] PP HAp+ 8= -f)+a;
neboli
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Pienos (1) rozloZime na parcidlni zlomky
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Jednotlivym s&itanciim odpovidaji tyto origindly:
et ( Ki; ) __Ky fmt et
(p—o)/) (-1
. ; i+ N; .
gt (—M’p—tN—’Q = [M,-cos g;t + Mif; + N; sin gjt]ef".
N\ -+ g;

Ukdzeme nyni, jak probihd vypocet koeficientlt K;;, M;, N;. Poznamenejme nej-
prve o redlnych ko¥erech toto: Je-li ; kofen ndsobnosti v;, potom, znaé&i-li R, RTT
polynomy, V raciondlni funkci, plati:

R(P) - i K E(Ii)
(p—a)"T(p) ¥=1(p~o)  T(p)

Fp)(p— 0" =K, ; + K, _ (P — &) + ... + Ky (p — a)"'7! + V(p).

(6)

F(p) =

Odtud je zfejmé, Ze pro r = 0,1,...,v; — 1:

k- LaTF(pYp—2)"]
vmrg = ~
r! dp poay

(i) Vypocet K,; pro jednoduchy redlny koFen «;. V tomto piipadd

Ky ;=Fp)(p - “f)lp—*zj

neboli
m
Y
Y Kij= e ‘
k]:ll (ot; — o)™ ’1:[1(&] + Ly + %)
k#j

(i) Vypocet K;; pro redlny kofen u; ndsobnosti v;. (Zde je zahrnut i p¥ipad (i),

kdy v; = 1)
Oznalme
(®) Fi(p) = F(p) (p — ;)"
a zavedme novou proménnou
©) o g=p-a.

Podle Taylorovy vty nyni dostaneme

FJ-(‘,1+°<,-)=F,~(%)+%~4 +F"'2(:i)qz+--- .




JestliZe ve vyrazu pro F (g + «;) d&lime &itatele jmenovatelem, obdrZime mocninnou
faduvgqg:

Ffq + o)) = Go + Giq + Gg* + ... ;
protoZe rozklad funkce v mocninnou fadu je jednoznany (v oblasti, kde Fada
konverguje!), dostdvdme srovndnim koeficientti rovnosti

G.=K

vy—koi

Odtud pravidlo pro vypoéet K, ;: Do vyrazu F (p) zavedeme g podie (9); mdme

Z, g
10 o= i :
T (@ + o — o)™ H [(q + «; = fi)* + 9i]
i |
kde
(11) ’Zloskq" =kz=:0r,‘(q + o).

Vypotet s, probihd takto: Vyraz na pravé strand v (11) oznadime ¢(g + «;) a derivu-
jeme jej; pro g = 0 je
@loy) =Y nah = so,
k=0

@'(a;) =;§1kr,(a’}"’ =1ls,,

Vyrazy na levé strané nejsndze vypoéteme podle Hornerova schématu:

o T Fm—1 Fu—2 v Ty ro
Yoo Tl + Yooty (rm“j + rm—l) o + ryea e ‘P(“j)
................................................... o'(a;)
(12) 1
SD(m)(m!}
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Vysledky Hornerova schématu jsou tedy pfimo koeficienty s,. Pro vypoget K;; délime
polynom s koeficienty s, polynomem vzniklym vyndsobenim ve jmenovateli vyrazu
(10).

(iti) Jednoduché komplexné sdruZené koreny. Ozna¥me ¢itatele a jmenovatele F(p)
jako B(p) a A(p):

' B(p)
(13) F(p) ==
' 4(p)
Kvadraticky trojélen odpovidajici kofentim oy, o oznatme D(p). Mdme (4, B,
jsou polynomy, M, N, redlné konstanty)
(14) B__B _B Mp+ N
. A AD, 4, D,

Zavedme je§té polynomy ]}k a A, a konstanty &, By, s J; definované vztahy

(15) £=§k+ﬁﬂi&; .
Dy Dy
- d
ﬁ=Ak+7kI’+ k
Dy .. Dy

Existence My, Ny, &, By, V1> 0, Plyne z toho, Ze pfi déleni polynomu kvadratickym troj-
&lenem je zbytek pfi déleni polynom nejvys prvého stupng.
Vyndsobenim druhé rovnosti v (14) soudinem 4, D, dostdvime

B — (Myp + N,) 4, = B,D,
a po dosazeni za B a 4, podle (15) do levé strany:
Eka + &p + B — (Mkp + Nk) (Eka + WP + 5k) = BD,.
Proto vyraz &p + B — (Myp + Ni) (up + 55)
je nutng délitelny D, = p* + A4p + 9. Mdme
Cgp + B — (MkP + Nk) (7kp + 5k) =
= ~ e Mp? — (Nye + Mide — &) p — (Nidy — Bi) -
Musi tedy platit

(16) Niye + MiSy — & = My,
NiSy — B = p M3

a odtud

(17) M, = &0, = P

5% ~ by + 72

N, = B = VB + 7ihe
0% — kil + vE9F

s




ptidem? &, Py jsou koeficienty zbytku pfi déleni B/D,; stejnd y, a d; vzniknou déle- 329
nim A,/D;.

Zbytky pfi d&leni vypodteme nejsndze metodou déleni polynomd, uvedenou v [4];
polynom 4, je tfeba vidy poditat zvI4st.

Vzorek odezvy snadno jiZ spodteme sedtenim vyrazi podle (6).

Pfiprava, zavedeni

Vypodet Sitatele
pro uréeni K;

Vypodet jmenovatele
pro urfeni K;;

Vypocet K;;

Vypodet 4,
k urdeni M;;, N

- Urceni zbytku déleni
5o 1
Uréeni y, ¢ trinomem VD--WD

- Urtets, g Urdent zbytku deten
, . ¥D—WD

Urleni M, N;;

0

Vypodet odezvy

Vypotet jmenovatele
z — pfenosy

Vypocet ¢itatele
z — pienosu

_sTOP

Obr. 1.

b) Vypocet jmenovatele diskretniho pienosu

Je zndmo, Ze jednotlivym &initelim spojitého pfenosu odpovidaji séitanci diskret-
niho pfenosu podle ndsledujicich pravidel (R(z) zna&i polynom v z, ktery nepotfebu-
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1., ~ A 1, — A2 1, ~ A,
1, - Ay Ay - A,
1 9, = Ao 8y = Ay

n=16,15,...,,1,0
=0 A, + Ayy > A,

w=16,15...,1,0 !
And + Anmidy + Az = Ay

Obr. 2.

jeme zndt)

1 z
- = Fa T
J z—¢€
1 R(2) _
(p _ b)z + 42 = 22 (e(b+a)'r + e(bva)'r)z + g2bT -

- R(z)
22 — 2¢’Tcos aT. z + €27~

Postupnym vyndsobenim jmenovateldl dostdvame tedy vysledek

N+

> ageazt.
¥=0



¢) Vypocet Citatele diskretniho pFenosu

M
Hleddme &itatele tvaru Y bysor .
k=0

1
)

Uprava vystupu WD
2 programu do I
M-2-p
T

Uprava vystupu WD
z programu do Hi

2 = yAd + 179,

08 — yAf + v Qe |

m—p

Obr. 3.

Oznadime-li body odezvy x,, miiZeme napsat

X2 Pt =

5

] M k
Y gz
=0

™8

k

L |

M* Mx
% v Y bz
_ K=o =k

=k

M*

Yazk
€50
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neboli
M* © M*

(19) Yot = (Lxe) - (Tae™).
k=0 k=0 k=0

Porovndnim koeficienti pak dostaneme:
(19)

Tim jsou vypoSteny v¥echny poZadované koeficienty. Vypodet lze programovat
piesné v témZ sledu, jak byl popsdn. Pro ilustraci je je§té uvedeno hrubé blokové
schéma programu (obr. 1) a podrobné blokové schéma vypodtu koeficientt parcidl-
nich zlomki odpovidajicich jednoduchym komplexnim p6léim (obr. 2 a 3).

n
by=3 %8, (n=0,1,..,M*%).
k=0

(Doslo dne 13. listopadu 1964.)
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SUMMARY

Transformation of the Laplace Transfer Function into the Discrete
Transfer Function

ANTONIN TUZAR

A method of computation of discrete transfer function (2) is described, provided
if the Laplace transfer function (1) of the system is known. The treatment is based on
the relation between the system impulse response and the expansion of the transfer
function into the power series at z~* as shown in [3]. The values of the response at
sampling instants are computed according to relations (6). The transfer function (1)
is further expanded into partial fractions (5). The subprogtam for dividing polyno-
mials and for computing the rest of the division is employed for this operation. The
denominator of the discrete transfer function is then equal to the product of the
denominators of the fractions (18), the coefficients of the numerator can be obtained
by means of (19) in the form (20). According to this method a program for the com-
puter Ural 1 has been developed. Its block-schema is in Fig. 1.

Antonin Tuzar, prom. mat., Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49,
Praha 2 - Nové Mésto.
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