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KYBERNETIKA CISLO 6, ROCNIK 2/1966
Bang-bang riadenie pre sustavy so spatnymi
vizbami

B. FrRaNkOVIC, R. KONAKOVSKY

Clanek sa zaobera otdzkami optimalneho riadenia linearnych sustav pomocou poditacich
strojov. Zvlastna pozornost sa venuje optimalizacii prechodu ststavy z jedného stavu do druhého
za minimalny ¢as. Uvedené st dve vypoétové metody.

Prva metoda sa zakladd na spojovani rieSeni, druhd na sumadcii rieSeni. Optimalne prepinacie
okamzZiky st ziskané v obidvoch pripadoch minimalizaciou pomocnej funkcie.

UVOD

Ulohu optimdlneho riadenia zo vieobecného hladiska pri deterministickom
spdsobe rieSenia moZeme formulovat nasledovnym spdsobem:

Nech statické a dynamické vlastnosti objektu su opisané sustavou rovnic
) x = Ax + Bu,

kde x — n-rozmerny vektor stavu objektu
A — matica slstavy typu (n x n)
u — r-rozmerny vektor riadiacich veligin (r < n)
B — matica rozmiestnenia riadiacich veli¢in typu (n x r); ked objekt je ria-
ditelny, treba ndjst:

1. Vektor riadiacich veliéin u, pri ktorom vektor stavu objektu x po ustdleni bude
maf takd hodnotu, Ze Gi¢elovd funkcia E, ktord charakterizuje cely systém, napr.
ekonomickd efektivnost, bude sa rovnat optimdlnej hodnote

(2) E(x) = E,p, .

Tento stav nazyvame optimdlnym.
V tomto pripade hovorime o statickom optimdlnom riadeni, kde riadiace veliciny
poddvame na riadeny objekt vo forme jednotkového skoku.



2. Postupnost vektorov u(t,), u(t,), ..., u(ty), pri ktorych vektor stavu objektu x
bude mat v kazdom diskrétnom okamihu t, k = 0, 1,2, ..., N taki hodnotu, Ze
ulelovd funkcia E, ktord charakterizuje cely systém, bude v tychto Casovych okamZi-
koch sa rovnaf optimdlnej hodnote, teda

(3 E(Xp 1) = Epes k=0,1,..,N.

V tomto pripade mdZeme hovorif o statisticko-dynamickom optimdlnom riadeni.

Najlepsi zpdsob riadenia bude vtedy, ak dosiahneme optimdlny stav v kazdom
&asovom okamihu. Mnoho tivah o poslednom spdsobe riadenia s teoretickymi
vysledkami ndjdeme v prdcach [1], [2], [3], [5]. V dalsom uvedieme syntézu met6dy
n intervalov a v druhej dasti vhodné overené vypo&tové metddy ilustrované prikladmi.

Vychddzajme z toho, Ze ak vektor riadiacich veliéin v rovnici (1) sa uréi pomocou
&islicového pocitaca, potom pri priamom riadeni mdze zmenif svoju hodnotu len
v uréitych ¢asovych okamihoch t = t;, kym medzi tymito okamihami je konStantny
(funkcia u(t) je po Gisekoch konstantnd).

ul) =u(t), 1;St<t;y. j=12, ..

V tomto pripade rekurentny vztah pre rieSenie rovnice (J) v jednotlivych diskrét-
nych ¢asovych okamihoch je

4 ' X1 = D(T) x, + Mu,,
kde D(T) = ¢*" — matica typu n x n,

T = t44 — t, — konStantnd diskrétna periéda,

T
M = J e""* B dr — matica n x r.
[

Objekt opisany sustavou rovnic (1) povazujeme za riaditelny, ak md konednu
dobu prechodového procesu, tj. ak ohranicend postupnosf po usekoch konstantnych
riadiacich vektorov prevedie sistavu z Iubovolného pociato¢ného stavu do daného
stavu za konecny pocet diskrétnych krokov.

Z fyzikdlneho hladiska existuji také priciny, pre ktoré objekt opisany sustavou
rovnic (1) nemusi byt riaditelny. Napr.:

a) niektoré zloZky vektora stavu objektu mdZu byt nezdvislé od riadiaceho vektoru;
b) slstava modZe mat viacndsobné vlastné hodnoty (charakteristické korene) a taku
maticu B v rovnici (1), Ze aspoii dve rieSenia odpovedajuce tomu istému korefu
sa riadia jednym a tym istym riadiacim signdlom. V tomto pripade sa nedd
previest stustavu z kazdého pociato&ného stavu do Tubovolného daného stavu.

Vysetrime tato otdzku vieobecnejSie. Nech je dany nejaky stav x, a treba uréit,
¢i sa ho dd dosiahnuf z lubovolného pociatoéného stavu za koneény podcet krokov.
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D4 sa ukdzaf, Ze je moZné za jednu periédu dosiahnut x,; z mnozZiny podiatognych
stavov {x'}, ktoré vyhovuji podla (4) vzfahu:

) x, = D(T) {x'} + i&l»u}- :

kde 8; — st stlpce matice M
u; — prvok riadiaceho vektora.
Kvéli zjednoduSeniu oznadenia je vhodnejSie pocitaf v sGradnicovom systéme z,
kde x, je pociatok. Potom plati:

(6) O =D(T){z'} + ) duj,
=1
kde {z'} = {x' — [D(T)]™" x,}.
RieSenim rovnice (6) vzhladom k {z'} dostancme:

g (=) = ~X [P 3

Z toho vidiet, Ze podpriestor {z'} se mdZe zhodovat s r-rozmernym podpriestorom
n-rozmerného priestoru stavov len vtedy, ak vektory [D(T)] ' 6, j = 1,2,...,rsa
linedrne nezavisié.

PoloZime teraz otdzku, Ze z akého podpriestoru (mnoiiny) pociatoénych stavov
{2*} je moZné dosiahnuf podpriestor (mnoZinu) stavov {z'} za T sekind, &iZe po-
¢iatok x, za 2T sekind.

MnoZina {z®} sa uré rieSenim rovnice

® (=) = o) (=) + Lo

po dosadeni (7) mdme
©) (= = =50 o~ ¥ (DT o

Rozmer podpriestoru {z*} je vi&si ako rozmer {z'} o tolko, kolko linedrne nezdvis-
lych vektorov mozeme pridaf k po¢iatoénému vyberu linedrne nezdvislych vektorov
[D(T)] '6,j=1,2...,n

Cely proces mdZeme predIZit dotial, kym neobsiahneme cely n-rozmerny priestor,
musime oviem pridat v kazdom kroku aspoit jeden linedrne nezdvisly vektor (to
znamend, Ze rozmer podpriestoru {z/*'} bude aspoii o jedno vicsi ako rozmer
{2’}). Na s-tom kroku bude platif:

0 (£} =~ C O 577,

-
priCom 5 < n je maximdlny pocet krokov nutnych k tomu, aby z Tubovolného pocia-
to¢ného stavu sa dosiahol dany stav, kde # je rad sustavy.




Z toho je vidiet, Ze k tomu, aby sme uréili, &i je objekt riaditelny, je dostadujice 497
stanovif, &i je moZné obsiahnuf tymto spésobom cely n-rozmerny priestor stavov ze
n-krokov.

METODA n INTERVALOV

V dalom budeme uvaZovat pripad prechodu stistavy z jedného stavu do druhého
za najkratii &as riefeny metoédou n-intervalov [1], odvodencj z principu maxima [2],
ked stistava (1) je linedrna, charakteristické Cisla matice A su redine, rdzne a na
riadiace veli€iny su kladené obmedzenia luk| < U. Pre tento pripad podla principu
maxima adjungovand ststava k sustave (1) bude:

(1) Y= ~Ya,¥, i=12..,n
v=1

pre ktord plati, Ze charakteristické &isla matice (a,;) budi redloe. Rielenie sistavy (11)
bude:

n

(12) ¥t) = X Cye,

i<
kde p; — st redlne korene,

C;; — integracné konstanty.

Ked riadenie u je Casovo optimdlne, potom podla principu maxima maximalizuje
funkciu

(13) H =% Ax + ¥ Bu.

Ked vySetrujeme tato funkciu v oblasti [u,| £ U ako funkciu u vidime, Ze dosiahne
svojho maxima v tom istom bode ako funkcia:

(14) (PBu) =Y ¥,y b,
ST k=t

ktord dosahuje maxima ked

(15) wo=sgny b, ¥, =sgny b,y C,e" =sgny D, e,
i=1 i=1 ji=1 i=1
kde
(16) Dy=Y byCyr k=121,
i=1

n

D4 sa dokdzaf, Z¢ vjraz ) D, ;e”* prechddza cez nulu najviac (n — 1) rdz, to zna-
j=1

mend, Ze nemd viac ako n intervalov s kon§tantnym znamienkom. Teda aj u md naj-
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viac n intervalov, v ktorych je kon3tantné. To je vlastne teorém o n intervaloch
odvodeny z principu maxima.

Ked sustava je jednoparametrovd, potom také riadenie, ktoré prevedie ststavu
z pociatoéného stavu do Ziadaného stavu a md najviac n intervalov, v ktorych je
kon3tantné a nadobuda krajné hodnoty, je len jedno a je Casove optimdlne [4].

Dalej uvedené vypoitové metédy boli odvodené pre jednoparametrovii sistavu
opisanu diferencidlnou rovnicou n-tého rddu tvaru

(17

i

it

"
ax® =Y bu® .
i=0

Thto rovnicu mdZeme prepisat do sustavy linedrnych diferencidlnych rovnic
prvého radu

(18)

Xn—2 = Xp—1 >

Xnot =X,
kde
1 ,
Xy = (=@ Xyoq — ... — Xy — agx + bu™ + .+ b’ + bou).
a/X
Ked zavedieme nové premenné yy, Vi, ..., V.- definované pomocou linedrnej
transformdcie
(19) Y=CX-DU,
kde
(¥ \ u
V2 Xy u'
(20a) Y=]: L X= | , u=|: 1,
Yn—1 Xn—2 u('“)
\,V,. \—’Cnvl/ \0

a; a, 4d; ay—y 4y,
A, d3 +«---- a, 0
........ 0 0
(20b) c=|" - ,
a,—1 an 0 0 0




by by il 0 0...0
By
(20c) D=|by By oo
b O
0 0 i
\o 0 ...

potom mdZeme siistavu (18) prepisat do tvaru:

¥, = —aeayly, + bou s

Y2 = —ayaq;'y,  +bu+y
: ,

b1 = — A 'Y byu +

(21) .}fm+1 Ay )7”1 + by Ym

Ym+2 = —Api18y Yy t V1o
: ,

Vo1 = —a,_20; 'y, + Vue2 s

Vu = —a,_;a;'y, T Vot

V maticovom tvare to bude

(21a) Y = AY + Bu,
kde
bo\
b,
b,
B=|:
' b
0

\0: )

Tym sme rovnicu (17) pomocou linedrnej transformdcie previedli na rovnicu tva-
ru (1),

Riesenie rovnice (17), tj. sistavu (18) mdZeme ziskal z rieSenia sustavy (21a)
spitne pomocou vztahu (19). V sustave (21a) sa nevyskytuju derivdcie veli¢iny u,
to je vyhodné najméi vtedy, ked u je nespojitd funkcia s koneénym po&tom bodov
nespojitosti, napr. prepinacia funkcia.

Optimalne riadenie u*(t), ktoré prevedie siistavu opisanii rovnicou (17) z poéiatog-
ného stavu X, = (x,, Xp, ..., x5 ) do Ziadaného stavu X, = (x,, xj, ..., x§~ V)
za najkrat$i éas ndjdeme tymto spdsobom.
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Oznatme X, = (x,, x,, ..., xi" ") riesenie rovnice (17) v &ase ¢ = t,, ked podia-
toéné podmienky st X, a u je tvaru prepinacej funkcie

(22) u(t) = u;, ;S <t

kde |u;l = U =konst., j=0,1,2,...,n—1,
U, = —u;_;.
Zostrojime funkciu
n=1

(23) F(ty, ty, .. 1) =~~Z<:)(X:"J — x2.

Ked tuto funkciu minimalizujeme podla t,, 5, ..., 1, (napr. gradientovou metédou)
a ndjdeme také ¢, 1,, ..., t,, pre ktoré je

(24) F(i5 .., ) =0,

*
PR

potom x{ = xP i=0,1,..,n — 1 a podla vy$Sie ukdzaného st t%, 13, .
optimalne éasové okamzZiky prepnutia riadiacej veli€iny u*(r) [4].

V rovnici (17) vystupuji na pravej strane derivdcie veliginy u, a preto aby sme
mohli spocitat X,, musime poznaf hodnotu u = u, v Case t < 0 a tieZ hodnotu
u = u, = const v dase { = t,, Hodnoty x!? mdZeme ziskaf dvojakym spdsobom.

I. Met6da spojovania rieSeni

a) Pomocou transformdcie rovnice (17) do sistavy (21a)

Vychddzame z po&iatoénej podmienky X, u, a podla (19), dostaneme poliatocni
podmienku Y,. Rieenie sistavy (21) v prvom intervale ked u = u, oznatime Y,(1).
Hodnotu v &ase f, pokladdme za nové pociatoéné podmienky Y,(t,) pre druhy inter-
val. Dalej oznadme Y,(1) riesenie sustavy (21) v druhom intervale pri pociatoénych
podmienkach Y,(t,) = Y,(t,) ked u = u,. Hodnotu v Zase 7, pokladime za nové
potiatoéné podmienky Y,(t,) pre treti interval. Tento postup opakujeme doviedy,
kym ziskame Y,(z,).

Podla (19) uréime potom X({1,), a to uZ je vlastne rieSenie, ktoré sme oznagili X,.

b) Pomocou transformdcie pociatocnjch podmienok

Nech na konci (j — 1)-ho intervalu v asovom okam7iku t = t; reSenie rovnice (17)

je X;_4(t;) a veliCina u sa meni skokom z hodnoty u;_ na u;, potom rieSenie rovnice

(17) v j-tom intervale, kde u = u; pri po&iatoénych podmienkach
Xj(1) = X; (1)

je rovné rieSeniu rovnice (17) bez derivdcii u

a;xV = bgu.,

il
1=

(25)




kde u = u; pri poliatoénych podmienkach transformovanych podla vztahu

(26) Xj(t)) = MTIMX; (1) + Ny — um0)]
kde
(0
4,0 .0 0 0
M= N=|b,
azay.. .
Gy dy . Gy “n/ b,
by .

Teda rieSenie rovnice (17) v prvom intervale pri podiatoénych podmienkach X,
u, ked u = u, prevedieme na riefenie rovnice (25) pri potiatoénych podmienkach
transformovanych podJa (26)

Xofto) = MTMX, + N(u, — u,)],

kde X_,(1o) = X,, u_; = u,

Riefenie v &ase t, pokladdme za nové poliatoéné podmienky Xo(¢,). Podla vztahu
(26) uréime X,(t,) a opaf moéZeme miesto rieSenia rovnice (17) riesit rovnicu (25),
kde u = u,. Tento postup opakujeme dovtedy, kym neziskame X,(t,), a to je vlastne
rieSenie, ktoré sme oznaéili X,

II. Metdoda sumacie rieSeni

Prepinaciu funkciu u(r) nahradime sumdciou skokovych funkei posunutych o gasy t,
vpravo

(8) u(t) = ¥, 51)

i=0
0 pre t<t,
$; =
oA pre bz,

kde A4; = const.

Oznagme X (1) riesenie rovnice (17), ked u je tvaru jednotkového skoku pri nulo-
vych potiato&nych podmienkach a oznaéme X(r) riefenie rovnice (17) pri po&iatod-
nych podmienkach X, ked u sa meni skokom v Case t = 0 z hodnoty u, na nulu.
Potom pre t = t, bude:

n

(29) X(r) = X(1) +_Z AX,(1 - 1)

Riesenie X(r) v ¢ase t = 1, je vlastne rieenie, ktoré sme oznadili X,
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502 Priklady

Odvodené vypoltové metdédy sme overili na sistave 3. rddu, ktord je opisand
linedrnou diferencidlnou rovnicou:

(30) asx + a,x" + a;x" + agx = byu' + bou,
a; =1, by =012 ,
a, =205 , by = 0,156,
ag = 1,15 |
ay, = 0,156,
-1
ohranicenie je ul < 1, potiatoéné hodnoty u, = —1, X, = 0],
0
0 ‘
Ziadany stav X, = {0
0
Rovnica (23) bude tvaru:
(31) Fty, te t5) = x2 + x2 + x,%.
Hodnoty x,, x;, x; sme pocitali obidvoma sposobmi.
I. Metoda spojovania rieSeni
Podla (27) mdme
ay; 0 0 0
(32) M=la,a,0 |, N=1{0];
ay ds as bl,.

z rovnice (26) dostaneme
MX; = MX; | + N(u; — u;_,);
po rozpisdni dostaneme

asx; = d3X; g,
J
ayx; + a)x; + a3x; = ayx;_q + aXj_y + a;xXj_ +

+ by(u; —u;y) s

; . _ o
(33) ayX; + ax; = a;X;_ + asX_y,

po tprave
Xj = Xj-1,
(34) xj = Xj_q,
xj=x_y 4+ 0,12(u; — u;_y).



Rovnica (25) md tvar
(35) X"+ 2,05x" + 1,15x" + 0,156x = 0,156u .
Prevedieme transformdciu pociatoénych podmienok pre prvy interval podla (34)

/—1

X,
Xo(to) = | x, ={ 0
X +024) 024
Rie3enie rovnice (35) ked u = u, = 1 pri po€iatoénych podmienkach X,(t,) v Sase £,

bude Xo(t,), a to su pociatoéné podmienky pre druhy interval. Prevedieme znovu
transformdciu potiatoénych podmienok podla (34). Ric¥enic rovnice (35) ked
u = u, = —1 pri potiatoénych podmienkach X,(1,) v ¢ase t, bude X,(t,), a to su
zase potiatoné podmienky pre treti interval, ktory opét transformujeme podla (34)
a dostaneme X,(1,). RieSenie rovnice (35) ked u = u, = 1 pri pociatoénych pod-
mienkach X,(t,) v Case t; bude X,(t3). PretoZe na konci riadenia v ase ¢, sa meni
hodnota u skokom z hodnoty u, na hodnotu u; = 0, musime znovu pouZit vztah (34)

x5(t5)
Xy(t3) = | x5(t) =X,.
¥y(1;) — 0,12

Po dosadeni tychto hodnét do (31) dostaneme F(ty, t,, t5). Thto funkciu sme mini-
malizovali gradientovou metédou az do presnosti 107*. Prevedené iteratné kroky su
v tab. 1., kde

Aty = t,,
(36) Aty =1, — 1y,
Aty =15 — 1.

1. Metéda sumdcie rieSeni

Ked u je tvaru jednotkového skoku, potom riefenie rovnice (30) pri nulovych
podiatoénych podmienkach md tvar:

3
(37) xl(t) =Co + Z C;exp [p,»t]
i=1
kde pi, pa. pa st korene charakteristickej rovnice,
Co> Cy, Cy, Cy st konstanty.

Riesenie rovnice (30) pri podiatoénych podmienkach x,, u, a ked u sa v éase t = 0
zmeni skokom z hodnoty u, na u = 0, bude

6wl = +(3,Coox [nal) () + (5 = Cou) Y. Dy [l

kde D; su konstanty.



504 Tabulka 1.

1
krok A | An Aty 1072 F(t, 15t3)
I 1 o R
o 3,0000 | 1,0000 0,3000 | 108,44
o1oi 34632 1,0909 0,4005 62,07
2 39178 1,1467 04595 | 32,34
L3 41836 1,1749 04531 | 14,75
b4 4,3572 12000 | 04210 7,62
% 5 4,4772 1,2231 0,3806 4,18
| ¢ 45626 | 1,2426  © 0,3409 2,27
T 4,6240 12579 03064 1,21
8 46682 11,2690 | 0,2785 0,622
9 4,7000 1,2764 | 0,2573 0,308
10 4,7227 1,2810 0,2416 0,148
11 4,7388 | 1,2835 02303 | 0,069
12 4,7450 i 1,2842 0,2259 0,0323
13 4757 11,2846 0,2170 0,022
{ i
Tabulka 2.
i |
I krok Aty At, Aty 1073 F(tyt,13)
_ ,‘_ i
0 3,0000 1,0000 | 03000 | - 109,78
t 3,6872 | 11637 | 04702 | 35,06
2 40184 | 1,1843 05034 | 17,07
|3 42263 | 1,199  0,4951 [ 9,686
4 1 43694 ¢ 1,2175 0,4680 | 5,906
5 44725 | 1,2362 0,4326 ! 3,695
6 45496 1,2544 0,3959 ; 2,302
[ 7 | 46078 | 12701 03614 1,412
i 8 | 4,652 [ 1,2829 1 03312 l 0,848
9 | 46860 | 12929 . 03061 0,500
| 10 4,7309 1,3050 . 0,2705 ‘ 0,169
| 11 47560 I 13100 | 02499 | 0,059
| 12 | 47698 | 13110 02383 | 0,024
‘! 13 ‘ 47770 | 13102 0,2316 i 0,019
i I

Potom podla (29) dostaneme pre t = t,
3
(39) x(r) = Co( Y, 4,) +
i=0

3
+ Crexp[pit] (Ao + Y A;exp [—pit]) +
i=1




3
+ Coexp [pat] (Ao + Y, A;exp [—pat ]) +
i1
3
+ Cyexp[pst] (Ao + Y, A;exp [—pst/]) +
i=1
3
+ (~u,) Y Crexp [pit] +
i=1

3
+ (x, — Coupy Y Diexp [pi].
=1

V naSom pripade je Ag = 1, 4, = —2, A, =2, A; = —1.

()

1[s]




Ked dosadime t = t5 do (39), dostaneme x,, dalej derivovdnim x; a x|, a po dosa-
deni do (31) ‘:mﬁieme vypocitat funkciu F. Minimalizovanim tejto funkcie dosta-
neme hodnoty uvedené v tab. 2. Casové priebehy veli¢in u(f), x(t), x'(t), x"(f)
a prechodovd charakteristika x, st na obr. 1.

ZAVER

Podla prevedenych iterdcii uvedenych v tab. 1 a 2 vidime, Ze sa obidve metddy
z hladiska presnosti vypoctu nelisia. Vyhodou metody sumdcie rieSeni je to, Ze nie je
potrebné prevdadzaf transformdcie ako u metddy spojovania rieSeni.

Tieto metddy sa daju aplikovat hlavne pre jednoparametrové slistavy so spitnou
vézbou, u ktorych v ¢itateli prenosu je polynom najmenej prvého radu, tj. s opisané
linedrnou diferencidlnou rovnicou tvaru (17). Takouto sistavou je napr. absorbénd
kolona [6].

{Doslo dna 10. februara 1966.)
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SUMMARY

Bang-Bang Control for Feedback Systems

B. FrankoviC, R. KONAKOVSKY

The paper deals with questions of the optimum control of linear controlied systems
by means of computing machines. Special attention is given to the optimization of the
system’s changeover from one state to another in minimum time.

There are introduced two computing methods generalized for an equation of the
n-th order of the form:

Yax® =Y bu.
i=o j=0

The first method is based upon the connection of solutions, the second upon the
addition of solutions. Optimum switching moments are selected in both cases in
a similar way by minimization of the auxiliary function.

Further an example is given for a system of the third order applying both methods
with results and graphs.

Ing. B. Frankovié¢, CSc., Ing. R. Korakovsky, Ustav technickej kybernetiky SAV, Diibravskd
cesia, Bratislava.
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