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KYBERNETIKA ČÍSLO 4, ROČNÍK 6/1970 

Analytické derivovanie [na číslicovom počítači 
EUDOVÍT MOLNÁR 

Článok popisuje algoritmus analytického derivovania výrazov, ktorý je modifikáciou algo­
ritmu navrhnutého Hansenom [2]. Derivovanie sa uskutočňuje v niekolkých „cykloch", pričom 
v každom „cykle" sa uskutoční jeden krok derivovania. Úlohou modifikovaného algoritmu 
bolo snížit' počet „cyklov" na minimum. 

V práci sa podává algoritmus analytického derivovania výrazov a jeho realizo-
vanie na samočinnom číslicovom počítači. Algoritmus vychádza z přepisu výrazu 
zapísaného v jazyku ALGOL 60 do bezzátvorkového tvaru, na ktorý sa aplikujú 
známe pravidla z diferenciálneho počtu. Rozoberá sa iba prvá derivácia, avšak 
velmi jednoduchým spósobom je možné uskutočniť deriváciu Iubovolného rádu. 

Počiatočná informácia pre program jě přípustný výraz zapísaný v jazyku ALGOL 
a premenná derivovania. 

ALGORITMUS 

Podstata algoritmu spočívá v aplikácii vhodných transformačných vzorcov na 
výraz zapísaný v bezzátvorkovom tvare. Pri tvorbě algoritmu budeme vychádzať 
z práce I. W. Hansena a kol. [2]. Jeho transformačně vzorce móžeme písať v tvare: 
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[ + UV ] ' - ± M ' И ' . 
[-« ľ - - [ « ] ' . 

[x UV ' = + x [u]' v x u[v\', 
[ÎПII ľ = x [и]' X ţ — Inun , 

[exp u ' = x [u]' exp и , 
[lnu ľ = x T -- l u [ u ] ' , 

[sin u ľ = x [u]' cos u , 
[cos u ľ = x [u]' — sin u , 

[- ľ = 1, 
[konšt. ľ - o , 



292 kde ' znamená znak derivovania, 

— je operátor změny znamienka, 
ti, D sú lubovolné přípustné výrazy, 
n je lubovolný přípustný výraz, ktorý neobsahuje premennú derivovania, 
z je premenná derivovania. 

Pod přípustným výrazom budeme rozumieť v podstatě jednoduchý aritmetický 
výraz definovaný v jazyku ALGOL, rozšířený o operátor změny znamienka a ob-
sahujúci iba tie funkcie, ktoré sú obsiahnuté v transformačných vzorcoch. Transfor­
mačně vzorce móžeme pochopitelné vhodné rozšířit'. 

Celý proces derivácie prebieha v niekoíkých „cykloch", ktorých počet závisí od 
tvaru výrazu, ktorý máme derivovat. V jednom „cykle" sa uskutoční iba jeden krok 
derivovania, napr. derivácia vonkajšej funkcie, derivácia súčinu bez derivácie či-
nitelov ap. 

Určité zjednodušenie uvedeného algoritmu navrhol R. G. Tobey [5]. Zjednoduše-
nie sa robí tým, že sa před použitím transformačných vzorcov urobí analýza přísluš­
ného výrazu, ktorý chceme derivovat', čím sa v mnohých prípadoch transformačně 
vzorce zjednodušia, ako napr. pri derivácii súčinu ak jeden operand je konstanta 
a pod. 

Napriek uvedenému zjednodušeniu musíme pri tomto algoritme určitým spósobom 
pracovat' i s prvkami výrazu, ktoré tvoria výsledok niektorého „cyklu" derivovania 
a nemenia a ani nebudu meniť svoj tvar. Tento problém by sme odstranili, keby 
sme celý proces zlinearizovali, tj. celý proces derivovania by sa uskutočnil v jednom 
„cykle" derivovania. V ďalšom si ukážeme algoritmus, ktorý sme vypracovali na 
Katedře matematických strojov EF SVŠT. Tento algoritmus sice neprevedie celý 
proces derivovania vždy na lineárny, ale vo váčšine prípadov podstatné obmedzí 
počet „cyklov" derivovania. 

Transformačně vzorce pri našom algoritme nadobudnú tvar: 

1 ± = ± 

3 x = + x [u Ip v x u t>]' 
4 | = x + x | - 1 nu n 
5 exp = x exp u 
6 ln = x f — 1 M 

7 cos = x — sin u 
8 sin = x cos u 
9 z = 1 

10 konšt. = 0 

Prv než uvedieme popis algoritmu, rozoberieme si podrobnejšie transformačně 
vzorce pre násobenie a umocňovanie. Celý proces derivovania podlá nášho algo­
ritmu bude prebiehať tak, že sa v podstatě derivuje každý prvok výrazu. K tomu sú 



vhodné prispósobené i naše transformačně vzorce. Zoberme si však transformačný 
vzorec pre násobenie z póvodného algoritmu 

[ x uv]' = + X [ti]' v x u [v]' . 

Medzi výrazmi na právej straně, ktoré potřebujeme derivovat', tj. [u] ' , [v]', sa 
nacházdajú výrazy u, v a operátor x , na ktoré sa nebudu aplikovat' transformačně 
vzorce, ale ktoré iba opíšeme. Preto náš nový transformačný vzorec, ktorý vychádza 
z toho, že budeme derivovat' každý prvok, obsahuje dvojicu prvkov / p, kde p je 
počet prvkov z ktorých sa skladajú výrazy u, v zváčšený o jednotku (operátor x) , 
ktorá nám určuje, že nasledujúcich p prvkov derivovat' nebudeme, ale ich iba opí­
šeme. 

Z rovnakých dóvodov obsahuje i transformačný vzorec pre umocňovanie operátor 
+ . Ak totiž budeme derivovat' výraz tvoriaci exponent (neobsahuje premennú 
derivovania), dostaneme ako výsledok nulu, ktorá bude viazaná uvedeným ope-
rátorom + . 

Ako sme už uviedli, celý proces derivovania podlá nášho algoritmu prebieha tak, 
že sa derivuje každý prvok výrazu. Už priamo z transformačných vzorcov vidieť, že 
v případe, že výraz neobsahuje operátor x , celý proces derivovania je lineárny. 
V případe, že výraz obsahuje operátor x , zváčší sa počet „cyklov" derivovania 
o tolko, kolko je operátorov x . Celý proces prebieha nasledujúcim spósobom: 

1. přepis výrazu do bezzátvorkového tvaru, 
2. priradenie znaku derivácie a koncového znaku, 
3. vyhladanie znaku derivácie, 
4. analýza nasledujúceho prvku. 

Poradie ďalších krokov závisí od druhu prvku, ktorý sme analyzovali. Ak je to 
koncový znak, pokračujeme krokom 7., ak je to operátor x , aplikuje sa příslušný 
transformačný vzorec a zbývajúce prvky sa přepíšu; pokračuje sa krokom 3., ak je 
to znak I zoberie sa nasledujúci prvok p, ktorý nám určí kolko ďalších prvkov sa 
iba přepíše a pokračuje sa krokom 4., inak sa pokračuje krokom 5. 

5. Vyhladanie příslušného transformačného vzorca a jeho aplikácia, 
6. skok na krok 4, 
7. výstup. 

Krokom 7. sme dostali zderivovaný výraz v bezzátvorkovom tvare. Ďalej móže 
následovat' jeho použitie v uvedenom tvare, alebo přepis do ALGOLu. 

URČENIE PODVÝRAZOV 

Aby sme transformačně vzorce vóbec mohli použit', musíme si najprv určit' pod-
výrazy, ktoré tvoria operandy jednotlivých operácií. Pre určenie podvýrazu bude 
platit' pravidlo: podvýraz bude tvořený postupnostem (reťazcom) prvkov z daného 



294 výrazu, v ktorom počet operandov je o jednotku váčší, ako počet binárnych operá-
torov ( + , —, x , t ) . 

Napr. vo výraze 
+ , t , 2, sin, x , 3 , z, t, 2, z , 

ktorý je tvaru +uv, je podvýraz u tvořený reťazcom 

t, 2, sin, x , 3, z 
a podvýraz v reťazcom 

T,2,z 

ako vidieť, oba reťazce vyhovujú nášmu pravidlu. 

POUŽITIE 

Použitie oboch algoritmov si ukážeme na jednoduchom příklade. Majme deri­
vovat' výraz: 

z 2 + sin2 3z . 

Prepisom do bezzátvorkového tvaru a priradením znaku derivácie dostaneme: 

[ + , t, 2, sin, x , z, 3, t, 2, z ] ' . 

Derivácia póvodným algoritmom bude mať tvar: 

1. + , [t , 2, sin, x , z , 3]', [ t , 2, z ] ' 
2. + , x , [sin, x , z, 3] ' x , t , - , 1, 2, sin, x , z, 3, 2, x , [z] ' , x , f, - , 1, 2, z, 2 

3. + , x , x , [ x , z , 3,]', cos, x , z , 3 , x , t , - ,1,2, sin, x ,z,3, 2, x , 1, x , t, - , 1, 2, z, 2 

4. + , x , x , + , x , [z,]', 3, x , z, [3,]', cos, x , z, 3, x , t, —, 1, 2, sin, x , z, 3, 2, 
x , 1, x , t, - , 1,2, z, 2 

5. + , x , x , + , x , 1, 3, x , z, 0, cos, x , z, 3, x , t , - , 1, 2, sin, x , z, 3, 2, x , 1, 
x , t , - , 1,2, z, 2 

Výsledkom je zderivovaný výraz zapísaný v bezzátvorkovom tvare. Prepisom do 
ALGOLu dostaneme: 

2 x z t (2 - 1) x 1 + 2 x sin (3 x z) t (2 - 1) x cos (3 x z) x (0 x z + 3 x 1) 

Výraz možno podstatné zjednodušit' vykonáním elementárnych operácií. 
Derivácia novým algoritmom bude mať tento tvar: 

1. + , x , + , x , t, - , 1,2, sin, x , z, 3,2,0, x ,cos, x , z, 3, + , x , [z, I, 3, 3, x , 
z, 3, t , 2, z ] ' 

2. + , x , + , x , t , - , 1, 2, sin, x , z, 3, 2, 0, x , cos, x , z, 3, + , x , 1, 3, x , z, 
0, x , + , x , t , - , 1, 2, z, 2, 0, 1 



Prepísaním do ALGOLu dostaneme rovnaký výsledok ako v predošlom případe. 
Ako vidieť z příkladu, počet „cyklov" derivovania sa skutočne podstatné zmenšil. 

PROGRAM 

Pri programovaní třeba brať do úvahy to, že veličiny, ktoré budeme spracovávať 
nemusia mať číselný charakter. Preto ak chceme s takýmito veličinami pracovat' 
napr. v jazyku ALGOL je potřebné urobit' najprv vhodné prekódovanie. Z tohoto 
dóvodu nie je jazyk ALGOL vhodný na programovanie úloh podobného charakteru. 
Najvýhodnejšie je použit' strojový, alebo vhodný symbolický kód, resp. programovací 
jazyk umožňujúci spracovávať obecné symboly. 

Program bol povodně napísané v jazyku ALGOL a neskór prepísaný do strojo­
vého kódu počítača MINSK 22 na ktorom bol celý algoritmus ověřovaný. 

(Došlo dňa 14. októbra 1968.) 
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SUMMARY  

Analytical Differentiation on a Digital Computer 

LUDOVÍT MOLNÁR 

The paper describes an algorithm for analytical differentiation of the expressions 
which is a modification of an algorithm suggested by Hansen [2]. Differentiation is 
done in a few "loops" and in every " loop" one step of differentiation is done. The 
task of the modified algorithm is to reduce the number of "loops" to the minimum. 

Ludovit Molndr, prom, fyz., Katedra matematickych strojov, EF SV§T, Vazovova l/b, Brati­
slava. 
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